
Cvičeńı 1.1.

1. Rovnice př́ımky v rovině

Obecná rovnice př́ımky P v rovině xy je

ax + by = c , (1)

kde a, b, c ∈ R a a, b nejsou současně rovna nule, tj. a2 + b2 6= 0.
Pro a = 0, je př́ımka P rovnoběžná s osou x a jej́ı rovnice je y = y0, kde y0 je reálné č́ıslo
Pro b = 0 je př́ımka P rovnoběžná s osou y a jej́ı rovnice je x = x0, kde x0 je reálné č́ıslo.

Pro b 6= 0 lze rovnici př́ımky P napsat ve tvaru

y = kx + q . (2)

Taková př́ımka je graf lineárńı funkce. Č́ıslo k v rovnici (2) se nazývá směrnice př́ımky P.

Jestliže je q = 0, procháźı př́ımka P počátkem souřadnic. Jej́ı rovnice y = kx je pak grafem
funkce, které se ř́ıká př́ımá úměrnost.

Př́ıklad 1.1.r. Najděte rovnici (2) př́ımky, která procháźı body A = [1;−2] a B = [2; 3].

Řešeńı: Protože př́ımka P má procházet body A a B, muśı platit

−2 = k + q , 3 = 2k + q .

Jestliže odečteme prvńı rovnici od druhé, dostaneme k = 5. Po dosazeńı za k do jedné z
uvedených rovnic, zjist́ıme, že q = −7. Tedy hledaná rovnice př́ımky je y = 5x− 7.

Př́ıklad 1.2.r. Najděte rovnici (2) př́ımky, která procháźı body A1 = [x1; y1] a A2 =
[x2; y2], kde x1 6= x2.

Řešeńı: Protože má př́ımka procházet body A1 a A2, muśı platit

y1 = kx1 + q , y2 = kx2 + q .

Jestliže odečteme prvńı rovnici od druhé, dostaneme

y2 − y1 = k(x2 − x1) , tj. k =
y2 − y1

x2 − x1

.

Dosad́ıme-li tuto hodnotu k do prvńı rovnice, dostaneme

q = y1 −
y2 − y1

x2 − x1

x1 =
x2y1 − x1y2

x2 − x1

.

Tedy rovnice hledané př́ımky je

y =
y2 − y1

x2 − x1

x +
x2y1 − x1y2

x2 − x1

.

Když označ́ıme ∆x = x2 − x1 př́ır̊ustek na ose x a ∆y = y2 − y1 př́ır̊ustek na ose y, lze směrnici
př́ımky zapsat ve tvaru

k =
∆y

∆x
= tg α ,
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kde α je úhel, který sv́ırá př́ımka P s kladným směrem osy x.

Př́ıklad 1.3.r. Najděte rovnici př́ımky, která má směrnici k = 2 a procháźı bodem
A = [3;−1].

Řešeńı: V rovnici př́ımky (2), je zadána hodnota k = 2. A protože má př́ımka prochazet
bodem A, muśı platit

−1 = 2 · 3 + q , tj. q = −7

a hledaná rovnice př́ımky je y = 2x− 7.

Jestliže je dána směrnice k př́ımky P a bod A = [x0; y0], který př́ımka procháźı, muśı platit

y0 = kx0 + q , tj. q = y0 − kx0 .

Rovnice takové př́ımky y = kx + y0 − kx0 se často zapisuje ve tvaru

y − y0 = k(x− x0) .

Množina všech př́ımek, které procházej́ı daným bodem A = [x0; y0] a nejsou rovnoběžné s osou
y, je popsána rovnicemi

y − y0 = k(x− x0) , k ∈ R .

Př́ıklad 1.3.r. Necht’ má př́ımka P směrnici k 6= 0 Najděte směrnici př́ımky N kolmé na př́ımku P.

Řešeńı: Necht’ je k = tg α, kde α 6= 0. Směrnice kolmé př́ımky pak je k⊥ = tg
`
α + 1

2
π

´
, neboli

k⊥ =
sin(α + 1

2
π)

cos(α + 1
2

π)
=

sin α cos 1
2

π + cos α sin 1
2

π

cos α cos 1
2

π − sin α sin 1
2

π
.

A protože cos 1
2

π = 0 a sin 1
2

π = 1, je

k⊥ =
cos α

− sin α
= −

1

tg α
= −

1

k
.

2. Aproximace funkce y = f(x) v okoĺı bodu A =
[
x0; y0 = f(x0)

]
př́ımkou

Uvažujme graf funkce y = f(x) = x2 a jeho bod A = [x0; y0], kde x0 = 2 a y0 = (x0)2 = 4.
Označme ∆x = x− x0 = x− 2 př́ır̊ustek proměnné x. Hodnota funkce y v bodě x = 2 + ∆x je

y = (2 + ∆x)2 = 4 + 4∆x + (∆x)2 .

Př́ır̊ustek závisle proměnné y, který odpov́ıdá př́ır̊ustku ∆x nezávisle proměnné x.

∆y = y − y0 = y − 4 = 4∆x + (∆x)2.

Dále uvažujme množinu př́ımek, které procházej́ı bodem A = [x0; y0] = [2; 4]. Př́ımky této
množiny jsou popsány vztahem

y − y0 = k(x− x0) , tj. y − 4 = k(x− 2)

kde k je libovolné reálné č́ıslo. Př́ır̊ustek proměnné y, který odpov́ıdá př́ır̊ustku nezávisle pro-
měnné ∆x = x− 2, je na každé z těchto př́ımek

∆P y = k∆x .
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Pro rod́ıl př́ır̊ustku proměnné y na grafu funkce a př́ımce plat́ı

∆y −∆P y = 4∆x + (∆x)2 − k∆x = (4− k)∆x + (∆x)2.

Pokud tato veličina neobsahuje veličiny prvńıho řádu v proměnné ∆x, tj. pokud 4 − k = 0,
ř́ıkáme, že graf funkce y = x2 a př́ımka y − 4 = k(x − 2) maj́ı v bodě A = [2; 4] dotyk prvńıho
řádu. Př́ımka y − y0 = k(x − x0), která má s grafem funkce y = f(x) v bodě A = [x0; y0], kde
y0 = f(x0), dotyk prvńıho řádu, se nazývá tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě [x0, y0] a jej́ı
směrnice k se nazývá derivace funkce f(x) v bodě x0; znač́ı se f ′(x0).

V našem př́ıpadě je rovnice tečny ke grafu funkce y = f(x) = x2 v bodě A = [2; 4]

y − 4 = 4(x− 2)

a derivace funkce f(x) = x2 v bodě x0 = 2 je rovna 4.

Př́ıklad 2.1.r. Spoč́ıtejte derivaci funkce f(x) = x3 v obecném bodě x.

Řešeńı. Pro př́ır̊ustek závisle proměnné y = f(x) = x3 v bodě x, který odpov́ıdá př́ır̊ustku
závisle proměnné ∆x, dostaneme

∆y = f(x + ∆x)− f(x) = (x + ∆x)3 − x3 = 3x2∆x + 3x(∆x)2 + (∆x)3

Př́ır̊ustek na př́ımce je ∆P x = k∆x. Aby rozd́ıl těchto př́ır̊ustk̊u

∆y −∆P y = 3x2∆x + 3x(∆x)2 + (∆x)3 − k∆x =
(
3x2 − k

)
∆x + 3x(∆x)2 + (∆x)3

neobsahoval člen prvného řádu v ∆x, muśı být k = 3x2. Tedy pro funkci f(x) = x3 je
f ′(x) = 3x2.

Hodnotu derivace funkce f(x) v bodě x0 lze často naj́ıt také tak, že pro ∆x 6= 0 spoč́ıtáme výraz

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

a pokud do něj mužeme dosadit ∆x = 0, je

f ′(x0) =
(

f(x0 + ∆x)− f(x0)
∆x

)
∆x=0

. (3)

Př́ıklad 2.2.r. Najděte derivaci funkce f(x) =
1

x2
a rovnici tečny ke grafu funkce y = f(x)

v bodě A = [−1
2
; 4].

Řešeńı Protože

f(x + ∆x)− f(x) =
1

(x + ∆x)2
− 1

x2
=

x2 − (x + ∆x)2

x2(x + ∆x)2
=
−2x∆x− (∆x)2

x2(x + ∆x)2

je podle vztahu (3)

f ′(x) =

(
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x

)
∆x=0

=

(
−2x−∆x

x2(x + ∆x)2

)
∆x=0

=
−2x

x4
= − 2

x3
.
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Směrnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě A =
[
x0; f(x0)

]
je rovna k = f ′(x0), což

je v našem př́ıpadě rovno 16. A protože y0 = f(x0) = f(−1
2
) = 4, je rovnice tečny

y − y0 = f ′(x0)
(
x− x0

)
, tj. y − 4 = 16(x + 1

2
) .

Př́ıklad 2.3.r. Na grafu funkce y = f(x) = x3 − 2x2 + x− 2 najděte body, ve kterých je
tečna k tomuto grafu rovnoběžná s osou x.

Řešeńı. Př́ımka rovnoběžná s osou x má rovnici y = y0, kde y0 je nějaké reálné č́ıslo. Tedy
jej́ı směrnice je rovna nule. Stejně jako v předcházej́ıćıch př́ıkladech najdeme

∆y = f(x + ∆x)− f(x) =

= (x + ∆x)3 − 2(x + ∆x)2 + (x + ∆x)− 2−
(
x3 − 2x2 + x− 2

)
=

= 3x2∆x + 3x(∆x)2 + (∆x)3 − 4x∆x− 2(∆x)2 + ∆x =

=
(
3x2 − 4x + 1

)
∆x +

(
3x− 2

)
(∆x)2 + (∆x)3.

Směrnice k tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě A =
[
x; f(x)

]
je rovna koeficienu u

∆x v tomto výrazu, tj. k = 3x2 − 4x + 1. Našim úkolem je naj́ıt hodnoty x, ve kterých je
k = 0, tj. ve kterých plat́ı

k = 3x2 − 4x + 1 = 0 , tj. x = 1 nebo x = 1
3
.

Na grafu funkce y = x3 − 2x2 + x− 2 tedy existuj́ı dva body, ve kterých je tečna k tomu
to grafu rovnoběžná a osou x. Konkrétně jsou to body A1 = [1;−2], ve kterém je tečna
y = −2 a bod A2 =

[
1
3
;−50

27

]
, kde je rovnice tečny y = −50

27
.

V mnohých př́ıpadech nelze do vztahu (3) př́ımo dosadit ∆x = 0. Např́ıklad pro funkci f(x) = 2x

dostaneme
f(x + δx)− f(x)

∆x
=

2x+∆x − 2x

∆x
= 2x · 2∆x − 1

∆x
,

do kterého ale hodnotu ∆x = 0 dosadit nemůžeme, protože bychom dělili nulou (dostaneme tzv.
neurčitý výraz typu 0

0). V takovém př́ıpadě se ”dosazeńı ∆x = 0” provád́ı pomoćı tzv. limity
∆x → 0.

Při výpočtu limit se často použ́ıvaj́ı vhodné úpravy.

Př́ıklad 2.4.r. Pro x > 0 najděte derivaci funkce f(x) =
√

x.
Řešeńı. Do výrazu

f(x + ∆x)− f(x)
∆x

=
√

x + ∆x−
√

x

∆x

nelze dosadit př́ımo hodnotu ∆x = 0, protože bychom dostali neurčitý výraz typu 0
0 . Ale lze

psát

f(x + ∆x)− f(x)
∆x

=
√

x + ∆x−
√

x

∆x
=
√

x + ∆x−
√

x

∆x
·
√

x + ∆x +
√

x√
x + ∆x +

√
x

=

=
∆x

∆x
(√

x + ∆x +
√

x
) =

1√
x + ∆x +

√
x

kde už ∆x = 0 dosadit lze. Tak dostaneme(√
x
)′ = 1√

x +
√

x
=

1
2
√

x
.

Aby nebylo nutné dělat při výpočtu neurčitých výraz̊u poměrně složité úpravy, je jednodušš́ı
se naučit některé derivace nazpamět’.
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Vzorce pro derivace

Definice derivace funkce y = f(x)

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h

(
=

dy

dx

)
.

Tabulka derivaćı

f(x) f ′(x) poznámka

xa axa−1 a je konstantńı, speciálně pro a = 0 je x0 = 1

sin x cos x

cos x − sin x

tg x
1

cos2 x

cotg x − 1

sin2 x

arcsin x
1√

1− x2

arccos x − 1√
1− x2

arctg x
1

1 + x2

arccotg x − 1

1 + x2

ex ex

ax ax ln a a > 0 je konstanta, ax = ex ln a

ln |x| 1

x

loga |x|
1

x ln a
pro a > 0, a 6= 1, loga x =

ln x

ln a
sinh x cosh x sinh x = 1

2

(
ex − e−x

)
cosh x sinh x cosh x = 1

2

(
ex + e−x

)
tgh x

1

cosh2 x
tgh x =

sinh x

cosh x
=

ex − e−x

ex + e−x

cotgh x − 1

sinh2 x
cotgh x =

cosh x

sinh x
=

ex + e−x

ex − e−x

argsinh x
1√

x2 + 1
argsinh x = ln

(
x +

√
x2 + 1

)
argcosh x

1√
x2 − 1

argcosh x = ln
(
x +

√
x2 − 1

)
argtgh x

1

1− x2
argtgh x = ln

√
1 + x

1− x

argcotgh x
1

1− x2
argcotgh x = ln

√
x + 1

x− 1
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Daľśı vztahy pro derivace

Linearita derivace: Když jsou a, b konstanty, je(
af(x) + bg(x)

)′
= af ′(x) + bg′(x) .

Derivace součinu: (
f(x)g(x)

)′
= f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) .

Derivace pod́ılu: (
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Derivace složené funkce: Pro složenou funkci h(x) = g
(
f(x)

)
je

h′(x) = g′
(
f(x)

)
f ′(x) .

Zkráceně lze pro funkci z(x) = z
(
y(x)

)
zapsat derivaci složené funkce jako

dz

dx
=

dz

dy

dy

dx
.

Derivace inverzńı funkce: Je-li y = f(x) inverzńı funkce k funkci x = g(y), pak je

f ′(x) =
1

g′
(
f(x)

) nebo zkráceně
dy

dx
=

(
dx

dy

)−1

.

Derivace obecné mocniny funkćı: Derivace funkce y =
(
f(x)

)g(x)
= eg(x) ln f(x) je((

f(x)
)g(x)

)′
=

(
f(x)

)g(x)
(

g′(x) ln f(x) + g(x)
f ′(x)

f(x)

)
.

Logaritmická derivace funkce y = f(x): je derivace funkce ln f(x), tj.

(
ln f(x)

)′
=

f ′(x)

f(x)
.
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