Cviceni 1.1.
1. Rovnice primky v roviné
Obecnd rovnice piimky P v roviné xy je
ax + by = c, (1)

kde a, b, c € R a a, b nejsou soucasné rovna nule, tj. a® + b # 0.
Pro a = 0, je ptfimka P rovnobéznd s osou z a jeji rovnice je y = yg, kde yg je redlné &islo
Pro b = 0 je pfimka P rovnobézna s osou y a jeji rovnice je x = xg, kde xq je redlné ¢islo.
Pro b # 0 Ize rovnici piimky P napsat ve tvaru
y=kxr+gq. (2)
Takovéa piimka je graf linedrn{ funkce. Cislo k v rovnici (2) se nazjva smérnice pifmky P.
Jestlize je ¢ = 0, prochazi piimka P pocatkem soufadnic. Jeji rovnice y = kx je pak grafem

funkce, které se fika prima \imeérnost.

Piiklad 1.1.r. Najdéte rovnici (2) piimky, kterd prochéazi body A = [1; —2] a B = [2; 3].
Resend: Protoze piimka P mé prochézet body A a B, musi platit

—2=k+gq, 3=2k+q.

Jestlize odec¢teme prvni rovnici od druhé, dostaneme k = 5. Po dosazeni za k do jedné z
uvedenych rovnic, zjistime, ze ¢ = —7. Tedy hledana rovnice piimky je y = bx — 7.

Piiklad 1.2.r. Najdéte rovnici (2) piimky, kterd prochézi body A; = [z1;y1] a Ay =
[22; ya], kde x1 # .
Resent: Protoze mé pifmka prochazet body A; a As, musi platit

y1 = kx1+q, Yo = kwa +q.
Jestlize odecteme prvni rovnici od druhé, dostaneme

k:y2_y1

Yo — 1 = k(za — 1), tj. )
To — X1

Dosadime-li tuto hodnotu k& do prvni rovnice, dostaneme

Y2 — 1 T2Y1 — T1Y2
=N —— "4 ="
To — I To — T1
Tedy rovnice hledané primky je
— T —x
_ Y2 — Y1 . 2Y1 1?/2‘
To — T1 To — T

Kdyz ozna¢ime Ax = xo — x1 piirustek na ose z a Ay = yo — y1 prirustek na ose y, lze smérnici
pfimky zapsat ve tvaru

k:?x:tga,



kde « je thel, ktery svird pfimka P s kladnym smérem osy .

Priklad 1.3.r. Najdéte rovnici piimky, kterd ma smérnici & = 2 a prochézi bodem
A=[3;—-1].
Resend: V rovnici pifmky (2), je zaddna hodnota k = 2. A protoze mé pifmka prochazet
bodem A, musi platit

-1=2-3+¢q, tj. ¢g=-7

a hledand rovnice ptimky je y = 2z — 7.
Jestlize je ddna smérnice k piimky P a bod A = [x; yo], ktery piimka prochazi, musi platit
Yo=kxo+4q, tj. ¢=uyo—kaxo.
Rovnice takové pfimky y = kx + yo — kxo se Casto zapisuje ve tvaru
Y —yo = k(z — o).

Mnozina vsSech piimek, které prochazeji danym bodem A = [z¢; o] a nejsou rovnobézné s osou
Y, je popsana rovnicemi
y—yo = k(xz — x0), keR.

Pi#iklad 1.3.r. Nechf m4a piimka P smérnici k # 0 Najdéte smérnici piimky N kolmé na pifmku P.
Resent: Necht je k = tga, kde a # 0. Smérnice kolmé piimky pak je k| = tg(a + %71’), neboli

sin(a + %7‘() sin o cos £ 7 + cos asin £

_ _ 2 2
T cos(a+ 1 7)  cosacoslm—sinasininm’
2 2 2
A protoze cos%w:()asin%wzl, je
cos o 1 1
kl=— = ==
—sina tga k

2. Aproximace funkce y = f(z) v okoli bodu A = [z¢;yo = f(20)] pFimkou

Uvazujme graf funkce y = f(x) = 22 a jeho bod A = [zo; 0], kde 29 = 2 a yo = (20)? = 4.
Ozna¢me Ax = x — xg = x — 2 piirustek proménné z. Hodnota funkce y v bodé x = 2 + Ax je

y=(2+Az)? =4+ 4A2 + (Ax)?.
Prirastek zavisle proménné y, ktery odpovida piirustku Az nezdvisle proménné zx.
Ay=y—yo=y—4=4Az+ (Az)>.

Daéle uvazujme mnozinu piimek, které prochézeji bodem A = [z¢;y0] = [2;4]. Piimky této
mnoziny jsou popsany vztahem

y—yo=Fk(x—=x0), tj. y—4=k(zx—-2)

kde k je libovolné redlné ¢cislo. Piirustek proménné y, ktery odpovidd prirustku nezévisle pro-
ménné Ax = x — 2, je na kazdé z téchto piimek

Apy = kAzx.



Pro rodil pfirastku proménné y na grafu funkce a piimce plati
Ay — Apy = 4Az + (Ax)? — kAz = (4 — k)Az + (Az)2.

Pokud tato veli¢ina neobsahuje veli¢iny prvniho fadu v proménné Az, tj. pokud 4 — k = 0,
itkdme, 7e graf funkce y = 2% a pifmka y — 4 = k(z — 2) maji v bodé A = [2;4] dotyk prvniho
fadu. Piimka y — yo = k(z — z¢), kterd ma s grafem funkce y = f(z) v bodé A = [xo; yo], kde
yo = f(xo), dotyk prvniho fadu, se nazyvé tecna ke grafu funkce y = f(z) v bodé [z¢, yo] a jeji
smérnice k se nazyvé derivace funkce f(x) v bodé zg; znaéi se f'(xq).

V nasem pifpadé je rovnice tecny ke grafu funkce y = f(z) = 22 v bodé A = [2;4]

y—4=4(x—-2)
a derivace funkce f(z) = 22 v bodé xg = 2 je rovna 4.

Priklad 2.1.r. Spocitejte derivaci funkce f(z) = 2* v obecném bodé z.
Resend. Pro piirtistek zavisle proménné y = f(x) = 2° v bodé z, ktery odpovida pifriistku
zavisle proménné Az, dostaneme

Ay = f(r+ Az) — f(z) = (v + Ax)® — 2° = 32* Az + 32(Az)* + (Az)?
Prirtustek na ptimce je Apx = kAx. Aby rozdil téchto ptirustki
Ay — Apy = 32°Ax + 3z(Az)* + (Az)® — kAz = (32* — k) Az + 32(Az)® + (Az)?

neobsahoval ¢len prvného fddu v Az, musi byt k = 3z2. Tedy pro funkci f(z) = 2? je
f'(z) = 322

Hodnotu derivace funkce f(x) v bodé x( lze casto najit také tak, ze pro Az # 0 spocitame vyraz

f(xo+ Az) — f(z0)

Ax
a pokud do néj muzeme dosadit Az = 0, je
v flxo+ Az) — f(xo)
Fan) = (L0250 - ®

1

Piiklad 2.2.r. Najdéte derivaci funkee f(z) = — arovnici tecny ke grafu funkce y = f(z)
x

v bodé A = [—3;4].

Reseni Protoze

1 1 22— (r+Ax)? —2zAz— (Ax)?

fe+An) = @) = e " 2T B rh? (et Ar)

je podle vztahu (3)

ﬂm:(ﬂm+Am—ﬂmUMO:(—%—Am)mozzgz_z‘

Ax 2?(x + Ax)? xt a3

3



Smérnice tecny ke grafu funkce y = f(x) v bodé A = [xg, f(xo } je rovna k = f'(x), coz

je v nasem piipadé rovno 16. A protoze yo = f(xo) = (—%) 4, je rovnice tecny

y—yozf’(xo)(x—xo), tj. y—4=16(x —|—%)

Priklad 2.3.r. Na grafu funkce y = f(z) = 2° — 22* + z — 2 najdéte body, ve kterych je
tecna k tomuto grafu rovnobéznd s osou .

Resent. Piimka rovnobézné s osou & mé rovnici y = yo, kde yq je néjaké redlné éislo. Tedy
jeji smérnice je rovna nule. Stejné jako v predchéazejicich prikladech najdeme

Ay = f(z+ Az) - f(z) =
= (z+Az)’ -2+ Az)’+ (z+Az)—2— (2® - 22" + 2 - 2) =
= 32°Ax + 3x(Ar)* + (Ar)? — dxAx — 2(Az)® + Ax =
= (32® — 4z + 1) Az + (3z — 2)(Ax)* + (Az)®.

Smérnice k tecny ke grafu funkce y = f(z) v bodé A = [; f(z)] je rovna koeficienu u
Ax v tomto vyrazu, tj. k = 3z? — 4z + 1. Nasim 1kolem je najit hodnoty z, ve kterych je
k =0, tj. ve kterych plati

k=32>—4x4+1=0, tj. =1 nebo x—é

Na grafu funkce y = 2® — 222 + x — 2 tedy existuji dva body, ve kterych je te¢na k tomu
to grafu rovnobézna a osou x. Konkrétné jsou to body A; = [1; —2], ve kterém je tecna

y=—2abod Ay = ] kde je rovnice tecny y = —%.

5 —%
V mnohych piipadech nelze do vztahu (3) piimo dosadit Az = 0. Napiiklad pro funkci f(z) = 2¥
dostaneme
fla+0x) — f(x) 2vtAT 22 28T _ 1
Az N Az Az
do kterého ale hodnotu Az = 0 dosadit nemuzeme, protoze bychom délili nulou (dostaneme tzv.
neur¢ity vyraz typu 7) V takovém piipadé se "dosazeni Ax = 07 provadi pomoci tzv. limity
Ax — 0.
P1i vypocétu limit se ¢asto pouzivaji vhodné tpravy.

Piiklad 2.4.r. Pro x > 0 najdéte derivaci funkce f(z) = /.
Resent. Do vyrazu
fla+As)— fa) VEtAi—\3
Ax N Ax
nelze dosadit pfimo hodnotu Az = 0, protoze bychom dostali neurc¢ity vyraz typu %. Ale lIze
psat

fle+Az)—fla)  Vet+Ar—Va Vet+Azr—Va Ve+Az+z

Az B Az - Az Vi +Azr+z
Az 1

- Az (Vr+ Az + /x) B Vo + Az +/x

kde uz Az = 0 dosadit 1ze. Tak dostaneme

(va) -

11
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Aby nebylo nutné délat pii vypoctu neurcitych vyrazu pomérné slozité upravy, je jednodussi

se naucit nékteré derivace nazpamét.



Vzorce pro derivace

DEFINICE DERIVACE FUNKCE vy = f(2)

f'(x) =

lim

ferh=flo (_d)

h—0 h - dx
Tabulka derivaci
f(x) f(x poznamka
¢ ax® 1 a je konstantni, specidlné pro a = 0 je 2° = 1
sin x CoS T
COS & —sinx
1
tgx 5
cos?
1
cotgx ——
sin” x
) 1
arcsin B
V1 — 22
1
arccos T —
1—22
; 1
arctg x
& 1+ 22
1
t —
arccotg x 522
e” e”
a” a® Ina a > 0 je konstanta, a® = e* @
1
In|z| —
T
1 Inxz
log, |z| proa>0,a#1,log, t = —
zlna Ina
sinh z cosh x sinhz = % (ex — e‘x)
cosh z sinh z coshzx = % (ex + e_x)
1 sinh x e —e™®
tgh x tehx = =
& cosh? z & coshx e*4e 2
1 coshz e +e™®
cotgh x — 5 cotghx = — =
sinh” z sinh x et —e 7
1
argsinh x _— argsinhz = In(z + Va2 + 1
& Vat+1 & ( )
1
argcosh x o argcosh x = In (x + Va? — 1)
x J—
1 1
argtgh x argtghx = In T
1 — 22 1—=x
1 +1
argcotgh argcotghx = In i
1 —22 z—1




Dalsi vztahy pro derivace

LINEARITA DERIVACE: Kdyz jsou a, b konstanty, je

(af(x) +bg(x))" = af'(x) + b/ (z).

DERIVACE SOUCINU:

(f(@)g(@)) = f'(2)g(x) + f(2)g'(z).

DERIVACE PODILU:

(M)’ _ fi()g(x) = flx)g'(x)
9(x) 9*(x) '
DERIVACE SLOZENE FUNKCE: Pro slozenou funkei h(z) = g(f(z)) je

W(x) =g (f(2)) f'(z).

Zkrécené lze pro funkci z(z) = z(y(z)) zapsat derivaci slozené funkce jako

a:_d:ay
de  dy dz’

DERIVACE INVERZNI FUNKCE: Je-li y = f(z) inverzni funkce k funkci z = g(y), pak je

-1
f(x) = g’(fl(x)) nebo zkrécené % = (3—;) .

DERIVACE OBECNE MOCNINY FUNKCI: Derivace funkce y = (f (:v))g(m) = e9(@) /(@) je

/

(G@)"™) = (@)™ (g'(m) In £(z) + g(x) L /(@) |

f(z)
LOGARITMICKA DERIVACE FUNKCE y = f(x): je derivace funkce In f(z), t].
r_ f'(=)
(lnf(x)) = F)



