Cviceni 1.2.

1. Axiom matematické indukce

AXIOM MATEMATICKE INDUKCE.
Necht je M C N takovd, Ze

(1) 1e M,
(2) jestlize pron € M, je (n+1) € M.
Pak je M = N.

RESENE PRIKLADY

Priklad 1.1.r. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

Sk 2F=2""(n® —2n+3) — 6. (1)
k=1
Resend: Necht je M mnozina viech n € N takovych, ze pro né plati (1). Protoze

1
k2P =172t=2 2" (1P—-2.143)-6=4-2-6=2,
k=1

jele M.
Necht je n € M, tj. pro toto n plati (1). Pak je

n+1 n
SE 2P =Yk 2"+ (n+1)2 2" =27 (n® —2n 4 3) — 6+ 2" (P +2n+ 1) =
k=1 k=1

= 2" (2n% +4) =6 =2""?(n"4+2) — 6.
A protoze
2 (n+1)2=2(n+1)+3) —6 = 2" (n®+ 2n+1—-2n—2+3) —6 = 2""*(n”+2) -6,
je (n+1) € M. Podle axiomu matematiké indukce tedy je M = N.

Priiklad 1.2.r. Dokazte, ze pro kazdé n € Ny plati

n 18 3 1 1

,,;O(Bk+1)(3k+4)(3k+7) 1 344 Bng7

(2)
Reseni: Necht je M mnozina viech n € Ny takovych, ze pro né plati (2). Protoze pro
n = 0 plati
18 18 1 1
> = —, ———t == —
0Bk +1)Bk+4)(3k+7) 28 4 4 7 14

w

je 0 € M.



Necht je n € M, tj. pro toto n plati vztah (2). Pak je

n+1 18
,§)<3k+ DBk+4)(B3k+7)

n 18 18
pumy + pu—
kzzo(gk +DBEk+4)Bk+7)  Brn+1)+1)B(n+1)+4)(3(n+1)+7)
3 1 1 18
1 344 347 BGrrdBnen@nt10)
3 (Bn+7Bn+10) - (Bn+4)(3n+10) —18
4 (3n+4)(3n+ 7)(3n + 10) B
3 In + 12 3 3
4 Bn+4)Bn+7)Brn+10) 4 Bn+T7)(3n+10)°
A protoze
3 1 1 3n+10-3n—-7 3 3

3
Z‘3(n+1)+4+3(n+1)+7_1_ (Bn+7)(Bn+10) 4  (Bn+7)(3n+10)’

je (n+ 1) € Ny. Podle axiomu matematické indukce tedy M = Ny.

Piiklad 1.3.r. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati vztah

sinn sin(n + 1)

n
> sin2k =
k=1

(3)

sin 1
Reseni: Nechf je M mnozina viech n € N takovych, ze pro né plati (3). Protoze pro n = 1 plat{

S sin 2% = sin 2 sinl sin(1+1)

- =sin2,
h—1 sin 1
jele M.
Necht je n € M, tj. pro toto n plati (3). Pak je
n+1 n i i 1
S Gin2k = 3" sin2k 4 sin2(n 4+ 1) = SISO D L o4 1). (4)
k=1 k=1 sin 1

Poznamka. MEéli byste védét, ze v pravoihlém trojihelniku s odvesnami a, b, pfeponou ¢ a ihlem «, ktery lezi proti odvésné
aje

. a b a b
sinow = —, cosa = —, tgao = —, cotga = —.
c c b a

Z defini¢nich vztaht a z Pythagorovy véty a? + b = ¢? plynou vztahy

.9 2 sin o cos o
sin“a+cos“a=1, tga = s cotga = —
cos o sin o

s tga-cotga=1.

Pro specialni pravouhlé trojihelniky, rovnoramenny a polovina rovnostranného trojihelnika, 1ze najit hodnoty téchto funkci
pro uhly a = 0°, 30°, 45°, 60° a 90°. Tyto hodnoty jsou

o 0° 30° 45° 60° 90°

sin o 0 % g ? 1

cos o 1 ? g % 0

tga 0 ? 1 V3 neni definovan
cotg a neni definovan V3 1 ? 0




V anlyze budeme velikost ihlu popisovat v radianech, tj. délkou jednotkové kruznice, které odpovida stiedovy uhel a.
Protoze délka jednotkové kruznice je rovna 27 je vztah mezi popisem velikosti tthlu pomoci stupnu a radidnu

et

@ = 130

kde a je velikost thlu ve stupnich a a jeho velikost v radidnech. Pro specidlni dhly je

o 0° 30° 45° 60° 90°
a 0 s |z = 05
sina 0 % § g 1
cosa 1 g § % 0
tga 0 3 1 V3 | neni definovén
cotga neni definovan V3 1 ? 0
MEéli byste si pamatovat souctové vzorce pro sinus a kosinus
sin(a 4+ 3) = sinacos B + cosasin 3, (5)
cos(a+ B) = cosacosB —sinasinf. (6)
Z téchto rovnic pro 8 = « plynou vztahy pro dvojnasobné thly
sin2a = 2sina cos cos 2a = cos? o — sin? . (7)

Jestlize v (5) a (6) polozime 8 = —f, dostaneme rovnosti

sin(a + 3) = sinacos 8 + cos asin 3, cos(a+ ) = cosacos B —sinasin 3,

sin(aw — 3) = sinacos 8 — cos asin 3, cos(a — ) = cosacos B+ sinasin 3.

Kdyz tyto rovnice vhodné se¢teme, resp. odecteme, a vydélime dvéma, dostaneme

sinacosf = % (sin(a + B) + sin(a — B)), (8)
cosacosfS = % (cos(a + B) + cos(a — B)) 9)
sinasin 8 = % (cos(ax — B) — cos(a + B)) . (10)
Jestlize v téchto vztazich polozime
b —b
a+ﬂ:a, a—/@:b, tJ a:aJr ) 5:a ’
2 2
ziskdme vztahy

b —b
sina 4+ sinb = 25ina—2’— cosa2 , (11)

—b
cosa + cosb = 2cos + cosa2 , (12)

. a a—2>b

cosa —cosb = —2 sin sin ——. (13)

Kdyz pouzijeme v (4) prvni vztah v (7), dostaneme

sinn sin(n + 1) sinn sin(n + 1)

+sin2(n+1) = +2sin(n+ 1) cos(n + 1) =

sin 1 sin 1
sin(n+1) , . .
= —mi (sinn + 2sinlcos(n +1)).
Pokud pouzijeme vztah (10), zjisime, ze
2sin1cos(n + 1) = sin(n + 2) + sin(—n) = sin(n + 2) —sinn.
Tedy
sin(n + 1)
sin 1

sin(n + 1)

(sinn + 2sinlcos(n+1)) = ]
sin

n
> sin2k = sin(n + 2).
k=1

To znamend, ze (n + 1) € M, a podle axiomu matematické indukce je M = N.
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NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati ZkS Tn*(n+1)2%

g1 —q")

Pi#iklad 1.2. Necht je q # 1. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati Y ¢~ = 0
k=1 —q

Piiklad 1.3. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati Zk 3F =
k=1

T(2n—1)-3 43

Priklad 1.4. Dokazte, ze pro kazdé n € N platf Y k- (—1)F =1 (2n+1)-(-1)" —
k=1
nok 2

Priklad 1.5. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati Z =2 n;; .

Priklad 1.6. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati Zk:2 (=DF=12n(m+1)- (-1

k=1
n k2 244 6
Piiklad 1.7. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati > oF = 6 — %
k=1
Piiklad 1.8. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati
8 2 1 1

M:

E 2k )2k+3)2k+5) 3 2m+3 2u+5

Priklad 1.9. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

f) 18 3 Lo 1
=3k —2)3k+1)(3k+4) 4 3n+1 3n+4’

Piiklad 1.10. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

n 1 1 n+1
;(2k—1)(2k+3) T3 2n+1)(2n+3)°

Piiklad 1.11. Dokazte, Ze pro kazdé n € N plati

(—1)" sin 2k — (=1)"sin(2n + 1) —sin 1
A N 2cos 1 ’

M=

k

2. Supremum a infimum mnoziny

DErFINICE. Cislo S (resp. s) se nazjvé supremum (resp. infimum) mnoziny M C R, kdyz:

1. pro kazdé z € M je x < S (resp. > s);
2. pro kazdé S < S (resp. § > s) existuje z € M takové, ze = > S (resp. x < 3).



Pokud je supremum S (resp. infimum s) mnoziny M prvkem této mnoziny, nazyvéa se maximum
(resp. minimum) mnoziny M.

Pokud neni mnozina M shora (resp. zdola) omezend, znac¢ime jeji supremum (resp. infimum)
symbolem +o0o (resp. —o0).

RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1.r. Najdéte supremum a infimum mnoziny

M:{xGR; 6x2+x—2<0}

Reseni. Protoze funkce f(z) = 622 + 2 — 2 je na mnoziné R "spojitd”, mize ménit
znaménko pouze v bodech, ve kterych je f(z) = 62* + z — 2 = 0, tj. v bodech z; = —%
a xs = 3. Proto nabyva na kazdém z intervala Z,(—o0, —2), I, = (—3,3) a Z3 = (5,0)
kladnych nebo zapornych hodnot.
Protoze pro x; = —1 € Z; je f(—1) = 3, je funkce f(z) na intervalu Z; kladna.
Protoze pro zy = 0 € 7, je f(0) = —2, je funkce f(z) na intervalu Z, zaporna.
Protoze pro zy =1 € Z3 je f(1) =5, je funkce f( ) na intervalu Z; kladné.

Tedy mnozina M je interval M = T, = (—2 3 2) Proto je supM = L ainf M = %

2
Protoze body % a —% nepatii do mnoziny M, nejednd se o maximum a minimum.

Priklad 2.2.r. Najdéte supremum a infimum mnoziny

M:{QEGR;BS > }

z+1

Resend. Definiéni obor Dy fukce

5 _3x—2
r+1 x+1

fla) =3~

je Dy = (~50,~1) U (~1,0).
Protoze je funkce f(x) na svém definiénim oboru ”spojitd”, muze ménit znaménko
pouze v bodech, kde je f(x) = 0, tj. v bodé = = % Proto je funkce f(x) na kazdém z
intervala Z; = (—oo, —1), o = (-1, %) a Iy = (3, +o0) pofad kladnd nebo zéporn.
Jestlize do funkce f(z) dosadime vhodné zvolenou hodnotu z kazdého z téchto inter-
valt, zjistime, ze funkce f(x) je z4porna pouze na intervalu L.
Tedy mnozina M = (—1, ) Proto je sup M = % a inf M = —1. Protoze bod = = % E
M je tento bod také maximem mnoziny M, tj. max M 2 . Minimum mnozina M nema

Priklad 2.3.r. Najdéte supremum a infimum mnoziny

4
M:{xGR;x+2< }
r—1

Reseni. Nerovnost, kterd definuje mnozinu M, muzeme tesit tak, ze ji nejprve vynasobime
vyrazem r — 1.



Prox —1 >0, tj. x > 1, dostaneme nerovnost
?+r—2<4, tj. 2*+r—-6=(r+3)(x—-2)<0.

Podobné jako v piikadu 2.1.r. zjisti, ze tato nerovnost je splnéna na intervalu (—3,2). Ale
protoze z > 1, musi byt v tomto pfipadé z € Z, = (1,2).
Proz —1 <0, tj. pro z < 1, dostaneme nerovnost

?+r—2>4, tj ®+r-6=(x+3)(x—2)>0.
To je splnéno pro x € (—o0,—3) nebo pro z € (2,400). A protoze x < 1, musi byt
x € Iy = (—00,—3).
Tedy mnozina M =7Z; UZy, = (—oo0, —3) U (1,2). Proto je sup M = 2 a inf M = —c0.

Maximum ani minimum mnozina M nemaé.

Piiklad 2.4.r. Najdéte supremum a infimum mnoziny

M:{xER;x+2< a]x—i—l]gll}

xr —

Reseni. Mnozina M je prunik mnozin

M1={:c€R;a:—|—2< } a  My={z€eR; |z+1]<4}.

r—1
Mnozinu M; = (—o0, —3) U (1,2) jsme nasli v piikladé 2.3.r. Mnozina M, je mnozina
vSech realnych cisel, které maji od bodu xy = —1 vzdéalenost mensi nebo rovnou 4, tj.
My = (—5,3). Tedy
M =M, N M, =(=5-3)U(1,2)

Proto je sup M = 2 a inf M = —5, coz je také minimum M. Maximum mnozina M nema.
3. Hromadné body mnoziny

DEFINICE. Bod z € R* se nazyva hromadny bod mnoziny M, kdyz pro kazdé jeho okoli U(x)
obsahuje mnozina M N U(z) aspon jeden bod y € M, kde y # .

Bod x € M se nazyva izolovany bod mnoziny M, kdyz existuje jeho okoli U(x) takové, ze
U)NnM = {z}.

RESENE PRIKLADY

2n — 3
n—+1

Priklad 3.1.r. Ukazte, ze kazdy bod mnoziny M = { ;n e N} je izolovany bod
mnoziny M a bod x = 2 je jeji hromadny bod.
Resend. Pro kazdé n € N oznacme
2n — 3
a, = .
n+1




Nejprve ukazeme, ze pro kazdé ng € N je a,, izolovany bod mnoziny M. To znamena, ze
pro kazdé, ale pevné ng, musime najit § > 0 takové, ze interval Is = (an, — 0, an, + 0)
neobsahuje zadny bod a,, kde n # ng, tj. [n —ng| > 1.

Vzdélenost bodu a,, a a, je

2ng — 3 2n—3’_

5(ng —n) 5 |ng—n]
(ng+1)(n+1)| no+1 n+1

Posledni vyraz je pro mozné hodnoty n nejmensi pro n = ng — 1. Proto pro kazdé n # ng
plati

5
Qpg — Qp| > ——— .
[ | no(no + 1)
Jestlize tedy zvolime
5 1
0 < ——, mnapi. 0=

no(ng + 1) no(ng + 1)’

neobsahuje interval Zs kromeé bodu a,, zddny bod mnoziny M. To podle definice znamena,
ze bod a,, je pro kazdé ny € N izolovany bod mnoziny M.

Abychom ukézali, ze x = 2 je hromadny bod mnoziny M, musime pro kazdy interval
I. = (2—¢,2+¢), kde ¢ > 0, ukdzat, ze existuje n € N takové, ze a, €= 7., neboli
12 —a,| <e.

Vzdalenost bodu a,, € M od bodu 2 je

n—+1 n+1

Necht je € libovolné, ale pevné dané, kladné redlné ¢islo. Nasim tikolem je ukdzat, Ze pro
toto ¢ existuje n € N takové, ze

5 5
<e, mneboli n>--—1.

‘2_%‘:71—1—1 €

Ale protoze mnozina prirozenych ¢isel neni shora omezend, takové n existuje. Stac¢i na-
priklad vzit

5
n = {— — 1} +1,
€
kde [z] je tzv. celd ¢ast redlného ¢isla x, tj. celé ¢islo, pro které plati x < [z] < z + 1.
Piiklad 3.2.r. Ukaite, ze body . = v/3 a z_ = —/3 jsou hromadné body mnoziny
4 1 2
M:{szil sin gn; nEN}.

Reseni. Protoze

pro n =3k,
pro n=3k+1, kde keN,
pro n=3k+2

.2
sin ——

§“|§ S

ol
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lze zapsat mnozinu M jako sjednoceni tii mnozin M = My U M; U M5, kde

4 1 2
Moz{rhL in 7m;n:3k, kEN}z{O}

s
2n—1 3
dn+1 . 2mn V3 12k +5
M, = i n=3k+1, keNp=¢— ok
: {Qn—1sm3’” Sktl, ke } {2 k1 EN}
An+1 . 2mn V3 12k +9
My = i n=3k+2, k =<{—— ck .
2 {2n_1sm 5 M 3k+2, GN} { > Ghi3 GN}
Pak staci ukdzat, ze . = /3 hromadny bod mnoziny M; C M a bod z_ = —/3 je

hromadny bod mnoziny M, C M. To se provede stejné jako v predchazejicim prikladé.

Priklad 3.3.r. Ukazte, ze = 0 je hromadny bod mnoziny

1
=q¢——————;neEN}.
{n2 +3n+2 }
Resend. Nasim tkolem je ukézat, ze pro kazdé e > 0 existuje n € N takové, ze

1

an =0 = s <

€,

tj. ukazat, ze uvedena nerovnost ma pro kazdé € > 0 v mnoziné N feSeni. Proto nemusime
tuto nerovnost tesit, tj. najit vSechna jeji feSeni. V tomto ptikladé staci pouzit nasledujici
obrat. Pro kadzdé n € N plati nerovnost

B 1 B 1 _ 1

S n243n+2 (n+)n+2) n+l

a,

Tedy pokud zvolime n € N tak, aby

bude
1 1 1

| n?+3n+2 (m+1)n+2) n+1

’an_ €,

a tedy toto a, € M je prvkem intervalu (—¢,e).



