
Cvičeńı 1.2.

1. Axiom matematické indukce

Axiom matematické indukce.

Necht’ je M ⊂ N taková, že
(1) 1 ∈ M ,
(2) jestliže pro n ∈ M , je (n + 1) ∈ M .

Pak je M = N.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1.r. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

k2 · 2k = 2n+1
(
n2 − 2n + 3

)
− 6 . (1)

Řešeńı: Necht’ je M množina všech n ∈ N takových, že pro ně plat́ı (1). Protože

1∑
k=1

k2 · 2k = 12 · 21 = 2 , 21+1
(
12 − 2 · 1 + 3

)
− 6 = 4 · 2− 6 = 2 ,

je 1 ∈ M .
Necht’ je n ∈ M , tj. pro toto n plat́ı (1). Pak je

n+1∑
k=1

k2 · 2k =
n∑

k=1

k2 · 2k + (n + 1)2 · 2n+1 = 2n+1
(
n2 − 2n + 3

)
− 6 + 2n+1(n2 + 2n + 1) =

= 2n+1
(
2n2 + 4

)
− 6 = 2n+2

(
n2 + 2

)
− 6 .

A protože

2(n+1)+1
(
(n+1)2−2(n+1)+3

)
−6 = 2n+2

(
n2+2n+1−2n−2+3

)
−6 = 2n+2

(
n2+2

)
−6 ,

je (n + 1) ∈ M . Podle axiomu matematiké indukce tedy je M = N.

Př́ıklad 1.2.r. Dokažte, že pro každé n ∈ N0 plat́ı

n∑
k=0

18

(3k + 1)(3k + 4)(3k + 7)
=

3

4
− 1

3n + 4
+

1

3n + 7
. (2)

Řešeńı: Necht’ je M množina všech n ∈ N0 takových, že pro ně plat́ı (2). Protože pro
n = 0 plat́ı

0∑
k=0

18

(3k + 1)(3k + 4)(3k + 7)
=

18

28
,

3

4
− 1

4
+

1

7
=

9

14
,

je 0 ∈ M .
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Necht’ je n ∈ M , tj. pro toto n plat́ı vztah (2). Pak je

n+1∑
k=0

18

(3k + 1)(3k + 4)(3k + 7)
=

=
n∑

k=0

18

(3k + 1)(3k + 4)(3k + 7)
+

18(
3(n + 1) + 1

)(
3(n + 1) + 4

)(
3(n + 1) + 7

) =

=
3

4
− 1

3n + 4
+

1

3n + 7
+

18

(3n + 4)(3n + 7)(3n + 10)
=

=
3

4
− (3n + 7)(3n + 10)− (3n + 4)(3n + 10)− 18

(3n + 4)(3n + 7)(3n + 10)
=

=
3

4
− 9n + 12

(3n + 4)(3n + 7)(3n + 10)
=

3

4
− 3

(3n + 7)(3n + 10)
.

A protože

3

4
− 1

3(n + 1) + 4
+

1

3(n + 1) + 7
=

3

4
− 3n + 10− 3n− 7

(3n + 7)(3n + 10)
=

3

4
− 3

(3n + 7)(3n + 10)
,

je (n + 1) ∈ N0. Podle axiomu matematické indukce tedy M = N0.

Př́ıklad 1.3.r. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı vztah

n∑
k=1

sin 2k =
sinn sin(n + 1)

sin 1
. (3)

Řešeńı: Necht’ je M množina všech n ∈ N takových, že pro ně plat́ı (3). Protože pro n = 1 plat́ı

1∑
k=1

sin 2k = sin 2 ,
sin 1 sin(1 + 1)

sin 1
= sin 2 ,

je 1 ∈ M .
Necht’ je n ∈ M , tj. pro toto n plat́ı (3). Pak je

n+1∑
k=1

sin 2k =
n∑

k=1

sin 2k + sin 2(n + 1) =
sinn sin(n + 1)

sin 1
+ sin 2(n + 1) . (4)

Poznámka. Měli byste vědět, že v pravoúhlém trojúhelńıku s odvesnami a, b, přeponou c a úhlem α, který lež́ı proti odvěsně
a je

sin α =
a

c
, cos α =

b

c
, tg α =

a

b
, cotg α =

b

a
.

Z definičńıch vztah̊u a z Pythagorovy věty a2 + b2 = c2 plynou vztahy

sin2 α + cos2 α = 1 , tg α =
sin α

cos α
, cotg α =

cos α

sin α
, tg α · cotg α = 1 .

Pro speciálńı pravoúhlé trojúhelńıky, rovnoramenný a polovina rovnostranného trojúhelńıka, lze naj́ıt hodnoty těchto funkćı
pro úhly α = 0◦, 30◦, 45◦, 60◦ a 90◦. Tyto hodnoty jsou

α 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦

sin α 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

cos α 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0

tg α 0
√

3
3

1
√

3 neńı definován

cotg α neńı definován
√

3 1
√

3
3

0
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V anlýze budeme velikost úhlu popisovat v radianech, tj. délkou jednotkové kružnice, které odpov́ıdá středový úhel α.
Protože délka jednotkové kružnice je rovna 2π je vztah mezi popisem velikosti úhlu pomoćı stupň̊u a radián̊u

a = π
180

α

kde α je velikost úhlu ve stupńıch a a jeho velikost v radiánech. Pro speciálńı úhly je

α 0◦ 30◦ 45◦ 60◦ 90◦

a 0 π
6

π
4

π
3

90 pi
2

sin a 0 1
2

√
2

2

√
3

2
1

cos a 1
√

3
2

√
2

2
1
2

0

tg a 0
√

3
3

1
√

3 neńı definován

cotg a neńı definován
√

3 1
√

3
3

0

Měli byste si pamatovat součtové vzorce pro sinus a kosinus

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β , (5)

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β . (6)

Z těchto rovnic pro β = α plynou vztahy pro dvojnásobné úhly

sin 2α = 2 sin α cos α , cos 2α = cos2 α− sin2 α . (7)

Jestliže v (5) a (6) polož́ıme β = −β, dostaneme rovnosti

sin(α + β) = sin α cos β + cos α sin β , cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β ,

sin(α− β) = sin α cos β − cos α sin β , cos(α− β) = cos α cos β + sin α sin β .

Když tyto rovnice vhodně sečteme, resp. odečteme, a vyděĺıme dvěma, dostaneme

sin α cos β = 1
2

`
sin(α + β) + sin(α− β)

´
, (8)

cos α cos β = 1
2

`
cos(α + β) + cos(α− β)

´
, (9)

sin α sin β = 1
2

`
cos(α− β)− cos(α + β)

´
. (10)

Jestliže v těchto vztaźıch polož́ıme

α + β = a , α− β = b , tj. α =
a + b

2
, β =

a− b

2
,

źıskáme vztahy

sin a + sin b = 2 sin
a + b

2
cos

a− b

2
, (11)

cos a + cos b = 2 cos
a + b

2
cos

a− b

2
, (12)

cos a− cos b = −2 sin
a + b

2
sin

a− b

2
. (13)

Když použijeme v (4) prvńı vztah v (7), dostaneme

sin n sin(n + 1)
sin 1

+ sin 2(n + 1) =
sinn sin(n + 1)

sin 1
+ 2 sin(n + 1) cos(n + 1) =

=
sin(n + 1)

sin 1
(
sinn + 2 sin 1 cos(n + 1)

)
.

Pokud použijeme vztah (10), zjiśıme, že

2 sin 1 cos(n + 1) = sin(n + 2) + sin(−n) = sin(n + 2)− sinn .

Tedy
n∑

k=1

sin 2k =
sin(n + 1)

sin 1
(
sinn + 2 sin 1 cos(n + 1)

)
=

sin(n + 1)
sin 1

sin(n + 2) .

To znamená, že (n + 1) ∈ M , a podle axiomu matematické indukce je M = N.
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k3 = 1
4
n2(n + 1)2.

Př́ıklad 1.2. Necht’ je q 6= 1. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

qk =
q(1− qn)

1− q
.

Př́ıklad 1.3. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k · 3k = 1
4
(2n− 1) · 3n+1 + 3

4
.

Př́ıklad 1.4. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k · (−1)k = 1
4
(2n + 1) · (−1)n − 1

4
.

Př́ıklad 1.5. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k

2k
= 2− n + 2

2n
.

Př́ıklad 1.6. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k2 · (−1)k = 1
2
n(n + 1) · (−1)n.

Př́ıklad 1.7. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı
n∑

k=1

k2

2k
= 6− n2 + 4n + 6

2n
.

Př́ıklad 1.8. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=0

8

(2k + 1)(2k + 3)(2k + 5)
=

2

3
− 1

2n + 3
+

1

2n + 5
.

Př́ıklad 1.9. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

18

(3k − 2)(3k + 1)(3k + 4)
=

3

4
− 1

3n + 1
+

1

3n + 4
.

Př́ıklad 1.10. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

1

(2k − 1)(2k + 3)
=

1

3
− n + 1

(2n + 1)(2n + 3)
.

Př́ıklad 1.11. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

(−1)k sin 2k =
(−1)n sin(2n + 1)− sin 1

2 cos 1
.

2. Supremum a infimum množiny

Definice. Č́ıslo S (resp. s) se nazývá supremum (resp. infimum) množiny M ⊂ R, když:

1. pro každé x ∈ M je x ≤ S (resp. x ≥ s);

2. pro každé Ŝ < S (resp. ŝ > s) existuje x ∈ M takové, že x > Ŝ (resp. x < ŝ).
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Pokud je supremum S (resp. infimum s) množiny M prvkem této množiny, nazývá se maximum
(resp. minimum) množiny M .
Pokud neńı množina M shora (resp. zdola) omezená, znač́ıme jej́ı supremum (resp. infimum)
symbolem +∞ (resp. −∞).

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 2.1.r. Najděte supremum a infimum množiny

M =
{
x ∈ R ; 6x2 + x− 2 < 0

}
Řešeńı. Protože funkce f(x) = 6x2 + x − 2 je na množině R ”spojitá”, může měnit
znaménko pouze v bodech, ve kterých je f(x) = 6x2 + x − 2 = 0, tj. v bodech x1 = −2

3

a x2 = 1
2
. Proto nabývá na každém z interval̊u I1(−∞,−2

3
), I2 = (−2

3
, 1

2
) a I3 = (1

2
,∞)

kladných nebo záporných hodnot.
Protože pro x1 = −1 ∈ I1 je f(−1) = 3, je funkce f(x) na intervalu I1 kladná.
Protože pro x2 = 0 ∈ I2 je f(0) = −2, je funkce f(x) na intervalu I2 záporná.
Protože pro x1 = 1 ∈ I3 je f(1) = 5, je funkce f(x) na intervalu I1 kladná.

Tedy množina M je interval M = I2 = (−2
3
, 1

2
). Proto je sup M = 1

2
a inf M = −2

3
.

Protože body 1
2

a −2
3

nepatř́ı do množiny M , nejedná se o maximum a minimum.

Př́ıklad 2.2.r. Najděte supremum a infimum množiny

M =

{
x ∈ R ; 3 ≤ 5

x + 1

}
Řešeńı. Definičńı obor Df fukce

f(x) = 3− 5

x + 1
=

3x− 2

x + 1

je Df = (−∞,−1) ∪ (−1,∞).
Protože je funkce f(x) na svém definičńım oboru ”spojitá”, může měnit znaménko

pouze v bodech, kde je f(x) = 0, tj. v bodě x = 2
3
. Proto je funkce f(x) na každém z

interval̊u I1 = (−∞,−1), I2 = (−1, 2
3
) a I3 = (2

3
, +∞) pořád kladná nebo záporná.

Jestliže do funkce f(x) dosad́ıme vhodně zvolenou hodnotu z každého z těchto inter-
val̊u, zjist́ıme, že funkce f(x) je záporná pouze na intervalu I2.

Tedy množina M = (−1, 2
3
〉. Proto je sup M = 2

3
a inf M = −1. Protože bod x = 2

3
∈

M je tento bod také maximem množiny M , tj. max M = 2
3
. Minimum množina M nemá.

Př́ıklad 2.3.r. Najděte supremum a infimum množiny

M =

{
x ∈ R ; x + 2 <

4

x− 1

}
Řešeńı. Nerovnost, která definuje množinu M , můžeme řešit tak, že ji nejprve vynásob́ıme
výrazem x− 1.
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Pro x− 1 > 0, tj. x > 1, dostaneme nerovnost

x2 + x− 2 < 4 , tj. x2 + x− 6 = (x + 3)(x− 2) < 0 .

Podobně jako v př́ıkadu 2.1.r. zjist́ı, že tato nerovnost je splněna na intervalu (−3, 2). Ale
protože x > 1, muśı být v tomto př́ıpadě x ∈ I+ = (1, 2).

Pro x− 1 < 0, tj. pro x < 1, dostaneme nerovnost

x2 + x− 2 > 4 , tj. x2 + x− 6 = (x + 3)(x− 2) > 0 .

To je splněno pro x ∈ (−∞,−3) nebo pro x ∈ (2, +∞). A protože x < 1, muśı být
x ∈ I2 = (−∞,−3).

Tedy množina M = I1 ∪ I2 = (−∞,−3) ∪ (1, 2). Proto je sup M = 2 a inf M = −∞.
Maximum ani minimum množina M nemá.

Př́ıklad 2.4.r. Najděte supremum a infimum množiny

M =

{
x ∈ R ; x + 2 <

4

x− 1
a |x + 1| ≤ 4

}
Řešeńı. Množina M je pr̊unik množin

M1 =

{
x ∈ R ; x + 2 <

4

x− 1

}
a M2 =

{
x ∈ R ; |x + 1| ≤ 4

}
.

Množinu M1 = (−∞,−3) ∪ (1, 2) jsme našli v př́ıkladě 2.3.r. Množina M2 je množina
všech reálných č́ısel, které maj́ı od bodu x0 = −1 vzdálenost menš́ı nebo rovnou 4, tj.
M2 = 〈−5, 3〉. Tedy

M = M1 ∩M2 = 〈−5,−3) ∪ (1, 2)

Proto je sup M = 2 a inf M = −5, což je také minimum M . Maximum množina M nemá.

3. Hromadné body množiny

Definice. Bod x ∈ R∗ se nazývá hromadný bod množiny M , když pro každé jeho okoĺı U(x)
obsahuje množina M ∩ U(x) aspoň jeden bod y ∈ M , kde y 6= x.
Bod x ∈ M se nazývá izolovaný bod množiny M , když existuje jeho okoĺı U(x) takové, že
U(x) ∩M = {x}.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1.r. Ukažte, že každý bod množiny M =

{
2n− 3

n + 1
; n ∈ N

}
je izolovaný bod

množiny M a bod x = 2 je jej́ı hromadný bod.

Řešeńı. Pro každé n ∈ N označme

an =
2n− 3

n + 1
.
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Nejprve ukážeme, že pro každé n0 ∈ N je an0 izolovaný bod množiny M . To znamená, že
pro každé, ale pevné n0, muśıme naj́ıt δ > 0 takové, že interval Iδ = (an0 − δ, an0 + δ)
neobsahuje žádný bod an, kde n 6= n0, tj. |n− n0| ≥ 1.

Vzdálenost bod̊u an0 a an je∣∣an0 − an

∣∣ =

∣∣∣∣2n0 − 3

n0 + 1
− 2n− 3

n + 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 5(n0 − n)

(n0 + 1)(n + 1)

∣∣∣∣ =
5

n0 + 1

|n0 − n|
n + 1

Posledńı výraz je pro možné hodnoty n nejmenš́ı pro n = n0 − 1. Proto pro každé n 6= n0

plat́ı ∣∣an0 − an

∣∣ ≥ 5

n0(n0 + 1)
.

Jestliže tedy zvoĺıme

δ <
5

n0(n0 + 1)
, např. δ =

1

n0(n0 + 1)
,

neobsahuje interval Iδ kromě bodu an0 žádný bod množiny M . To podle definice znamená,
že bod an0 je pro každé n0 ∈ N izolovaný bod množiny M .

Abychom ukázali, že x = 2 je hromadný bod množiny M , muśıme pro každý interval
Iε = (2 − ε, 2 + ε), kde ε > 0, ukázat, že existuje n ∈ N takové, že an ∈= Iε, neboli
|2− an| < ε.

Vzdálenost bodu an ∈ M od bodu 2 je∣∣2− an

∣∣ =

∣∣∣∣2− 2n− 3

n + 1

∣∣∣∣ =
5

n + 1

Necht’ je ε libovolné, ale pevně dané, kladné reálné č́ıslo. Naš́ım úkolem je ukázat, že pro
toto ε existuje n ∈ N takové, že∣∣2− an

∣∣ =
5

n + 1
< ε , neboli n >

5

ε
− 1 .

Ale protože množina přirozených č́ısel neńı shora omezená, takové n existuje. Stač́ı na-
př́ıklad vźıt

n =

[
5

ε
− 1

]
+ 1 ,

kde [x] je tzv. celá část reálného č́ısla x, tj. celé č́ıslo, pro které plat́ı x ≤ [x] < x + 1.

Př́ıklad 3.2.r. Ukažte, že body x+ =
√

3 a x− = −
√

3 jsou hromadné body množiny

M =

{
4n + 1

2n− 1
sin

2πn

3
; n ∈ N

}
.

Řešeńı. Protože

sin
2πn

3
=


0 pro n = 3k ,
√

3
2

pro n = 3k + 1 ,

−
√

3
2

pro n = 3k + 2

kde k ∈ N ,

7



lze zapsat množinu M jako sjednoceńı tř́ı množin M = M0 ∪M1 ∪M2, kde

M0 =

{
4n + 1

2n− 1
sin

2πn

3
; n = 3k , k ∈ N

}
=

{
0
}

M1 =

{
4n + 1

2n− 1
sin

2πn

3
; n = 3k + 1 , k ∈ N

}
=

{√
3

2

12k + 5

6k + 1
; k ∈ N

}

M2 =

{
4n + 1

2n− 1
sin

2πn

3
; n = 3k + 2 , k ∈ N

}
=

{
−
√

3

2

12k + 9

6k + 3
; k ∈ N

}
.

Pak stač́ı ukázat, že x+ =
√

3 hromadný bod množiny M1 ⊂ M a bod x− = −
√

3 je
hromadný bod množiny M2 ⊂ M . To se provede stejně jako v předcházej́ıćım př́ıkladě.

Př́ıklad 3.3.r. Ukažte, že x = 0 je hromadný bod množiny

M =

{
1

n2 + 3n + 2
; n ∈ N

}
.

Řešeńı. Naš́ım úkolem je ukázat, že pro každé ε > 0 existuje n ∈ N takové, že∣∣an − 0
∣∣ =

1

n2 + 3n + 2
< ε ,

tj. ukázat, že uvedená nerovnost má pro každé ε > 0 v množině N řešeńı. Proto nemuśıme
tuto nerovnost řešit, tj. naj́ıt všechna jej́ı řešeńı. V tomto př́ıkladě stač́ı použ́ıt následuj́ıćı
obrat. Pro kadždé n ∈ N plat́ı nerovnost∣∣an − 0

∣∣ =
1

n2 + 3n + 2
=

1

(n + 1)(n + 2)
<

1

n + 1

Tedy pokud zvoĺıme n ∈ N tak, aby

1

n + 1
< ε , tj. n >

1

ε
− 1 ,

bude ∣∣an − 0
∣∣ =

1

n2 + 3n + 2
=

1

(n + 1)(n + 2)
<

1

n + 1
< ε ,

a tedy toto an ∈ M je prvkem intervalu (−ε, ε).
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