Cviceni 10.1.

Funkce definované implicitné

Véta. Necht je A = [a,b] = [a1,aq,...,a,;b]. Necht je funkce F(x,y) = F(z1,...,%n,y) spojitd
v jistém okoli bodu A a ma v tomto okoli parcidlni derivaci a—(x, y), kterd je spojitd v bodé
Y

, OF

A. Necht plati Fi(a,b) =0 a a—(a, b) # 0.
Y
Pak existuji § > 0 a A > 0 takovd, Ze ke kazdému x € 7 = {x; ||x — al| < J} odpovidd prave
jednoy € J = {y; |y — b| < A} takové, ze F(x,y) = 0.
Tim je definovéna funkce
Yy = So(leTQa‘ . 'axn)a

ktera je spojitd na mnoziné Z.
Jestlize ma funkce F'(x,y) na mnoziné Z x J diferencidl k—tého Fadu, ma funkce y = ¢(x)
diferencial k-tého fadu na mnoziné 7.
Jestlize je funkce F'(x,y) € Cx(Z x J), je i funkce y = p(x) € Ci(Z).

Véta. Necht je A = [a;b] = [a1, a9, ...,a:;b1,b2,...,bs]. Necht jsou funkce
Fk(X,Y):Fk;(l'l,u-,l‘r,yl,.--,ys), kle, 27 ERPEE)

OF
spojité v jistém okoli bodu A a maji v tomto okoli vsechny parcidlni derivace —k(x, y), které

Aye
jsou spojité v bodé A. Necht plati

1.  Fp(a,b)=0,prokazdé k=1, 2, ..., s;
OF,
2. det C #£ 0, kde C je matice se slozkami Cyy = Tk(a, b).
Ye
Pak existuji § > 0 a A > 0 takovd, Ze ke kazdému x € 7 = {x; ||x — al| < J} odpovidd prave
jednoy € 7 = {y; |ly — b|| < A} takové, ze pro viechna k =1, 2, ..., s plati Fy(x,y) = 0.
Soufadnice y; tohoto bodu definuji funkce

yk‘:(pk(x17x27'--7x7‘)7 k:1,2,...,87

které jsou spojité na mnoziné 7.

Jestlize maji vSechny funkce Fj(x,y) na mnoziné Z x J diferencidl n—tého fadu, maji vSechny
funkce yi = pr(x) diferencial n—tého fadu na mnoziné 7.

Jestlize jsou vSechny funkce Fi(x,y) € Cp(Z x J), jsou i vSechny funkce ¢y (x) € C,(Z).

RESENE PRIKLADY

P#iklad 1.r. Najdéte viechny funkce y = y(z), € R, které jsou fesenfm rovnice y? —y = 0.

Reseni: Funkce y = y(x) muze nabyvat pouze dvou hodnot, 0 nebo 1. Tedy kazd4 funkce
y: R — {0,1} je feSenim této rovnice. Jedno feseni je naptiklad Dirichletova funkce

D(x) = 1 pro x ?amf)na/lnl,/
0 pro x iraciondlni.



Tento piiklad ukazuje, ze kdybychom z véty o implicitnich funkcich vynechali zdanlivé nepod-
statnou poznamku, ze feseni hledame v jistém okoli bodu b, tj. v podstaté predpoklad, ze hleddme
pouze spojité funkce, bylo by v obecném piipadé najit nekonetné mnoho feseni.

Piiklad 2.r. Necht je funkce f(z) definovéna na intervalu (a,b). Kdy ma rovnice yf(z) =0 v
intervalu (a, b) jediné spojité feseni y(x) = 07
Resend: 7 rovnice plyne, ze y = y(z) = 0 nebo f(z) = 0. Protoze nas zajimaji spojita fesent,
nevadi ndm bod xzg, ve kterém je f(xg) = 0, pokud je to hromadny bod mnoziny M = {x €
(a,b); f(x) # 0}. Pak totiz musi byt y(zo) = mllrglo y(x) = 0.
zeM

Pokud je ale bod zo vnitini bod mnoziny N = {z € (a,b); f(z) = 0} lze hodnotu funkce
y = y(x) definovat libovolné.

Proto je feseni jediné praveé tehdy, kdyz je vnitfek mnoziny N prazdnd mnozina.

P#iklad 3.r. Necht je funkce y = y(z), € (—1,1) fesen{ rovnice z2? + 3% = 1.

1. kolik existuje takovych funkci?

2. kolik existuje takovych spojitych funkci?

3. kolik existuje takovych spojitych funkci, pro které je y(0) = 17
4. kolik existuje takovych spojitych funkci, pro které je y(1) = 07

Resend: Viechna feseni dané rovnice lze zapsat ve tvaru y = e(z) V1 — 22, kde €(x) je funkce
definovand na intervalu (—1,1), kterd v intervalu (—1,1) nabyva pouze hodnot 1 nebo —1.
Protoze pro x = %1 je y = 0, nezavisi na hodnoté funkce e(+1).

1. Protoze v tomto piipadé nepozadujeme spojitost funkce y = y(x), lze zvolit funkei e(z)
libovolné a rovnice ma nekone¢né mnoho feSeni.

2. Pro x = 0 musf{ byt y(0) = 1 nebo y(0) = —1. Protoze pro = € (—1,1) je V1 — a2 # 0,
musi byt kvuli spojitosti funkce y = y(z) na tomto intervalu stéle kladna nebo zdporna.
Proto existuji pouze dvé takové funkce y = y1(x) = V1 — 22 ay = yo(x) = —v1 — 22

3. V tomto piipadé musi byt funkce y = y(x) na celém intervalu (—1,1) kladnd, a tedy
existuje pouze jedno feSeni y = v/1 — 2.

4. Protoze pro kazdou funkci y = y(x), kterd je Feseni uvedené rovnice, plati y(1) = 0, je
tato podminka vlastné zbyteéna a uloha vede na piipad 2.

Piiklad 4.r. Najdéte vsechny druhé parcidlni derivace funkce z = z(x,y), kterd je defi-
novana rovnici

F(z,y,2) = 22% —y* + 2° + 6ayz + 22 = 0 (1)
v bodé [1,2,0].
Reseni: Nejprve ovéifme predpoklady véty o implicitnich funkcich. Dosazenim snadno
zjistime, ze F(1,2,0) = 0. Funkce F(x,y,2) € C(R?) a protoze F' (x,y,z) = 32° + 6y,
je F",(1,2,0) = 12 # 0. Protoze jsou splnény vSechny predpoklady véty, definuje rovnice
(1) na okoli bodu [1, 2] funkci z = z(z,y), jejiz hodnoty lezi v jistém okoli bodu z = 0.

Abychom nasli parcialni derivace této funkce, derivujeme rovnici

2% — y* + 2°(2,y) + 6zyz(z,y) + 22 =0



podle proménnych x a y. Tyto derivace davaji

0 0
4x+3228—z+6yz+6xy—z+220, t]
x

0
j. Gyz+ 4z + 2+ (6y +32%) == =0,
Ox ox
(2)
5 0z 0z ) o 0%
—2y+32° — + 6xz + 6y — =0 tj. 6xz—2y+(6xy—|—32)—20.
dy dy dy
Toto jsou rovnice, ze kterych mizeme za podminky 6zy + 322 # 0 najit parcialni derivace
0 0
= a —Z. Specidlné pro x = 1, y = 2 a z = 0 dostaneme
Jor 0Oy
z 0z 0z 1 0z 1
6+12—(1,2) =0 —4+12—(1,2)=0, tj. —(1,2)=—= —(1,2) = -.
+ ax( ? ) ) + ay( ? ) Y J ax( ? ) 27 ay( ? ) 3

Abychom nasli druhé parcidlni derivace, derivujeme rovnice (2). Jestlize derivujeme prvni
rovnici podle proménné x, dostaneme

Dz dz\ 0z 0z
6y£+4-|—(6y+6z%>8—x+(6xy+322)@:0.

0z 2
Protoze pro x =1,y =2 a z = 0 je 2/, = —%, dostaneme z této rovnice ~—(1,2) = =.
’ T

Jestlize derivujeme prvni rovnici v (2) podle proménné y, dostaneme vztah

0z 0z\ 0z o 022
6Z+6y8_y+ <6x+6za—y>%+(6xy+3y)

0
Oxdy ’

2
ze kterého prox =1,y =2, 2 =0, 2/,

1

1,2) = ——.
83:'83/( 2) 12
Kdyz bychom derivovali druhou rovnici v (2) podle proménné x, dostali bychom opét
2", Derivaci této rovnice podle proménné y, ziskdme rovnici

1 ro_ 1
—5 a2, = 5 plyne

9 921 o
6xa—;—2+(6I+6z—z>—z+(6xy+322) °

9:) oy o =

. . 3 9%z 1
ze které v daném bodeé plyne a—(l, 2)=—=

y 6
Ukéazeme jesté postup, ktery pouziva diferencidlu funkce F'(z,y, z). Pro jeji diferencidl
plati
dF(z,y, 2) = 4rdx — 2ydy + 322 dz + 6yzdz + 6z dy + 6oy dz + 2de =
= (6yz + 4z + 2) dz + (622 — 2y) dy + (62y + 32°)dz = 0.

Vsimnéte si, Ze tento vztah je soucet prvni rovnice v (2) vyndsobené dz a druhé vynaso-
bené dy, a tedy obsahuje obé tyto rovnice zaroven. Pro x = 1, y = 2 a z = 0 dostaneme

6dr —4dy +12dz2 =0, tj. dz:—%dx—i-%dy.

A protoze dz = 2/, dz + 2/, dy, dostaneme opét /,(1,2) = —3 a 2/,(1,2) = 3.

3



Pti vypoctu druhého diferencialu si musime uvédomit, ze proménné x a y jsou neza-
vislé, a proto je d%x = d?y = 0. Naopak z je z4visld na proménnych z a y, a proto nemusi
platit d?z = 0. Druhy diferencial funkce F(z,y,z) ddva

(6zdy + 6y dz +4dw) dr + (6zdz + 6z dz — 2dy) dy+
+(6y dz + 62 dy + 62 dz) dz + (6zy + 32?)d?z = 0.

Protoze prox =1,y =2, 2 =0 je dz = —% dx + %dy, plyne z této rovnice

—8dz? + 2dady +2dy? +12d%2 =0, tj. d*z= %dzr2 — %dxdy— %dyz.

"

A protoze d?z = 2 dz?+ 220, dedy +27, dy?, dostaneme srovnanim téchto vztaht opét

" _ 2 " _ 1 " —
zn(1,2) 2,xy(1; 2)=—= z7yy(1,2) = —

2 1
30 127 6"

Priklad 5.r. Necht jsou funkce y = y(z) a z = z(x) feSenim soustavy rovnic

-4+ =1, xy+rz+yz=3 (3)

v okoli bodu [1,1,1]. Najdéte Taylorovy polynomy stupné 2 funkei y = y(x) a z = z(x)
se stfedem v bodé = = 1.

Resend: Tayloruv polynom stupné dva funkce f (x) se stiedem v bodé z =1 je

(fix) = fO) + (D) (@ =1) +3 (1) (== 1)*.

Proto musime najit prvni dvé derivace funkei y = y(z) a z = z(z) v bodé x = 1.

Pro x = y = z = 1 jsou obé rovnice splnény a obé funkce v rovnicich jsou tiidy
C(R3). Podminka na determinant z véty o implicitnich funkcich zarucuje jednoznacnou
fesitelnost nasledujici soustavy a ovérime ji béhem vypoctu.

Jestlize derivujeme obé rovnice v (3) podle = (protoze y = y(x) a z = z(x) tam jind
nezavisld proménnd vlastné ani neni), dostaneme vztahy

2r — 2yy' +32%2' =0, y+z+(x+2)y+(x+y)=0. (4)
V bodé z =y = z =1 je to soustava
2—-2y +32 =0, 242y +22' =0,

kterd ma jediné feSenf y'(1) = —1, 2/(1) = —%. Protoze m4 uvedend rovnice pravé jedno
feSeni, je podminka na determinant ve vété o implicitnich funkei splnéna.
Druhé derivace funkei y = y(x) a z = z(z) dostaneme tak, Ze derivujeme obé rovnice

v (4). To dava
2 —2(y)? +62(2")% — 2yy" + 3222 =0,
Y+ +0+2W+1+y)d+(x+2)y + (x+y)2" =0.

Kdyz dosadime z =y =z=1ay = —1, 2 = —1, dostaneme soustavu

_2y// + 3Z// — _%, 2y// 4 22// — % .



Jeji Tesent je y" = 5 a 2"(1) = —7&.

Hledané Taylorovy polynomy tedy jsou

y(x)wl—%(x—l)—l—%(x—l)Q, z(:v)wl—g(:c—l)—%(x—l)Q.

Pi#iklad 6.r. Najdéte vsechny parcidlni derivace do tadu 2 véetné funkel u = u(x,y) a
v =v(z,y), které jsou definovany jako feseni soustavy rovnic

(u? —v*)x — 2uvy =1, 2uvr + (u? —v?)y =0 (5)

v okoli bodu [zg, Yo, ug, vo] = [1,0,—1,0].

Reseni: Obé funkce v rovnicich (5) jsou tifdy Cu(R?*) a pro dany jsou obé rovnice (5)

splnény. Jestlize spoc¢itame diferencidly obou rovnic, dostaneme soustavu
(u? —v?)dx — 2uv dy + 2(zu — yv) du — 2(zv + yu)dv =0,
2uv dr + (u? — v?) dy + 2(zv + yu) du + 2(zu — yv)dv =0,

(6)

pro neznamé du a dv. Pro uvedené hodnoty je to soustava

dr —2du=0, dy—2dv=0, tj du:%dzv, dv:%dy.

Z toho plyne, ze u/,(1,0) = v/,(1,0) = £ a v/, (1,0) = v/,(1,0) = 0.
Druhé diferencidly dostaneme tak, ze najdeme diferencidly rovnic v soustavé (6).
ProtoZe jsou x a y nezévisle proménné, je d?z = d?y = 0, a tedy
2(udu —vdv)de — 2(vdu +udv)dy + 2(udr + x du — vdy — ydv) du—
—2(vdr + zdv +udy + ydv) dv + 2(zu — yv) d*u — 2(zv + yu) d?v = 0,
2(vdu +udv)de +2(udu — vdv) dy + 2(vde + v dv + wdy + y du) du+
+2(udr + zdu — vdy — ydv) dv + 2(xv + yu) d*u + 2(zu — yv) d?*v = 0.

Jestlize do téchto vztahu dosadime z = —u = 1, y = v = 0 a nalezené hodnoty du = %dx
adv= %dy, dostaneme soustavu

—%dx2+%dy2—2d2u:0, —3dzdy —2d%v =0,

ktera ma reseni
d2u:—%d$2+§dy2, d2v:—%da:dy.

Tedy druhé parcidlni derivace jsou

Ulohu 1ze samoziejmeé tesit tak, ze misto diferencialtt bychom, podobné jako v prikladé
4, pocitali pifimo parcialni derivace.



NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1. V bodé = = 0 najdéte prvni tii derivace funkce y = y(z), kterd je v okoli
bodu [xg,yo] = [0, 1] definovdna rovnici 2? — zy + 2y* + . —y — 1 = 0.

YO =0, yO)=-3 y0)=-}

Piiklad 2. Najdéte prvni dvé derivace funkce y = y(z), kterd je definovana rovnici
In /22 + y? = arctg g
x

@) =2, i) =

T—y (x—y)®

Priklad 3. Necht je funkce z = z(x,y) definovdna v okoli bodu [1, 1, 1] jako fesenf rovnice

23+tg((x—y)z) =22 4+¢y* 1.

2
Najdéte jeji parcialni derivaci - (1,1). (-
xdy

g

Piiklad 4. V bodé [zg, 0] = [1, —2] najdéte druhy diferencial funkce z = z(x,y), kterd
je v okoli bodu [1, -2, 1] definovédna rovnici

©loo

2+ 22 +32+aoy—2—-9=0.

2., 23,2 _ 2 349 7,2
d*z = —£da® — $dzdy — 352 dy”.

Priklad 5. Necht je funkce z = z(x,y) definovdna v okoli bodu [1, 1, 1] jako fesenf rovnice
2 —ay + iy -y =0.

Najdeéte jeji diferencial prvniho a druhého Fadu v bodé [1, 1].
[dz = ldz+2dy, d®z=—2da?+4dedy— dy?.

Priklad 6.

Necht je funkce z = z(x,y) definovdna v okoli bodu [1, —1, —1] jako Feseni rovnice
Y2+t +ayt —y? =0.

Najdeéte jeji Tayloruv polynom druhého fadu se stredem v bodé [1, —1].
B=-1+3@-D @+ D+ 2@ -1 -3@-Dy+1) - FE+17)

Piiklad 7. Najdéte vsechny druhé parcidlni derivace funkce z = z(x,y), kterd je feSenim
rovnice z* — 3zyz = 1.
{022 —2z13% 0%z —223yz 0?2z z(2t = 2wy2? — 2%?) }

0x2 (22 —ay)3’ Oyr  (2—wy)3  Oxdy - (22 — xy)?




Priklad 8. Necht p je tlak, V objem a T teplota plynu a F(p,V,T) = 0 jeho stavova
Vv

rovnice. V termodynamice se pro parcialni derivace vétsinou pise <8_> , kde index T'
p /T

naznacuje, ze se derivuje pri konstantni teploté T', a podobné pro dalsi parcialni derivace.

Dokazte, ze plat{ vztah oV Op\ (OT
(). (ar), o), =

Priklad 9. Necht jsou funkce x = z(2) a y = y(z) ddny jako fesen{ soustavy rovnic

P+t +2=1, z+y+z2=0.

s . y— 2z T — 2z
Najdéte d '(2) a y/(2). () = () — '
ajdeéte derivace z/(z) a y/'(2) ' (2) g y'(2) -

Priklad 10. Necht jsou funkce y = y(z) a z = 2(z) definovény v okoli bodu [z, yo, 20] =
[1,1,1] jako feSeni soustavy rovnic

2? + 27+ 322 =6, 20 —yz =1.
Najdéte diferencidly dy a dz v bodé x = 1. [dy =dzr, dz=-dx ]
Priklad 11. Necht jsou v okoli bodu [0, —1, 1] pomoci{ soustavy rovnic
P4+ y—rr =2, 2422 +yz+ysinezz =0
definovany funkce y(z) a z(z). Najdéte jejich druhé derivace y”(0) a 2”(0).

y'(0)=3, 2"0)=3.

Priklad 12. Necht jsou funkce y = y(z) a z = z(x) definovany v okoli bodu [zg, yo, 20] =
[1,1,1] jako feseni soustavy rovnic

-+ =1, r+y+z=3.

Aproximujte funkce y = y(x) a z = z(z) v okoli bodu xy = 1 Taylorovym polynomem
druhého stupné.

Vo=1-l@-D)+82@-12 Z=1-i-1)-2@-1?]
Piiklad 13. Nechf je z =t +t71 y =2 +t72 a 2 = 3 + t73. Najdéte ¢/'(z), 2/(2), y"(x) a
2" (z). [y’ =2((t+t ) =2z, Z=3*+1+t?)=32>-3, y'(z)=2, 2'(z)=6z }
Piiklad 14. Necht jez = u+1Inv, y =v—1Inu a 2 = 2u+v. V bodé, ktery odpovidd hodnotdm
u = v = 1 aproximujte funkci z = z(z,y) Taylorovym polynomem prvniho stupné.

[T1=3+%(x—1)—%(y—1).}

Piiklad 15. Necht je funkce z = z(z,y) definovdna soustavou rovnic



Najdéte diferencidly dz a d2z v bodé, ktery odpovid4 hodnotdm u = v = 0.
dz=0, d%z= % dx2—% dy?.
Piiklad 16. Necht a, b a ¢ jsou konstanty a funkce z = z(z,y) je definovéna jako reSen{ rovnice
ax + by + cz = ®(2? + y? + 2?), kde ®(u) je libovoln4 spojité diferencovatelna funkce. Dokazte,
ze funkce z(x,y) spliuje vztah
0z

0z
(cy—bz)%jL(az—cac)a—y—bx—ay.



