Cviceni 10.2.

Regularni zobrazeni

DEFINICE: Nechf je M C R? oteviend mnozina. Zobrazeni mnoziny M do R? definované
predpisem
x = z(u,v,w), y =y(u,v,w), y = y(u, v, w)

se nazyva reguldrni na mnoziné M, kdyz maji funkce z(u, v, w), y(u, v, w) a z(u, v, w) na mnoziné
M spojité parcialni derivace a jakobian zobrazeni
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J(u,v,w) = det #0 pro kazdé (u,v,w) € M.

RESENY PRIKLAD

Piiklad 1.r. Dokazte, ze zobrazeni definované na mnoziné M = (0, 00) x (0, 00) rovnicemi
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u= — a v = = jeregularni a najdéte inverzni zobrazeni.
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Resent: Funkce u = u(z,y) = T av= v(z,y) = v maji na mnoziné M = (0, 00) x (0, 00)
T

spojité parcialni derivace vsech radu. Jejich Jacobiho matice
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Protoze jeji determinant, tj. jakobian J = 3 # 0, je zobrazeni regularni.
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Abychom nasli inverzni zobrazeni, vyjadiime z prvni rovnice y = —. Po dosazeni do
u

druhé rovnice dostaneme .
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v=——, tj. z=Vurv
u?x
Ze vztahu pro y pak plyne y = vuv?. To znamend, e inverzni zobrazeni (u,v) — (z,y)
je dano vztahy

r = 2(u,v) = Vuv, y = y(u,v) = Vun?

NERESENY PRIKLAD

Priklad 1. Necht jsou funkce u = u(z,y) a v = v(z,y) definovany jako fesen{ soustavy
rovnic
zu—yv =20, yu+av =1.

Najdéte Jacobiho matici tohoto zobrazeni a nejvétsi mnozinu, na které je zobrazeni re-
gulérni.
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{J S EL (—xv by —ru— )’ reguldrni na R\ [0;0].
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Neéktera dulezita regularni zobrazeni

Nyni uvedeme nékolik prikladu regularnich zobrazeni, které se casto pouzivaji pri
vypocétu vicenasobnych integralu.

POLARN{ SOURADNICE

Uvazujme zobrazeni f : M — R?, které je definované vztahy
r=rcosp, y=rsinp, M={(r,p) eR*; r>0, pe(-mm}. (1)

Pro toto zobrazeni je f(M) = R?\ {(z,0), < 0}. Jacobiho matice a jakobidn J je

, _ [cosp, —rsing -
f<r7<p)_ (singp, TCOS(,O)’ J(r790>_r7£0

A protoze je f € Coo(M), jedné se o regularni zobrazeni. Toto zobrazeni je prosté a jeho
inverzni zobrazeni,

r=+z2+y?, @zsgn(y)-arccosL,
N
1

Jestlize interpretujeme [z, y] jako soutadnice bodu v roviné R?, nazyvaji se [r, | poldrni
souradnice. Geometricky je r vzdédlenost bodu [z, y] od pocatku soutadnic a ¢ je thel,
ktery svira radius—vektor r = (z,y) s kladny smérem osy z.

Kftivky dané rovnici » = R = konst. jsou kruznice se sttedem v poc¢atku soutadnic s
polomérem R bez bodu [—R, 0] a kiivky ¢ = a = konst. jsou polopiimky, které vychazeji
z poCatku a maji smérnici k = tga.

je reguldrn{ zobrazeni na f(M), jehoz jakobidn se rovnd J~! =

CYLINDRICKE SOURADNICE

Nyni zobecnime polarni souradnice zavedené v predchozim piikladé. Definujeme zobrazeni
f: M —R3 kde M = {(r,go,C); r>0, pe(0,2m), (€ R}, rovnicemi

T =TCcosy, y=rsingp, z2=C(. (2)

Zobrazen{ (2) je prosté a obraz mnoziny M je f(M) = R3*\ {(z,0,2); z > 0, z € R}.
Jakobian zobrazeni je J(r,¢,() =1 # 0, a tedy f je reguldrni zobrazeni.

Protoze plochy dané rovnici » = R > 0 jsou valcové plochy s polomérem R, jejichz
osa je souradnicovd osa z a polomérem a, nazyvaji se (r,, () vdlcové nebo cylindrické
souradnice.



SFERICKE SOURADNICE

Vecylindrickych soufadnicich (r, ¢, () lezi proménné r a ¢ lezi v poloroviné r > 0.
Jestlize zavedeme jesté jedno regularni zobrazeni g dané rovnicemi

r=pcosf, (=psinf, ¢=0p, (p,p,0) € N =(0,00) x (0,27) X (—%71’,%71’),
je slozené zobrazeni h = g o f : N — R3 reguldrni. Toto zobrazen{ je definovéno vztahy
x = pcosfcosyp, y = pcosfsiny, z = psinf (3)

a zobrazuje mnozinu N prosté na mnozinu h(N) = R*\ {(z,0,z); = > 0, z € R}.
Jakobian tohoto zobrazeni je roven soucinu jakobidnu zobrazeni f a g, tj.

J=rp=p’cosh.

Protoze plochy dané rovnici p = R > 0 jsou v soufadnicich (z,y, z) kulové plochy x* +
y? + 2% = R?, nazyvaji se soutadnice (p, p,0) € N sférické souradnice.

ZOBECNENI POLARNICH A SFERICKYCH SOURADNIC

Jisté zobecnéni polarnich nebo sférickych souradnic dostaneme tak, ze misto (1) polozime

x=arcosp, y=>brsinyp, (4)

kde a, b > 0 jsou konstanty, r > 0 a ¢ € (0,27). Pii tomto zobrazeni jsou kiivky
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r = R > 0 v proménnych z a y popsdny rovnici — + ‘Z—Q = R?. Jsou to tedy elipsy se

sttedem v pocatku a poloosami aR a bR, které jsou rovnobezne se soufadnicovymi osami.
Protoze toto zobrazeni lze slozit pomoci dvou zobrazeni z = au, y = bv a u = r cos p,
v = rsin g, které maji jakobidny J; = ab a Jo = r, je jakobian tohoto zobrazeni roven

J = abr.

Analogicky lze zobecnit sférické souradnice tak, ze misto (3) polozime
x=arcosfcosy, y=brcosfsing, z=crsind, (5)

kde a, b,c > 0ar >0, p € (0,27), § € (—3 7,3 ). Plochy s rovnici r = R > 0 jsou
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x z
tomto pripade elipsoidy — + L + = = R2. Jakobidn tohoto zobrazeni J = abcr? cos 6

b2
lze najit podobné jako v dvourozmernem pripadé.

SFERICKE SOURADNICE vV R"

V tomto pifkladé zobecnime sférické souiadnice v prostoru R? na sférické souradnice v prostoru
R"™. Postup nejprve ukazeme v prostoru R*. Pro prvni tii soufadnice bodu x = |21, z2, 23, 14] €
R* zavedeme sférické souradnice (7, ¢, ;) podobné jako v (3) a ¢tvrtou soufadnici oznaéime
gy = 2. Pakjer >0azeR. Pro soufadnice r a z zavedeme polarni soutadnice r = pcos 02,
z=psinfy, kde p > 0a by ( 3T, 2 ) Tak dostaneme zobrazeni

x1 = pcosbycosficosyp, xo=pcosbhycostising, x3=pcosbysinb;, x4 = psinbsy,
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kde p > 0, ¢ € (0,27) a 01, 62 € (—3m, 5 7). Toto slozené zobrazen{ je opét reguldrni a jeho

jakobidn je J = pr?cosf = p>cos? Oy cos 0.

Zobecnéni na piipad R™ je analogické. Pro prvnich n—1 soutadnic bodu [z1, z9, ..., x,] € R"
zavedeme sférické souradnice (7, , 01, ...,0,_3) v R*~! a posledni slozku oznaéime x,, = z. Pro
proménné r > 0 a z € R zavedeme soufadnice r = pcosf,_2, z = psinf,_o, kde p > 0
a O, o € (—%71‘,%7‘(‘). Tak dostaneme reguldrni zobrazeni mnoziny M, p > 0, ¢ € (0,27) a

0y € (—% T, % 7), kde k =1, ..., n — 2, definované vztahy
x1 = pcosb,_o...cosbycosp, To = pcosbB,_o...cosfysinp,
x3 = pcosb,_o...cosbysinby, x4 = pcosby,_o...cosbssinby,
Tp1 = pcosly_osinb, 3, Ty = psint,_o.

Indukci 1ze ukazat, ze jakobian tohoto zobrazeni je

J=pr"2cos" 30,_3...cos%0ycos0; = p" L cos" 2 0,_5cos" 3 0,_3...cos>0ycos; .

n

Pii tomto zobrazen{ je nadplocha p = R > 0 v prostoru R” ddna rovnici Y 2? = R?. Je to tedy
i=1

n—rozmérna sféra s polomérem R. Proto se tyto soufadnice nazyvaji sférické souradnice v R".



