
Cvičeńı 11.1.

Lokálńı extrémy funkce ve vnitřńım bodě množiny

Věta. (Nutná podmı́nka pro lokálńı extrém)
Necht’ je funkce f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) diferencovatelná na otevřené množině M ⊂ Rn. Má-li
funkce f(x) v bodě a = (a1, a2, . . . , an) ∈ M lokálńı extrém, je df(a,dx) = 0.

Tuto podmı́nku je možné zapsat jako

∂f

∂xi
(a) = 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Věta. (Postačuj́ıćı podmı́nka pro lokálńı extrém)
Necht’ má funkce f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) na otevřené množině M ⊂ Rn druhý diferenciál a v
bodě a ∈ M je df(a,dx) = 0. Jestliže je kvadratická forma d2f(a,dx)

pozitivně definitńı má funkce f(x) v bodě a lokálńı minimum
negativně definitńı má funkce f(x) v bodě a lokálńı maximum
indefinitńı nemá funkce f(x) v bodě a lokálńı extrém

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.r. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy
√

1− x2 − y2, kde x2 + y2 < 1.

Řešeńı: Parciálńı derivace funkce f(x, y) jsou

∂f

∂x
= y

√
1− x2 − y2 + xy · 1

2
(1− x2 − y2)−1/2 · (−2x) =

y(1− 2x2 − y2)√
1− x2 − y2

,

∂f

∂y
=

x(1− x2 − 2y2)√
1− x2 − y2

.

Nutné podmı́nky pro lokálńı extrém f ′,x = f ′,y = 0 vedou na soustavu rovnic

y(1− 2x2 − y2) = 0 , x(1− x2 − 2y2) = 0 .

Z prvńı rovnice dostaneme y = 0 nebo 2x2 + y2 = 1.
Je-li y = 0 plyne z druhé rovnice x(1− x2) = 0. Protože y = 0 nemůže být x2 = 1, a

proto je x = 0. T́ım jsme našli jeden bod a1 = [0, 0], ve kterém může mı́t funkce f(x, y)
lokálńı extrém.

Je-li y 6= 0, muśı být y2 = 1 − 2x2. Když dosad́ıme do druhé rovnice, dostaneme
x(3x2 − 1) = 0. Kdyby bylo x = 0, dostali bychom y2 = 1, což neńı možné. Proto muśı
být x2 = 1

3
, tj. x = ± 1√

3
. Pak ale je y2 = 1

3
. Tak dostaneme daľśı čtyři body a2 =

[
1√
3
, 1√

3

]
,

a3 =
[

1√
3
,− 1√

3

]
, a4 =

[
− 1√

3
, 1√

3

]
a a5 =

[
− 1√

3
,− 1√

3

]
.

Takto jsme źıskali pět bod̊u, ve kterých může mı́t funkce f(x, y) lokálńı extrém.
Muśıme ještě rozhodnout, jaká je v těchto bodech kvadratická forma, která odpov́ıdá
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druhému diferenciálu. Protože

∂2f

∂x2
=

−4xy√
1− x2 − y2

+
xy(1− 2x2 − y2)

(1− x2 − y2)3/2
=

xy(−3 + 2x2 + 3y2)

(1− x2 − y2)3/2
,

∂2f

∂x∂y
=

1− 2x2 − 3y2√
1− x2 − y2

+
y2(1− 2x2 − y2)

(1− x2 − y2)3/2
=

1− 3x2 − 3y2 + 2x4 + 3x2y2 + 2y4

(1− x2 − y2)3/2
,

∂2f

∂y2
=

−4xy√
1− x2 − y2

+
xy(1− x2 − 2y2)

(1− x2 − y2)3/2
=

xy(−3 + 3x2 + 2y2)

(1− x2 − y2)3/2
.

Tedy v bodě a1 = [0, 0] je kvadratická forma

d2f(a1,h) = 2h1h2

indefinitńı a v tomto bodě nemá funkce f(x, y) lokálńı extrém.
V bodě a2 =

[
1√
3
, 1√

3

]
je matice A, která odpov́ıdá kvadratické formě d2f(a2,h) rovna

A =

(
−4

3

√
3, −2

3

√
3

−2
3

√
3, −4

3

√
3

)
.

A protože D1 = −4
3

√
3 < 0 a D2 = 4 > 0, má funkce f(x, y) v bodě a2 =

[
1√
3
, 1√

3

]
lokálńı

maximum.
Podobně se ukáže, že v bodě a5 je lokálńı maximum a v bodech a3 a a4 je lokálńı minimum.

Př́ıklad 2.r. Nalezněte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = e2x+3y
(
8x2 − 6xy + 3y2

)
.

Řešeńı: Parciálńı derivace funkce f(x, y) jsou

∂f

∂x
= e2x+3y

(
2(8x2−6xy+3y2)+16x−6y

)
,

∂f

∂y
= e2x+3y

(
3(8x2−6xy+3y2)−6x+6y

)
.

Protože e2x+3y 6= 0 vedou nutné podmı́nky na extrém k soustavě rovnic

(8x2 − 6xy + 3y2) + 8x− 3y = 0 , (8x2 − 6xy + 3y2)− 2x + 2y = 0 .

Jestliže druhou rovnici odečteme od prvńı, dostaneme z této soustavy vztah y = 2x.
Jestliže dosad́ıme do prvńı rovnice, zjist́ıme, že 4x2 + x = 0. Proto jsou body, ve kterých
může mı́t funkce f(x, y) lokálńı extrém a1 = [0, 0] a a2 =

[
−1

4
,−1

2

]
.

Abychom rozhodli o typu extrému funkce f(x, y) v bodech a1 a a2, budeme zkoumat
druhý diferenciál funkce f(x, y) a těchto bodech. Prvńı parciálńı derivace maj́ı tvar

∂f

∂x
= e2x+3yF (x, y) ,

∂f

∂y
= e2x+3yG(x, y) ,

kde

F (x, y) = 16x2 − 12xy + 6y2 + 16x− 6y , G(x, y) = 24x2 − 18xy + 9y2 − 6x + 6y .
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Pro druhé parciálńı derivace dostaneme

∂2f

∂x2
= 2e2x+3yF (x, y) + e2x+3y(32x− 12y + 16) ,

∂2f

∂x∂y
= 3e2x+3yF (x, y) + e2x+3y(−12x + 12y − 6) ,

∂2f

∂y2
= 3e2x+3yG(x, y) + e2x+3y(−18x + 18y + 6) .

Protože nutné podmı́nky pro extrém jsou F (a) = G(a) = 0, je v bodě a1 = [0, 0]

f ′′,xx(0, 0) = 16 , f ′′,xy(0, 0) = −6 , f ′′,yy(0, 0) = 6 .

Matice A, která odpov́ıdá kvadratické formě d2f(a1,h) proto je

A =

(
16, −6
−6, 6

)
.

A protože D1 = 16 > 0 a D2 = 60 > 0 má funkce f(x, y) v bodě a1 = [0, 0] lokálńı
minimum.
V bodě a2 =

[
−1

4
,−1

2

]
je

f ′′,xx(0, 0) = 14e−2 , f ′′,xy(0, 0) = −9e−2 , f ′′,yy(0, 0) = 3
2
e−2 .

Matice A, která odpov́ıdá kvadratické formě d2f(a2,h) proto je

A =

(
14e−2, −9e−2

−9e−2, 3
2
e−2

)
.

A protože D1 = 14e−2 > 0 a D2 = −60e−4 < 0 nemá funkce f(x, y) v bodě a2 =
[
−1

4
,−1

2

]
lokálńı extrém.

Př́ıklad 3.r. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + y2 + 1
2
z2 − 3xz − 2y + 2z.

Řešeńı: Protože parciálńı derivace funkce f(x, y, z) jsou

∂f

∂x
= 3x2 − 3z ,

∂f

∂y
= 2y − 2 ,

∂f

∂z
= z − 3x + 2 ,

źıskáme nutné podmı́nky pro lokálńı extrém

x2 − z = 0 , y − 1 = 0 , z − 3x + 2 = 0 .

Tato soustava nám dává dva body a1 = [1, 1, 1] a a2 = [2, 1, 4], ve kterých může mı́t
funkce f(x, y, z) lokálńı extrém. O jeho typu rozhodneme pomoćı druhého diferenciálu
funkce f(x, y, z) v bodech a1 a a2. Protože druhé parciálńı derivace jsou

f ′′,xx = 6x , f ′′,xy = 0 , f ′′,xz = −3 , f ′′,yy = 2 , f ′′yz = 0 , f ′′,zz = 1 ,

Je matice A, která odpov́ıdá kvadratické formě d2f rovna

A =

6x, 0, −3
0, 2, 0
−3, 0, 1

 .
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V bodě a1 = [1, 1, 1] dostaneme

D1 = 6 > 0 , D2 = 12 > 0 , D3 = −6 < 0 ,

a tedy v bodě a1 = [1, 1, 1] nemá funkce f(x, y, z) lokálńı extrém.
V bodě a2 = [2, 1, 4] je

D1 = 12 > 0 , D2 = 24 > 0 , D3 = 6 > 0 ,

a tedy v bodě a2 = [2, 1, 4] má funkce f(x, y, z) lokálńı minimum.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 + 8y3 − 6xy + 5.[
v bodě

[
1; 1

2

]
je lokálńı minimum, v bodě [0; 0] neńı lokálńı extrém.

]
Př́ıklad 2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy +

50

x
+

20

y
.[

v bodě [5; 2] je lokálńı minimum.
]

Př́ıklad 3. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) =
1 + x + y√
1 + x2 + y2

.[
v bodě [1; 1] je lokálńı maximum.

]
Př́ıklad 4. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = ex2−y(5− 2x + y).[

v bodě [1;−2] neńı lokálńı extrém.
]

Př́ıklad 5. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = e−x2−xy−y2
(5x + 7y − 25).[

v bodě [1; 3] je lokálńı maximum, v bodě
[
− 1

26
; 3

26

]
je lokálńı minimum.

]
Př́ıklad 6. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + xy + y2 − 4 ln x− 10 ln y.[

v bodě [1; 2] je lokálńı minimum.
]

Př́ıklad 7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x− 2y + ln
√

x2 + y2 + 3 arctg
y

x
.[

v bodě [1; 1] neńı lokálńı extrém.
]

Př́ıklad 8. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy ln(x2 + y2).[
v bodech

[
1√
2e

; 1√
2e

]
a

[
− 1√

2e
;− 1√

2e

]
jsou lokálńı minima ,

v bodech [±1; 0] a [0;±1] nejsou lokálńı extrémy.

]

Př́ıklad 9. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x+
y2

4x
+

z2

y
+

2

z
, kde x, y, z > 0.[

v bodě
[

1
2
; 1; 1

]
je lokálńı minimum.

]
Př́ıklad 10. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) =

4

x
+

x2

y
+

y2

z
+ 8z2, x, y, z > 0.[

v bodě
[
1; 1

2
; 1

4

]
je lokálńı minimum.

]
Př́ıklad 11. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz + yz).[

v bodě [2; 2; 2] je lokálńı minimum, v bodě [0; 0; 0] neńı lokálńı extrém.
]
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