Cviceni 11.1.

Lokalni extrémy funkce ve vnitinim bodé mnoziny

VETA. (Nutnd podminka pro lokdlni extrém)
Necht je funkce f(x) = f(x1,x2,...,x,) diferencovatelnd na oteviené mnoziné M C R™. M&-li
funkce f(x) v bodé a = (a1, as,...,a,) € M lokélni extrém, je df(a,dx) = 0.

Tuto podminku je mozné zapsat jako

of
6:&'

(a) =0 prokazdéi=1,2,...,n.

VETA. (Postacugici podminka pro lokdlni extrém)
Necht mé funkce f(x) = f(z1,22,...,T,) na oteviené mnoziné M C R™ druhy diferencidl a v
bodé a € M je df(a,dx) = 0. Jestlize je kvadratickd forma d2f(a, dx)

pozitivné definitni ma funkce f(x) v bodé a lokalni minimum
negativné definitni ma funkce f(x) v bodé a lokdlni maximum
indefinitni nem4 funkce f(x) v bodé a lokalni extrém

RESENE PRIKLADY

Priklad 1.r. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = xy+/1 — 22 — 42, kde 22 +y* < 1.
RESEN{: Parcidlni derivace funkce f(x,y) jsou

0 1—22% —y?
—f:yx/l—x2—y2+xy-%(1—x2—y2)’1/2-(—2%’):y( L v)
Ox /T — 22 — 42
a_f B (1 — 22 — 2¢%)

Ay V1—ax2— 2

Nutné podminky pro lokdln{ extrém f/, = f’ = 0 vedou na soustavu rovnic

y(1—-222 —y*) =0, r(1—2®—2y*) =0.

Z prvni rovnice dostaneme y = 0 nebo 2% + y? = 1.

Je-li y = 0 plyne z druhé rovnice z(1 — z?) = 0. Protoze y = 0 nemuzZe byt 2°> =1, a
proto je x = 0. Tim jsme nasli jeden bod a; = [0, 0], ve kterém muze mit funkce f(z,y)
lokalni extrém.

Je-li y # 0, musf byt 4> = 1 — 222 KdyZ dosadime do druhé rovnice, dostaneme
z(3z*> — 1) = 0. Kdyby bylo x = 0, dostali bychom 3* = 1, coZ nen{ mozné. Proto musf
byt 2? = %, tj. © = i—\%. Pak ale je y? = £. Tak dostaneme dals{ ¢tyfi body a, = [\%, \%},
= (5. = [ 5] a = [ 5]

Takto jsme ziskali pét bodu, ve kterych muze mit funkce f(z,y) lokdlni extrém.
Musime jesté rozhodnout, jaka je v téchto bodech kvadratickd forma, ktera odpovida



druhému diferencialu. Protoze

0*f —4xy ry(l —22% —y?)  ay(—3+ 227 + 3y?)

08 = fI——p  (-at- g (-2t

f  1—-22-3y* y*(1—22"—y?) 1—32®—3y*+ 2"+ 32%y° + 2

w0y~ T (-2 01— 22— PP ’

>’f —4xy wy(l —a® —2y%)  ay(=3+32° + 2%

Oy? m (1 — 22 — 2)3/2 o (1 — 22 — g2)3/2
Tedy v bodé a; = [0, 0] je kvadratickd forma
d2f(a1, h) = 2h1h2

indefinitni a v tomto bodé nemd funkce f(z,y) lokdlni extrém.
V bodé a; = [\/Lg, \/ig} je matice A, kterd odpovidé kvadratické forme d? f(as, h) rovna

a= (3233

A protoze Dy = —3 V3 < 0a Dy=4>0, ma funkce f(z,y) v bodé ay = [
maximum.
Podobné se ukaze, ze v bodé a5 je lokalni maximum a v bodech a3 a a4 je lokalni minimum.
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Priklad 2.r. Naleznéte lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = e***% (822 — 6zy + 3y?).

RESEN{: Parcidlni derivace funkce f(z,y) jsou

g — e2a:+3y

8f _ 2x+4+3y
ox - °

(2(82®—6zy+3y*)+162—6y) , 5
Y

(3(82—6zy+3y”*) —62+6y) .

Protoze e**3¥ #£ () vedou nutné podminky na extrém k soustavé rovnic
(82% — 6y + 3y*) +8x — 3y =0, (827 — 6y +3y*) — 22+ 2y = 0.

Jestlize druhou rovnici odec¢teme od prvni, dostaneme z této soustavy vztah y = 2.
Jestlize dosadime do prvni rovnice, zjistime, ze 422 + 2 = 0. Proto jsou body, ve kterych
muze mit funkce f(z,y) lokln{ extrém a; = [0,0] a a; = [—1, —1].

Abychom rozhodli o typu extrému funkce f(x,y) v bodech a; a ay, budeme zkoumat

druhy diferencidl funkce f(z,y) a téchto bodech. Prvni parcidlni derivace maji tvar

of of
ox dy

= X E(2,y), = "G (z,y),

kde

F(z,y) = 162* — 122y + 6> + 162 — 6y, G(z,y) = 242° — 182y + 9y — 62 + 6y .



Pro druhé parcialni derivace dostaneme

32

a—;; = 2TV (z,y) + T3 (320 — 12y + 16) ,
an 2x+3y 2z+3y

a2f 2x+3y 2z+3y

a7 3e G(z,y) +e (—18z + 18y + 6).

Protoze nutné podminky pro extrém jsou F(a) = G(a) = 0, je v bodé a; = [0, 0]

f1.(0,0)=16,  f7.(0,00=-6,  f7(0,0)=6.
Matice A, kterd odpovida kvadratické formé d?f(a;, h) proto je

16, —6
A= (15 9)
A protoze D; = 16 > 0 a Dy = 60 > 0 mé funkce f(z,y) v bodé a; = [0,0] lokalni
minimum.
V bodé a; = [—%, —%] je
fr.(0,0) =142 /7 (0,0) =—9¢*,  f7.(0,0)=3e2.
Matice A, kterd odpovidd kvadratické formé d? f(ag, h) proto je
14672, —9e~2
A= (G )

A protoze Dy = 14e72 > 0 a Dy = —60e™* < 0 nem4 funkce f(z,y) v bodé a, = [—1, —
lokalni extrém.

]
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Priklad 3.r. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y,z) = 23 + 4> + % 2% — 3wz — 2y + 22

RESENI{: Protoze parcidlni derivace funkce f (x,y, z) jsou

2 2 0] of
— = — — =2y—2 —=z—-3r+2
. 3z° — 3z, » Y , . z—3x )

ziskdme nutné podminky pro lokalni extrém
2 —2=0, y—1=0, 2—3r+2=0.

Tato soustava nam dava dva body a; = [1,1,1] a ay = [2,1,4], ve kterych muze mit
funkce f(z,y,z) lokdlni extrém. O jeho typu rozhodneme pomoci druhého diferencidlu
funkce f(z,y,2) v bodech a; a ay. Protoze druhé parcidlni derivace jsou

f7/;x:6l', f,/a/cyzoa f,/a/:z:_37 f7/g;y:27 fg//,zzoa ff;z:]‘?

Je matice A, kterd odpovidd kvadratické formé d? f rovna

6z, 0, —3
A=[0 2 0
~3,0, 1

3



V bodé a; = [1,1, 1] dostaneme
Di=6>0, Dy=12>0, D3=-6<0,

a tedy v bodé a; = [1,1, 1] nemd funkce f(x,y, z) lokalni extrém.
V bodé a; = [2,1,4] je

Dy=12>0, Dy=24>0, Ds—6>0,
a tedy v bodé as = [2,1,4] ma funkce f(x,y, z) lokdlni minimum.

NERESENE PRIKLADY

Priklad 1. Najdéte lokélni extrémy funkce f(z,y) = 2 + 8y — 6zy + 5.
[v bodé [1; 1] je lokdlni minimum, v bodé [0;0] nenf lokaln{ extrém.}
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Piiklad 2. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = zy + — + —.
Zz Y

[v bodé [5;2] je lokdln{ minimum.]

l1+z+vy

V1+a?+y?

[v bodé [1;1] je lokdlni maximum.]

Piiklad 3. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) =

Priklad 4. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = e ¥(5 — 2z + y).
[v bodé [1; —2] nenf lokaln{ extrém.]

Priklad 5. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = e~ ~%~v* (52 4+ Ty — 25).

1.3

v bodé [1;3] je lokdln{ maximum, v bodé [—; 2

} je lokélni minimum.}

Priklad 6. Najdéte lokaln{ extrémy funkce f(z,y) = 2? + 2y + y*> —4Ilnz — 101Iny.
[v bodé [1;2] je lokdln{ minimum.]
Piiklad 7. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = x — 2y + In /22 + y? + 3arctg Y.
x
[v bodé [1;1] nenf lokaln{ extrém.]
Priklad 8. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = zyIn(z? + y?).

v bodech [\/L%’ \/L%] a [—\/Lz—e; —\/LQ»J jsou lokélni minima,
v bodech [£1;0] a [0; 1] nejsou lokalni extrémy.
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Piiklad 9. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y,z2) =z + 4y_ + z +—, kde x, y, 2 > 0.
x Yy oz
|:V bodé [%, 1; 1} je lokélni minimum.}
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Priklad 10. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(x,y,z) = — + T + = +82%, x, y, 2> 0.
oy

z

|:V bodé [1; %; ﬂ je lokalni minimum.}

Priklad 11. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y,2) = 23 + 3 + 2° — 3(vy + 2 + y2).
[v bodé [2;2;2] je lokdln{ minimum, v bodé [0;0; 0] nenf lokdln{ extrém.]



