
Cvičeńı 11.2.

Lokálńı vázané extrémy

Věta. (Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u – nutná podmı́nka pro extrém)
Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné na otevřené množině M ⊂ Rn a pro každé x ∈M
je
∥∥grad g(x

∥∥ 6= 0. Jestliže má funkce f(x) na množině g(x) = 0 v bodě a lokálńı extrém, existuje
reálné č́ıslo λ takové, že df(a,dx) + λdg(a,dx) = 0.

Jestliže defunujeme Lagrangeovu funkci

L(x) = f(x) + λg(x)

lze uvedenou podmı́nku zapsat jako dL(a,dx) = 0 neboli

∂L

∂xi
(a) = 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Věta. (Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u – postačuj́ıćı podmı́nka pro extrém)
Necht’ maj́ı funkce f(x) a g(x) na otevřené množině M ⊂ Rn druhý diferenciál a pro každé
x ∈ M je

∥∥grad g(x
∥∥ 6= 0. a v bodě a jsou splněny nutné podmı́nky pro lokálńı extrém funkce

f(x) na množině g(x) = 0. Jestliže je kvadratická forma d2L(a,dx) na množině dg(a,dx) = 0

pozitivně definitńı má funkce f(x) na množině g(x) = 0 v bodě a lokálńı minimum
negativně definitńı má funkce f(x) na množině g(x) = 0 v bodě a lokálńı maximum
indefinitńı nemá funkce f(x) na množině g(x) = 0 v bodě a lokálńı extrém

Věta. (Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u – nutná podmı́nka pro extrém)
Necht’ jsou funkce f(x) a gk(x), k = 1, 2, . . . , r < n, diferencovatelné na otevřené množině M ⊂ Rn a
pro každé x ∈M je hodnost matice

g′(x) =



∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
. . .

∂g1

∂xn
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2
. . .

∂g2

∂xn
...

...
. . .

...

∂gr

∂x1

∂gr

∂x2
. . .

∂gr

∂xn


(x)

rovna r. Jestliže má funkce f(x) na množině gk(x) = 0, kde k = 1, 2, . . . , r, v bodě a lokálńı extrém,
existuj́ı reálná č́ısla λ1, λ2, . . . , λr taková, že

df(a,dx) +
r∑

k=1

λkdgk(a,dx) = 0 .

Jestliže defunujeme Lagrangeovu funkci

L(x) = f(x) +
r∑

k=1

λkgk(x)

lze uvedenou podmı́nku zapsat jako dL(a,dx) = 0 neboli

∂L

∂xi
(a) = 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n.
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Věta. (Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u – postačuj́ıćı podmı́nka pro extrém)
Necht’ maj́ı funkce f(x) a gk(x), k = 1, 2, . . . , r < n, na otevřené množině M ⊂ Rn druhý diferenciál a
pro každé x ∈M je hodnost matice

g′(x) =



∂g1

∂x1

∂g1

∂x2
. . .

∂g1

∂xn
∂g2

∂x1

∂g2

∂x2
. . .

∂g2

∂xn
...

...
. . .

...

∂gr

∂x1

∂gr

∂x2
. . .

∂gr

∂xn


(x)

rovna r a v bodě a jsou splněny nutné podmı́nky pro lokálńı extrém funkce f(x) na množině gk(x) = 0, kde
k = 1, 2, . . . , r. Jestliže je kvadratická forma d2L(a,dx) na množině dgk(a,dx) = 0, kde k = 1, 2, . . . , r,

pozitivně definitńı má funkce f(x) na množině gk(x) = 0, k = 1, . . . , r, v bodě a lokálńı minimum
negativně definitńı má funkce f(x) na množině gk(x) = 0, k = 1, . . . , r, v bodě a lokálńı maximum
indefinitńı nemá funkce f(x) na množině gk(x) = 0, k = 1, . . . , r, v bodě a lokálńı extrém

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.r. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 12xy + 2y2 za podmı́nky
4x2 + y2 = 25.

Řešeńı: Protože se jedná o vázaný extrém, zavedeme Lagrangeovu funkci

L(x, y) = f(x, y) + λg(x, y) = x2 + 12xy + 2y2 + λ(4x2 + y2 − 25) .

Protože

∂L

∂x
= 2x + 12y + 8λx = (2 + 8λ)x + 12y ,

∂L

∂y
= 12x + 4y + 2λx = 12x + (4 + 2λ)y ,

jsou nutné podmı́nky pro extrém

(1 + 4λ)x + 6y = 0 , 6x + (2 + λ)y = 0 , 4x2 + y2 = 25 . (1)

Z prvńı rovnice dostaneme
y = −1

6
(1 + 4λ)x

a když tento výraz dosad́ıme do druhé rovnice, zjist́ıme, že muśı platit(
(2 + λ)(1 + 4λ)− 36

)
x =

(
4λ2 + 9λ− 34

)
x = 0 .

Je-li x = 0, je také y = 0, ale tento bod nesplňuje podmı́nku 4x2 + y2 = 25. Proto muśı
být

4λ2 + 9λ− 34 = 0 , tj. λ1 = 2 , λ2 = −17
4

.

Pro λ = 2 jsou prvńı dvě rovnice v (1)

9x + 6y = 0 , 6x + 4y = 0 ,

a tedy jsou lineárně závislé. Jejich obecné řešeńı je x = 2t, y = −3t, kde t ∈ R. Jestliže
dosad́ıme toto vyjádřeńı x a y do podmı́nky 4x2 + y2 = 25, dostaneme rovnici t2 = 1, tj.
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t = ±1. Pro λ = 2 jsme tedy našli dva body a1 = [2,−3] a a2 = [−2, 3], ve kterých může
být lokálńı vázaný extrém.

Pro λ = −17
4

vedou prvńı dvě rovnice v (1) na soustavu

−16x + 6y = 0 , 6x− 9
4
y = 0 ,

ve které jsou obě rovnice lineárně závislé. Obecné řešeńı této soustavy je x = 3t, y = 8t,
kde t ∈ R. Po dosazeńı do vazbové podmı́nky 4x2 + y2 = 25, dostaneme pro t rovnici
t2 = 1

4
, tj. t = ±1

2
. Pro λ = −17

4
máme tedy daľśı dva body a3 =

[
3
2
, 4
]

a a4 =
[
−3

2
,−4

]
,

ve kterých může mı́t funkce f(x, y) vázaný extrém.
Protože druhé parciálńı derivace Lagrangeovy funkce jsou

∂2L

∂x2
= 2 + 8λ ,

∂2L

∂x∂y
= 12 ,

∂2L

∂y2
= 4 + 2λ ,

je druhý diferenciál Lagrangeovy funkce

d2L = (2 + 8λ) dx2 + 24 dx dy + (4 + 2λ) dy2 .

Speciálně pro λ = 2 je

d2L = 18 dx2 + 24 dx dy + 8 dy2 = 2(3 dx + 2 dy)2

a pro λ = −17
4

dostaneme

d2L = −32 dx2 + 24 dx dy − 9
2
dy2 = −1

2
(8 dx− 3 dy)2 .

V obou př́ıpadech je druhý diferenciál Lagrangeovy funkce pouze semidefinitńı. Ale z
vazbové podmı́nky dostaneme pro proměnné dx a dy vztah

dg(x, y) = 8x dx + 2y dy = 0 .

Pro λ = 2 splňuj́ı x a y rovnici 3x + 2y = 0 a proto plat́ı dy = 8
3
dx. Tedy v tomto

př́ıpadě nás zaj́ımá kvadratická forma jedné proměnné Φ = 2
(

25
3

)2
dx2, která je pozitivně

definitńı. Proto má funkce f(x, y) na elipse 4x2 + y2 = 25 v bodech a1 = [2,−3] a
a2 = [−2, 3] lokálńı minimum.

Pro λ = −17
4

splňuj́ı x a y rovnici 8x − 3y = 0 a proto plat́ı dy = −3
2
dx. Tedy v

tomto př́ıpadě nás zaj́ımá kvadratická forma jedné proměnné Φ = −1
2

(
25
2

)2
dx2, která je

negativně definitńı. Proto má funkce f(x, y) na elipse 4x2 + y2 = 25 v bodech a3 =
[

3
2
, 4
]

a a4 =
[
−3

2
,−4

]
lokálńı maximum.

Př́ıklad 2.r. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xy2z3 za podmı́nky x+y+z = 1,
x, y, z > 0.

Řešeńı: Jedná se o vázaný extrém, ale podmı́nka je velmi jednoduchá. Proto nepoužijeme
metodu Lagrangeových multiplikátor̊u, ale podmı́nku vyřeš́ıme. Nejjednodušš́ı bude vy-
jádřit x = 1− y− z. Po dosazeńı do funkce f(x, y, z) dostaneme funkci dvou proměnných

F (y, z) = (1− y − z)y2z2 .
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Podmı́nky x, y, z > 0 pak vedou na podmı́nky pro y > 0, z > 0 a y+z < 1. Budeme tedy
hledat lokálńı extrémy funkce F (y, z) na otevřeném trojúhelńıku y > 0, z > 0 a y+z < 1.
Protože se jedná o lokálńı extrémy funkce na otevřené množině, jsou nutné podmı́nky pro
extrém

∂F

∂y
= −y2z3 + 2yz3(1− y − z) = yz3(2− 3y − 2z) = 0 ,

∂F

∂z
= −y2z3 + 3y2z2(1− y − z) = y2z2(3− 3y − 4z) = 0 .

Protože y, z > 0 plyne z těchto podmı́nek soustava rovnic

3y + 2z = 2 , 3y + 4z = 3 =⇒ y = 1
2
, z = 1

3
.

Protože pro tyto hodnoty plat́ı y + z = 5
6

< 1 našli jsme bod a =
[

1
2
, 1

3

]
, ve kterém může

mı́t funkce F (y, z) lokálńı extrém.
O jeho typu rozhodneme pomoćı druhého diferenciálu d2F (a,h). Protože

F ′′
,yy = z3(2− 3y − 2z)− 3yz3 ,

F ′′
,yz = 3yz2(2− 3y − 2z)− 2yz3 ,

F ′′
,zz = 2y2z(3− 3y − 4z)− 4y2z2 ,

je matice A, která odpov́ıdá kvadratické formě d2F (a,h) rovna

A =

(
−1

8
, − 1

12

− 1
12

, −1
9

)

A protože D1 = −1
8

< 0 a D2 = 1
72
− 1

144
> 0, je kvadratická forma d2F (a,h) negativně

definitńı. Tedy v bodě a má funkce F (y, z) lokálńı maximum.
Protože x = 1− y − z má funkce f(x, y, z) na množině x + y + z = 1 v bodě

[
1
6
, 1

3
, 1

2

]
lokálńı maximum.

Př́ıklad 3.r. Najděte lokálńı extrémy funkce z = z(x, y), která je dána jako řešeńı rovnice

x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x + 2y + 2z + 2 = 0 . (2)

Řešeńı: Ukážeme dvě metody řešeńı dané úlohy. V prvńı budeme předpokládat, že je
rovnićı (2) implicitně definována funkce z = z(x, y) a ve druhé budeme pomoćı Lagran-
geových multiplikátor̊u hledat lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = z za podmı́nky (2).

Když předpokládáme, že je rovnićı (2) implicitně definována funkce z = z(x, y), plat́ı
pro jej́ı parciálńı derivace vztahy

2x + 2zz′
,x − z − xz′

,x − yz′
,x + 2 + 2z′

,x = 2x− z + 2 + (2z − x− y + 2)z′
,x = 0 ,

2y + 2zz′
,y − xz′

,y − z − yz′
,y + 2 + 2z′

,y = 2y − z + 2 + (2z − x− y + 2)z′
,y = 0 .

Protože hledáme lokálńı extrémy funkce z = z(x, y), budou nás zaj́ımat body, ve kterých
je z′

,x = z′
,y = 0. Pro takové body muśı platit

2x− z + 2 = 0 , 2y − z + 2 = 0
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a rovnice (2). Z předcházej́ıćı soustavy rovnic plyne y = x a z = 2x+2. Jestliže dosad́ıme
do (2), dostaneme pro x kvadratickou rovnici x2 + 6x + 5 = 0, která má řešeńı x1 = −1
a x2 = −5. Tak jsme źıskali dva body a1 = [−1,−1, 0] a a2 = [−5,−5,−8], ve kterých
může být extrém.

Abychom našli jeho typ, měli bychom ještě naj́ıt druhý diferenciál funkce z = z(x, y)
v těchto bodech. Pro druhé parciálńı derivace źıskáme soustavu rovnic

2− z′
,x +

(
2z′

,x − 1
)
z′

,x + (2z − x− y + 2)z′′
,xx = 0 ,

−z′
,y +

(
2z′

,y − 1
)
z′

,x + (2z − x− y + 2)z′′
,xy = 0 ,

2− z′
,y +

(
2z′

,y − 1
)
z′

,y + (2z − x− y + 2)z′′
,yy = 0 .

Druhý diferenciál hledáme v bodech a1 = [−1,−1, 0] a a2 = [−5,−5,−8]. V obou těchto
bodech je z′

,x = z′
,y = 0.

V bodě a1 dostaneme

2 + 4z′′
,xx = 0 , z′′

xy = 0 , 2 + 4z′′
,yy = 0 .

Tedy v tomto bodě je
d2z(a1,h) = −1

2

(
h2

1 + h2
2

)
.

Jedná se proto o negativně definitńı kvadratickou formu a proto má funkce z = z(x, y) v
bodě a1 = [−1,−1, 0] lokálńı maximum.

V bodě a2 dostaneme

2− 4z′′
,xx = 0 , z′′

xy = 0 , 2− 4z′′
,yy = 0 .

Tedy v tomto bodě je
d2z(a2,h) = 1

2

(
h2

1 + h2
2

)
.

Jedná se proto o pozitivně definitńı kvadratickou formu a proto má funkce z = z(x, y) v
bodě a2 = [−5,−5,−8] lokálńı minimum.

Když budeme př́ıklad řešit tak, že budeme hledat lokálńı extrém funkce f(x, y, z) = z
za podmı́nky (2), sestroj́ıme nejprve Lagrangeovu funkci

L(x, y, z) = f(x, y, z) + λg(x, y, z) = z + λ
(
x2 + y2 + z2 − xz − yz + 2x + 2y + 2z + 2

)
.

Nutné podmı́nky pro lokálńı extrém nyńı jsou

∂L

∂x
= λ(2x− z + 2) = 0 ,

∂L

∂y
= λ(2y − z + 2) = 0 ,

∂L

∂z
= 1 + λ(2z − x− y + 2) = 0

a vazbová podmı́nka (2). Ze třet́ı rovnice plyne, že λ 6= 0 a pro x, y a z dostaneme tedy
stejnou soustavu rovnic jako v prvńı metodě. Nav́ıc pro bod a1 = [−1,−1, 0] dostaneme
ze třet́ı rovnice λ1 = −1

4
a pro bod a2 = [−5,−5,−8] źıskáme λ2 = 1

4
.

Druhé parciálńı derivace Lagrangeovy funkce L(x, y, z) jsou

L′′
,xx = 2λ , L′′

,xy = 0 , L′′
,xz = −λ , L′′

,yy = 2λ , L′′
,yz = −λ , L′′

,zz = 2λ .

Tedy druhý diferenciál Lagrangeovy funkce je

d2L = 2λ( dx2 − dx dz + dy2 − dy dz + dz2) .

Ten je pozitivně definitńı pro λ = 1
4

> 0 a negativně definitńı pro λ = −1
4
.

Opět jsme dostali, že funkce z = z(x, y) definovaná rovnićı (2) má lokálńı maximum
v bodě a1 = [−1,−1, 0] a lokálńı minimum v bodě a2 = [−5,−5,−8].
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + 2y2 za podmı́nky x2 − 2x +
2y2 + 4y = 0. [

v bodě [0; 0] je lokálńı minimum, v bodě [2;−2] je lokálńı maximum.
]

Př́ıklad 2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy za podmı́nky x2−3xy+y2 = 20.[
v bodech [2;−2] a [−2; 2] jsou lokálńı minima.

]
Př́ıklad 3. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy za podmı́nky x2+5xy+4y2 = 18.[

v bodech [2; 1] a [−2;−1] jsou lokálńı maxima.
]

Př́ıklad 4. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = xy za podmı́nky
2

x
+

3

y
= 1.[

v bodě [4; 6] je lokálńı minimum.
]

Př́ıklad 5. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − 2y + 2z za podmı́nky x2 +
y2 + z2 = 1.[

v bodě
[

1
3
;−2

3
; 2

3

]
je lokálńı maximum, v bodě

[
−1

3
; 2

3
;−2

3

]
je lokálńı minimum.

]
Př́ıklad 6. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xyz za podmı́nky x + y + z = 3.[

v bodě [1; 1; 1] je lokálńı maximum,
v bodech [3; 0; 0], [0; 3; 0] a [0; 0; 3] nejsou lokálńı extrémy.

]
Př́ıklad 7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xy+xz+yz za podmı́nky xyz = 1.[

v bodě [1; 1; 1] je lokálńı minimum.
]

Př́ıklad 8. Najděte lokálńı extrémy funkce y = y(x), která je dána jako řešeńı rovnice
x2 − xy + y2 − 2x + 4y + 1 = 0. [

v bodě x = 1 je lokálńı maximum y = 0,
v bodě x = −1 je lokálńı minimum y = −4.

]
Př́ıklad 9. Najděte lokálńı extrémy funkce y = y(x), která je dána jako řešeńı rovnice
x3 + y3 − 3xy = 0. [

v bodě x = 3
√

2 je lokálńı maximum y = 3
√

4,
v okoĺı bodu [0; 0] neńı funkce y = y(x) rovnićı definována.

]
Př́ıklad 10. Najděte lokálńı extrémy funkce z = z(x, y), která je dána jako řešeńı rovnice
2x2 + 2y2 + z2 + 4xz + 4y − z + 4 = 0. [

v bodě [−1,−1] je lokálńı maximum z = 1,
v bodě [2;−1] je lokálńı minimum z = −4.

]
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