Cviceni 11.2.

Lokalni vazané extrémy

VETA. (METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU — nutnd podminka pro extrém)
Necht jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné na oteviené mnoziné M C R™ a pro kazdé x € M
je ngad g(xH # 0. Jestlize m4 funkce f(x) na mnoziné g(x) = 0 v bodé a lokélni extrém, existuje
redlné ¢islo \ takové, ze df(a,dx) + Adg(a,dx) = 0.

Jestlize defunujeme Lagrangeovu funkeci

L(x) = f(x) + Ag(x)
1ze uvedenou podminku zapsat jako dL(a, dx) = 0 neboli
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(a)=0 prokazdéi=1,2,...,n.

VETA. (METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU — postacugjici podminka pro extrém)
Necht maji funkce f(x) a g(x) na oteviené mnozin¢ M C R™ druhy diferencidl a pro kazdé
x € M je ngad g(XH # 0. a v bodé a jsou splnény nutné podminky pro lokédlni extrém funkce
f(x) na mnoziné g(x) = 0. Jestlize je kvadratickd forma d?L(a,dx) na mnoziné dg(a,dx) = 0

pozitivné definitni ma funkce f(x) na mnoziné g(x) = 0 v bodé a lokdlni minimum
negativné definitni ma funkce f(x) na mnoziné g(x) = 0 v bodé a lokalni maximum
indefinitni nemd funkce f(x) na mnoziné g(x) = 0 v bodé a lokalni extrém

VETA. (METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU — nutnd podminka pro extrém)
Necht jsou funkce f(x) a gr(x), k = 1, 2, ..., r < n, diferencovatelné na oteviené mnozing M C R" a
pro kazdé x € M je hodnost matice
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rovna 7. Jestlize mé funkce f(x) na mnoziné gx(x) = 0, kde k = 1,2, ..., r, v bodé a lokdln{ extrém,
existuji redlna c¢isla A1, Ao, ..., A, takova, ze

df(a,dx) + > Agdgr(a,dx) =0.
k=1

Jestlize defunujeme Lagrangeovu funkci
L(x) = f(x) + kE Ak gk (%)
=1
lze uvedenou podminku zapsat jako dL(a,dx) = 0 neboli
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(a) =0 prokazdéi=1,2,..., n.



VETA. (METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU — postacujici podminka pro extrém)
Necht maji funkce f(x) a gi(x), k=1, 2, ..., r < n, na oteviené mnoziné M C R™ druhy diferencidl a
pro kazdé x € M je hodnost matice
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rovna r a v bodé a jsou splnény nutné podminky pro lokéln{ extrém funkce f(x) na mnoziné gx(x) = 0, kde
k=1,2, ..., r Jestlize je kvadratickd forma d?L(a, dx) na mnoziné dgy(a,dx) =0, kde k =1, 2, ..., r,

pozitivné definitn{ m4d funkce f(x) na mnoziné gx(x) =0,k =1, ..., r, v bodé a lokdln{ minimum

negativné definitn{ md funkce f(x) na mnoziné gx(x) =0, k=1, ..., r, v bodé a lokdln{ maximum
indefinitn{ nemd funkce f(x) na mnoziné gi(x) =0, k =1, ..., r, v bodé a lokdln{ extrém

RESENE PRIKLADY

Priklad 1.r. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = 2% + 12zy + 2y* za podminky
422 + y* = 25.

RESEN{: Protoze se jednd o vazany extrém, zavedeme Lagrangeovu funkci
L(x,y) = f(z,y) + Ag(x,y) = 2* + 122y + 2y + A\(42® + y* — 25).

Protoze
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8—:2x+12y+8)\x:(2+8)\)x+12y, 8—:12x+4y+2/\x:12x+(4+2>\)y,
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jsou nutné podminky pro extrém
(14+4N)zx+6y=0, 6x+((2+Ny=0, 4dz>+y*>=25. (1)

7 prvni rovnice dostaneme
y=—3(1+4\)z

a kdyz tento vyraz dosadime do druhé rovnice, zjistime, ze musi platit
(2+A)(1+4X) —36)z = (4N + 9N —34)z = 0.
Je-li z = 0, je také y = 0, ale tento bod nesplituje podminku 422 4 y? = 25. Proto musi
byt
AN49N—=34=0, tj. M =2, \=-1.
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Pro A = 2 jsou prvni dvé rovnice v (1)

9z + 6y =0, 6 +4y =0,
a tedy jsou linedrné zavislé. Jejich obecné teSeni je x = 2t, y = —3t, kde t € R. Jestlize

dosadime toto vyjadien{ z a y do podminky 4x2 + y? = 25, dostaneme rovnici t? = 1, tj.



t = £1. Pro A = 2 jsme tedy nasli dva body a; = [2, 3] a ay = [—2, 3], ve kterych muze
byt lokalni vazany extrém.
Pro A = —1I vedou prvni dvé rovnice v (1) na soustavu

—16zx+6y =0, 6r — 2y =0,

ve které jsou obé rovnice linearné zavislé. Obecné feseni této soustavy je x = 3t, y = 8t,
kde t € R. Po dosazeni do vazbové podminky 4x? 4 y* = 25, dostaneme pro ¢ rovnici
t? =1, tj. t = +1. Pro A = — 1 mdme tedy dals{ dva body as = [2,4] a a; = [-2, —4],
ve kterych muze mit funkce f(z,y) vdzany extrém.
Protoze druhé parcidlni derivace Lagrangeovy funkce jsou
0*L 0?L 0*L

— =248\ =12 — =442\
Ox? +oA, Oxdy ’ Oy? +aA

je druhy diferencidl Lagrangeovy funkce
d’L = (24 8)\) da® + 24 dx dy + (4 + 2)) dy?.
Specialné pro A = 2 je
d*L = 18da? + 24 dw dy + 8dy* = 2(3dx + 2dy)?
a pro A = —% dostaneme

d’L = —32da2? + 24dady — $dy? = —1 (8dx — 3dy)?>.
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V obou ptipadech je druhy diferencial Lagrangeovy funkce pouze semidefinitni. Ale z
vazbové podminky dostaneme pro proménné dz a dy vztah

dg(z,y) = 8z dx +2ydy = 0.

Pro A = 2 splnuji z a y rovnici 3z + 2y = 0 a proto plati dy = %dx. Tedy v tomto
piipadé nas zajimé kvadraticka forma jedné proménné ¢ = 2(%)2 dz?, ktera je pozitivneé
definitni. Proto md funkce f(z,y) na elipse 42? + y*> = 25 v bodech a; = [2,-3] a
ay = [—2, 3] lokalni minimum.

Pro \ = —% spliuji x a y rovnici 8¢ — 3y = 0 a proto plati dy = —% dx. Tedy v
tomto pifpadé nés zajima kvadratickd forma jedné proménné ¢ = —1 (25 2
negativné definitni. Proto mé funkce f(z,y) na elipse 422 + y? = 25 v bodech a3z = |
aay = [—%, —4} lokalni maximum.

dz?, ktera je
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Priklad 2.r. Najdéte lokaln{ extrémy funkce f(x,y, 2) = xy?2% za podminky x+y+2z = 1,
x,y, 2> 0.

RESENI{: Jednd se o vézany extrém, ale podminka je velmi jednoduchd. Proto nepouzijeme
metodu Lagrangeovych multiplikatori, ale podminku vyresime. Nejjednodussi bude vy-
jadiit x = 1 —y — z. Po dosazeni do funkce f(z,vy, z) dostaneme funkci dvou proménnych

Fly,z) = (1 -y - 2)y*2*.



Podminky z, y, z > 0 pak vedou na podminky proy > 0, 2 > 0 a y+ 2z < 1. Budeme tedy
hledat lokélni extrémy funkce F'(y, z) na otevieném trojihelnikuy >0,z > 0ay+2z < 1.
Protoze se jedna o lokalni extrémy funkce na oteviené mnoziné, jsou nutné podminky pro
extrém

OF

i —?2 21—y —2) =y} (2 -3y —22) =0,
Y

OF

5 —?2 372 (1 —y — 2) = y*2%(3 -3y —42) = 0.
2

Protoze y, z > 0 plyne z téchto podminek soustava rovnic

Protoze pro tyto hodnoty plati y + z = % < 1 nasli jsme bod a = [%, %}, ve kterém muze
mit funkce F(y, z) lokalni extrém.
O jeho typu rozhodneme pomoci druhého diferencidlu d?F'(a, h). Protoze

FY =252 -3y —2z) — 3yz*,

F! = 3yz*(2 — 3y — 22) — 2y2*,

7yZ

F7 = 2y°2(3 — 3y — 42) — 4y°2°

je matice A, kterd odpovidd kvadratické formeé d2F(a,h) rovna
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A protoze Dy = —% <0aDy,= % — E14 > 0, je kvadratickd forma d?F(a,h) negativné
definitni. Tedy v bodé a mé funkce F(y, z) lokdln{ maximum.

Protoze = 1 — y — 2z méa funkce f(z,y,z) na mnoziné z +y + 2z =1 v bodé [, 1, 1]
lokalni maximum.

Piiklad 3.r. Najdéte lokédln{ extrémy funkce z = z(x, y), kterd je dédna jako teseni rovnice
Py —yr 420 +2y+224+2=0. (2)

RESEN{: Ukdzeme dvé metody feseni dané tlohy. V prvni budeme predpokladat, ze je
rovnici (2) implicitné definovana funkce z = z(z,y) a ve druhé budeme pomoci Lagran-
geovych multiplikdtoru hledat lokalni extrémy funkce f(z,y,z) = z za podminky (2).

Kdyz predpokldadame, ze je rovnici (2) implicitné definovéna funkce z = z(x,y), plati
pro jeji parcialni derivace vztahy
204222, —z—x2, —y 4242, =20 —2+24+ (22 -2 —y+2)2, =0,

2y +2z2, — w2y — 2 -y, +2+22, =2y —2+2+ (22— —y+2), =0.
Protoze hleddme lokélni extrémy funkce z = z(x, y), budou nas zajimat body, ve kterych
je 2, = 2, = 0. Pro takové body musf platit

20 —2+2=0, 2y—2+2=0



a rovnice (2). Z predchéazejici soustavy rovnic plyne y = z a z = 2x + 2. Jestlize dosadime
do (2), dostaneme pro z kvadratickou rovnici z* + 6z + 5 = 0, kterd m4 feSenf r; = —1
a oy = —5. Tak jsme ziskali dva body a; = [—1,—1,0] a ay = [—5, —5, =8|, ve kterych
muze byt extrém.

Abychom nasli jeho typ, méli bychom jesté najit druhy diferenciél funkce z = z(z,y)
v téchto bodech. Pro druhé parcialni derivace ziskame soustavu rovnic

2- 2+ (22, — 1)z, + (22 —w -y +2)2, =0,
—2,+ (22, — )2, + 22—z —y+2)2%, =0,
2—2, + (szy — 1)zfy + 2z -1 —y+2)), =0.
Druhy diferencial hleddme v bodech a; = [-1,—1,0] a ay = [-5, —5, —8]. V obou téchto
bodech je 2/, = 2/, = 0.
V bodé a; dostaneme

24428, =0, 2z, =0, 2442 =0.

xy
Tedy v tomto bodé je
d*z(a;,h) = —% (h% + h%) .
Jedna se proto o negativné definitni kvadratickou formu a proto ma funkce z = z(x,y) v
bodé a; = [—1, —1, 0] lokdln{ maximum.
V bodé a, dostaneme
2—-420, =0, z,=0, 2-42 =0.
Tedy v tomto bodé je
d*z(a,h) = 3 (k] + h3).
Jedna se proto o pozitivné definitni kvadratickou formu a proto ma funkce z = z(z,y) v
bodé ay = [—5, —5, —8] lokdln{ minimum.
Kdyz budeme piiklad fesit tak, ze budeme hledat lokélni extrém funkece f(z,y,z2) = 2
za podminky (2), sestrojime nejprve Lagrangeovu funkci

L(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z,y,2) = 2+ AN(2® + y* + 2" —2z —yz + 22 + 2y + 22 + 2) .

Nutné podminky pro lokalni extrém nyni jsou
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— =2z — 2)=0 — =2y — 2)=0 — =14+ X2z—2x— 2)=0
5y~ N2 —2+2) o (2y—2+2)=0, —=1+A2-z—-y+2)
a vazbova podminka (2). Ze tteti rovnice plyne, ze A # 0 a pro z, y a z dostaneme tedy
stejnou soustavu rovnic jako v prvni metodé. Navic pro bod a; = [—1,—1,0] dostaneme
ze tieti rovnice \; = —411 a pro bod a; = [—5, —5, —8] ziskdme Ay = }l.

Druhé parcidlni derivace Lagrangeovy funkce L(z,y, z) jsou

L, =2\, L', =0, L' =-X L' =2\ L' =-X L") =2\

22

Tedy druhy diferencial Lagrangeovy funkce je
d’L =2X\(d2® — dzdz + dy?* — dydz + dz?).

Ten je pozitivné definitni pro A = }L > 0 a negativné definitni pro A\ = —i.
Opét jsme dostali, ze funkce z = z(x,y) definovand rovnici (2) ma lokalni maximum
v bodé a; = [—1,—1,0] a lokdln{ minimum v bodé a; = [—5, =5, —8§].
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NERESENE PRIKLADY

Priklad 1. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = x* + 2y? za podminky z? — 2x +
2y% + 4y = 0. )
[V bodé [0;0] je lokdlni minimum, v bodé [2; —2] je lokdlni maximum.

Ptiklad 2. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(z,y) = zy za podminky 2* —3zy +y* = 20.

[V bodech [2; —2] a [—2;2] jsou lokalni minima.

Priklad 3. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = xy za podminky z%+5zy+4y* = 18.

v bodech [2;1] a [—2; —1] jsou lokalni maxima.
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Piiklad 4. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y) = xy za podminky — + — = 1.
Ty

[V bodeé [4; 6] je lokdlni minimum.
Priklad 5. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x,y,z) = x — 2y + 22 za podminky x?* +
; —%; %} je lokalni maximum, v bodé [—%; %; —%} je lokalni minimum._
Piiklad 6. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y,z) = xyz za podminky z +y + z = 3.

v bodé [1;1; 1] je lokalni{ maximum,
v bodech [3;0; 0], [0;3;0] a [0;0; 3] nejsou lokélni extrémy. |

Piiklad 7. Najdéte lokdln{ extrémy funkee f(z,y, 2) = ry+rz+yz za podminky ryz = 1.

[V bodé [1;1; 1] je lokalni minimum.

Piiklad 8. Najdéte lokélni extrémy funkce y = y(x), kterd je ddna jako feseni rovnice
22 —zy+1y? -2 +4y+1=0.

v bodé x =1 je lokalni maximum y = 0,

|:V bodé z = —1 je lokalni minimum y = —4}

Piiklad 9. Najdéte lokédlni extrémy funkce y = y(x), kterd je dédna jako Feseni rovnice
3+ > — 3zy = 0.
{v bodé z = /2 je lokdlni maximum y = \3/1, ]

v okoli bodu [0; 0] neni funkce y = y(z) rovnici definovéana.

Piiklad 10. Najdéte lokalni extrémy funkce z = z(x,y), kterd je ddna jako feseni rovnice
202 4+ P2 + 22+ 4z +4y —2+4=0.
v bodé [—1, —1] je lokélni maximum z = 1,
|:V bodeé [2; —1] je lokélni minimum z = —4. ]



