Cviceni 12.1.
Globalni extrémy

Pii hleddni nejvétsi a nejmensi hodnoty spojité funkce f(x) na kompaktni, tj. uzaviené a ome-
zené, podmnoziné M C R" se pouziva néasledujici véta.

VETA. Nechf je funkce f(x) = f(z1,z2,...,T,) spojitd na kompaktni mnoziné M C R". Pak v
mnoziné M existuji Xmin & Xmax takové, ze pro kazdé x € M je

f(Xmin < f(X) < f(xmax) .

Jinymi slovy lze Fict, Ze spojitd funkce f(x) md na kompaktni mnoziné M C R™ minimum a
maximum. Pfi hleddni globalnich extrému hleddme body, ve kterych minimum nebo maximum
muze nastat.

Uvnitf mnoziny M jsou to body, ve kterych muze byt lokdlni minimum, tj. body a € M°,
ve kterych je df(a,dx) = 0, neboli, ve kterych je

of
81’1

(a)=0 pro kazdé i =1, 2, ..., n.

Na hranici mnoziny M se pak ¢asto jednd o vazané extrémy. Proto na hranici mnoziny M
najdene body a, ve kterych muze nastat vazany lokalni extrém.

Timto zpusobem dostaneme jistou mnozinu bodu P, ve kterych muze mit funkce f(x) na
mnoziné M nejmensi a nejvétsi hodnotu. Proto sta¢i najit globalni extrém funkce f(x) na
mnoziné P. Pokud je mnozina P kone¢n4, je globalni minimum, resp. globalni maximum, funkce
f(x) na mnoziné M rovno minimu, resp. maximu, koneéné mnoziny f(P).

RESENE PRIKLADY

Priklad 1.r. Najdéte maximum a minimum funkce f(z,y) = 22 — zy + 3* na mnoziné
M C R? dané nerovnosti |z| + |y| < 1.

RESENI: V tomto piipadé se jednd o globaln{ extrémy spojité funkce f (x,y) na kompaktni,
tj. omezené a uzaviené, mnoziné. Proto budeme jeji extrémy nejprve hledat ve vnitinich
bodech mnoziny M, tj. na mnoziné |z| + |y| < 1, a pak na hranici M, tj. na mnoziné

|z + |y = 1.
Ve vnitinich bodech mnoziny M jsou nutné podminky pro lokalni extrém
of of
— =2r—y=0, - =— 2y =20.
ox vy Jy Ty

Tato soustava m4 jediné feseni x = y = 0. A protoze bod ay = [0, 0] lezi uvnitf mnoziny,
muze byt bodem, v némz je globalni extrém.

Hranice mnoziny M je tvofena Ctyimi useckami:

useckou U; danou nerovnostmi x >0,y >0, z +y = 1;

useckou Us danou nerovnostmi z <0,y >0, —z +y = 1;

useckou Us danou nerovnostmi x <0, y <0, —x —y = 1;

useckou U, danou nerovnostmi z > 0, y <0, x +y = 1.



Na usecce Uy jey =1— 2,0 < x < 1. Proto budeme hledat globalni extrém funkce
Fiiz)=fz,1-2)=2"—z2(1—-2)+(1—2)>=32"-3x+ 1.

Protoze F|(z) = 6x — 3, muze pro = € (0,1) nabyvat funkce F(x) extrém pouze v bodé,
kde F{(x) = 0, tj. pro z = 1. Tak dostaneme dalsf bod a; = [, 1].
Podobné dostaneme na otevienych tseckach Uy, Us a Uy body a; = [—%, %}, ag =

11 11
(=3 —3] aau=[5,-3].

Zatim jsme se nezabyvali krajnimi body usecek Uy, tj. vrcholy ctverce M. Proto je
pridame k bodum, kde funkce f(z,y) muze mit extrém. Tak dostaneme dalsi ¢tyfi body
a; = [1,0], ag = [0,1], a; = [-1,0] a ag = [0, —1].

Takto jsme ziskali 9 bodi mnoziny M, kde funkce f(x,y) muze nabyvat nejmensi a
nejveétsi hodnotu. A protoze

fag) =0, f(a1):f(a3):}l7 flaz) = f(as) =
flas) = f(as) = f(ar) = f(as) =1,
je minimum funkce f(z,y) na mnoziné M rovno f(0,0) = 0 a maximum je f(1,0) =

f(O,l) = f(—l,O) = f(ov—l) =L

Priklad 2.r. Najdéte supremum a infimum funkce f(x,y,2) = e 2 %73 (z + y + 2) na
mnoziné M C R? dané nerovnosti x >0,y > 0a z > 0.
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RESENI: Protoze mnozina M neni kompaktni, nejsou splnény predpoklady véty, a proto na
mnoziné M nemusi existovat ani maximum ani minimum funkce f(x,y, z). Proto budeme
nejprve hledat globédlni extrémy na kompaktni mnoziné Mg, ktera je dana nerovnostmi
x,y,z>0ax+2y+ 32 <R, kde R > 0. Protoze mnozina Mpg je kompaktni, 1ze pro ni
pouzit vétu. Nakonec pak prejdeme k limité R — oc.

Uvniti mnoziny My jsou nutné podminky pro extrém

0

(9_£ =e T gy —y—2+1)=0,

0

a—g =e W ( 2 — 2y —2241)=0,
0

8_{: = e W3 —3y —32+1)=0.

Tato soustava neméd feseni, a proto uvniti mnoziny Mg nemé funkce f(x,y, z) extrém.

Hranice mnoziny M je tvorena ctyimi trojihelniky:

A1 je trojuhelnik x =0, y, 2 > 0, 2y + 32z < R;

Ay je trojuhelnik y =0, z, 2 > 0, v + 32 < R;

Ajz je trojuhelnik 2 =0, z, y > 0, x + 2y < R;

Ay je trojuhelnik x + 2y + 32 =R, z, y, 2 > 0.

Na mnoziné Ay je f(x,y,2) = f(0,y,2) = F(y,2) = e % %(y + 2). Budeme tedy
hledat extrémy funkce F(y, z) na mnoziné M; C R? dané nerovnostmi y, z > 0, 2y +3z <
R. Protoze mnozina M, je kompaktni, plati pro ni tvrzeni véty. Uvniti mnoziny M; jsou
nutné podminky pro extrém

OF

or or
0y

=e W F(2y—224+1)=0

=e W ¥(3y—-32+1)=0.



Tyto rovnice nemaji feSeni. Hranice trojihelnika M; je tvorena tfemi tiseCkami:

U,, ktera je ddna vztahy y =0, 0 < 2z < L R;

Uy, kterd je dana vztahy z =0, 0 < y < %R;

Us, kterd je dana vztahy 2y + 32 = R, y, z > 0.

Na usecce Uy je F(y,z) = f(0,2) = G(z) = e 3?z. Protoze G'(z) = e %*(=3z + 1),
muze extrém nastat pouze v bodech z = %, z =0 nebo z = %R. Tomu odpovidaji body
ap = [0,0,0], by = 0,0, %] aaz = [0,0, 3 R]. Protoze nakonec prejdeme k limité R — oo,
muzeme predpokladat, ze R > 1.

Podobné najdeme sedm bodu ag = [0,0,0], a; = [R,0,0], ay = [0,%]%, O}, az =
[0,0,5 R], by = [1,0,0], by = [0,3,0] a by = [0,0,3], ve kterych muze mit funkce
f(z,y, z) na kompaktni mnoziné My extrém. Po dosazeni téchto bodu do funkce f(z,vy, 2)

dostaneme
f(a0) =0, flar) =Re™®. f(ag)=5Re ™ f(ag)=gRe ",
f(b1) =et, f(by) =3¢t f(bg) =ze ',

A protoze J%EI;O Re =0, je

sup f(z,y,z)=¢' a inf f(z,y,2)=0.
[-T,y,Z]GM [z,y,z]GM

NERESENE PRIKLADY

Priklad 1. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = x? + y* na elipse
22+ ay+y? = 3.
[nejvétéi hodnota je fax = 6 v bodech [v/3; —v/3] a [—v/3; V3] 7]
nejmensi hodnota je fyi, = 2 v bodech [1;1] a [—1; —1].

Priklad 2. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(z,y) = 223 + 5% + y* — 2y
na elipse 222 — 2zy +vy* = 1.

nejvétsi hodnota je fuax = 6 v bodé [1;1],

[nejmenéi hodnota je fmin = 1 v bodech [0;1] a [0; —1].]

Priklad 3. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) = 2? + 2y* na mnoziné
22 — 22+ 2% + 4y < 0.
nejvetst hodnota je fuax = 12 v bodé [2; —2], ]
{nejmenél’ hodnota je fuin = 0 v bodé [0;0].

Priklad 4. Najdéte maximum a minimum funkce f(z,y,2) = 32? — 2zy + 3y + 2° na
mnoziné M C R? dané nerovnost{ 22 + y? + 22 < 100.
nejvétsi hodnota je f.x = 400 v bodech [5\/5; —5v/3; O] a [—5\/5; 5v/2; O},_
nejmensi hodnota je fiin = 0 v bodé [0; 0; 0].

Piiklad 5. Najdéte maximum a minimum funkce f(x,y,2) = x + y + z na mnoziné
M c R? dané nerovnostmi 22 + ¢y < z < 1.
[nejvétéi hodnota je fmax = 1 4+ V2 v bodé [\/—§ V2. 1} ,]
nejmensi hodnota je fi, = —% v bodé [—%; -3 —}.
Piiklad 6. Najdéte supremum a infimum funkce f(z,y,2) = zy + xz + yz na mnoziné
r+y+z=3,z, vy, 2>0.

[Sup(f(x>ya Z)) =3= f(lv 1’ 1) = fmaxa inf(f(a:,y,z)) = 0:|



