Cviceni 12.2.
Slovni tlohy na extrém funkce

Na hleddni minima nebo maxima spojité funkce f(x) na kompaktni mnoziné M C R™ vedou
mnohé slovni ulohy.

RESENE PRIKLADY

Priklad 1.r. Danym bodem a = [a,b,c|, ktery lezi v prvnim oktantu ved'te rovinu P
tak, aby byl objem ¢tyfsténu, jehoz vrcholy jsou pocatek souradnic a prunik roviny P s
kladnymi osami x, y a z nejmensi.
RESEN{: Jestlize jsou priseciky roviny P se soufadnymi osami [p,0, 0], [0,¢,0] a [0,0,7],
. . p P . S . 1 .
P, ¢, v > 0 je rovina P ddna rovnici —+ =+~ = 1. Objem ctyfsténu je V' = ¢ pgr. Protoze
r
bod a lezi v roviné P, musi platit
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Nasim tkolem je najit minimum funkce F(p,r,q) = %pqr, kde p, q, r > 0, za podminky

(1).
Tuto tlohu budeme fesit metodou Lagrangeovych multiplikatoru. Zavedeme Lagran-
geovu funkci
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L(p,q,r) = %pqr%—k(——l— -+-- 1) :
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Nutné podminky pro lokalni extrém jsou
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a rovnice (1). Jestlize vyndsobime prvni rovnici p, druhou ¢ a tieti r a secteme, dostaneme
vzhledem k podmince (1) vztah A\ = % pqr. A kdyz dosadime toto A do nutnych podminek
pro lokalni extrém, zjistime, ze

Pro tuto rovinu P je V = %abc. 7 nazoru je ziejmé, Ze se jedna o nejmensi objem. Bylo
by to mozné ukazat tak, ze bychom hledali infimum funkce F(p, q,7) = % Prq na mnoziné
p > a, q>b, r>cspodminkou (1), ale tim by se to zbyteéné prodlouzilo.
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Priklad 2.r. Do usece eliptického paraboloidu — + % = —, 2z = c vepiste kvadr s
a c

nejvétsim objemem.
RESENI: Soufadnice vrcholi kvadru stény, kterd lezi v roviné z = ¢, oznaéme [£x,t+y, c| a
jeho vysku h. Objem tohoto kvadru je V' = 4xyh. Aby mohl byt objem maximalni, musi
lezet vrcholy [£x, 4y, ¢ — h] na elipsoidu, tj. musi pro né platit
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Budeme tedy hledat maximum funkce F(z,y,h) = 4zyh, kde z, y > 0, 0 < h < ¢, na
mnoziné dané rovnosti (2).

Ulohu budeme fesit pomoci Lagrangeovych multiplikdtoru. Zavedeme Lagrangeovu
funkci

2 2 —h
L(x,y,h):4xyh+A(x—2+y c )
a
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Nutné podminky pro extrém jsou
oL 2z oL 2y oL A
o yn + 2 0, 5y xh + 72 0, a7 xy—l—c 0

a podminka (2). Jestlize prvni rovnici vynasobime z, druhou y a tfeti h a srovname,

dostaneme
@ y* h

a2 0?2 2
A kdyz tyto vztahy dosadime do podminky (2), dostaneme pro h rovnici
c c—h

= tji. h=
h C,J

Pakjex:%aay:%baobjemkvédruje‘/:%abc.

Piiklad 3.r. Najdéte trojihelnik s danym obvodem 2p, ktery vytvofi rotaci kolem jedné
ze svych stran téleso s nejvétsim objemem.
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V uvedeném prikladé to 1ze udélat napriklad néasledujici zpusobem.

V trojihelniku AABC' ozna¢me ¢ délku strany AB, b délku strany AC' a a délku
strany BC'. Predpokladejme, zZe trojuhelnik rotuje kolem strany AB a oznacme v vysku
na tuto stranu. Bez ijmy na obecnosti lze pfedpoklddat ze a < b. Necht je P pata vysky
na stranu AB a x délka usecky AP. Lezi-li bod P na tusecce AB, oznacime y délku usecky
PB a jestlize lezi bod P za bodem B, oznacime délku této tusecky —y. Pak je

c=x+y, a=+\v>+y?, b=+Vv>+2?

a objem télesa vzniklého rotaci kolem pifmky AB je V = g m(x + y)v®. Podminka a < b
vede k nerovnosti |y| < x a podminka na obvod trojihelnika je

Ty + Vel o4 y2 o2 =2p. (3)
Matematicky mame tedy najit nejvétsi hodnotu funkce
fla,y,v) = gm(e+y)p?,

na mnoziné M, kterd je dana rovnici (3) a nerovnici |y| < z. Protoze je mnozina M
kompaktni a funkce f(x,y,v) spojitd maximum existuje.
Protoze se jednd o vazany extrém, sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,v) :%W($+y)v2+A<x+y+\/x2+v2+\/y2+v2—2p>.



Z nutnych podminek pro extrém ve vnitinim bodé mnoziny M, tj. pro |y| < x, dostaneme
rovnice

oL | x

oo = 3T +>\<1+—> =0,

ox 3 A /1’2 + V2

oL 1,2 Y

— =7 +)\<1—|——> =0,

dy 7 VY2 +v?
ze kterych plyne x = y. To ale neni vnitini bod. Proto budeme hledat extrémy funkce
f(@,y,v) = 3 7(x + y)v* na mnoziné dané rovnosti (3) a |y| = . Protoze pro y = —z je
f(x,—z,v) =0, neni v tomto bodé maximum.

Pro y = x dostaneme tlohu najit maximum funkce F'(z,v) = %mch na mnoziné M,

dané vztahy

s+ Va+oi=p, x>0.
7 této rovnice plyne
v? +vP = (p—2)?, t]. v* =p(p—271), nggép.
Jestlize do funkce F(z,v) dosadime za v?, dostaneme tilohu najit nejvétsi hodnotu funkce

G(z) = 2 mpa(p — 2x) 0<z<ip.

Protoze G'(z) = %Wp(p — 4x), muze byt maximum pouze v bodech x =0, x = Z—ip nebo
x = %p. A protoze
G0)=G(3p) =0 a G(ip) =57,

dostaneme nejvétsi hodnotu % 7p3 pro x = }1 D.
Pro tuto hodnotu z je
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NERESENE PRIKLADY

Priklad 1. Jaké rozméry musi mit bazén ve tvaru kvadru, aby mél pii daném objemu V'
nejmensi povrch?

[podstava kvadru je ¢tverec se stranou a = v/2V a jeho vyska je v = %a.}

Priklad 2. Jaké rozméry mé oteviend vana, kterd m& pulkruhovy prutez a dany povrch
S a kterd ma nejvétsi objem?

[7’ =d= ,/% S, kde r je polomér podstavy a d délka Vany}

Piiklad 3. Najdéte obdélnik s danym obvodem 2p, ktery vytvoii rotaci kolem jedné ze
svych stran téleso s nejvétsim objemem.

[obdélm'k rotuje kolem strany a = % p a délka druhé strany je b = % p.}

Priklad 4. Do polokoule s polomérem R vepiste kvadr s nejvétsim objemem.

Priklad 5. Do kuzele s polomérem podstavy R a vyskou h vepiste kvadr s nejvétsim
objemem.



sténa kvadru, kterd lezi v roviné je ¢tverec se stranou a = \% R a vyska je v = \/ig R.}
22 2 2
Priklad 6. Do elipsoidu — + 2 + — = 1 vepiste kvadr s nejvétsim objemem.
a c
[strany kvadru jsou z = \% a,y = \% baz= \% c.}

Piiklad 7. Najdéte poloosy elipsy 2?2 — 2xy + 3y% = 1.
NAvoD: Dand elipsa mé stied v poc¢dtku soufadnic. Proto jsou poloosy rovny maximalni a
minimélni vzdalenosti bodu elipsy od poc¢atku souradnic.

. ’ p o V2+1 o V2—1
[ehpsa mé puoloosy a = ’/W ab=, /W.}

Piiklad 8. Najdéte obsah elipsy, kterd je ddna jako prunik valce 22 + y? < 1 a roviny
r+2y+32=0.

NAvOD: Obsah elipsy s poloosami a, b je P = mab. Dand elipsa m4 stfed v pocatku soutradnic.
Proto jsou poloosy rovny maximalni a minimalni vzdalenosti bodu elipsy od poc¢atku soufadnic.

[P:%ﬂ'\/ﬁ.



