Cviceni 2.2.

1. Limity posloupnosti v R*

Necht je a,, = (a,(ll), ag), . ,a;k)) posloupnost v R¥. Pak je
lim a, = A = (AN, 4@ . A®)
pravé tehdy, kdyz vSechny posloupnosti agf ), kdet =1, 2, ..., k konverguji a plati
lim a,(f) =AW prokazdéi=1,2, ..., k.

RESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1.r. Najdéte limitu posloupnosti

a, =

\/n +Vnt+Vn (3p44\"? Tn cos®n (—3)"*3 — 5l
Jirl  GBno1) @t D@en-_1) 3515

Resend: Jednd se o posloupnost v R*, kde

o \/n~|— n+n o <3n+4)n2

vn+1 3n —1
(3) Tncos®n @  (=3)mt? — 5t
an - = ) an " =
(2n+1)(2n —1) 3ntb 4 pn—1

Protoze

lim ag) =1, lim @7(12) = /3, lim af) =0, lim aff) =25,

n—oo n—00 n—00 n—oo
je

lim a, = (1,65/3,0, —25) .

n—oo

Piiklad 1.2.r. Najdéte limitu posloupnosti

(DB —2)(dn+2) (3-2n\"" 2n+3) + (2n + 1)
" 2—n+3n2—"n* "\ 1+2n "2n43) —(2n+2) )7

Resend: Jednd se o posloupnost v R3, kde

o) (2n+1)(3n — 2)(4n +2) @)

n 2—n+3n2—"Tn3 o n

3 —2n)\ " o _ (2n+3)+ (20 +1)!
1+2n T 2n+3) - (2n+2)



Protoze limita posloupnosti a'? neexistuje, vlastné je a'?) ~ (—1)3" = (=1)", neexistuje

ani limita posloupnosti a,,, prestoze

lim (V) = —274, lim a® =1.

n—oo n—oo

Piiklad 1.3.r. Najdéte limitu posloupnosti

an — ((31_;27;>3n_1,3n(\/n2 g B vy WO e S e 1) .

Resend: Jednd se o posloupnost v R3, kde

1— 3n—1
ag):<3+27;> ;o aP=3n(Vn2+2-vn2-1), a¥ =vn+4-v2n—1.

Limity téchto posloupnosti v R jsou

1\ +oo
lim ag) ~ (——)+ =0,

n—oo 2

\/n2+2+\/n2—1
lim ¢® = lim [ 3n(vVn2+2—vn2—1 =
n—oo " ”_"’O( ( )\/n2+2+\/n2—1

In 9

lim ,
n—»oo\/n2+2+\/n2_1 2

4 2n —1
lim aff’) = lim ((\/71—1—4—\/271—1) \\;niéli\éQn 1) =
n n—

n—00 n—00
—00.

i —n+5
im —
n—oo \/n + 4 ++/2n — 1

A protoze tipsloupnost ald) nekonverguje, limita posloupnosti a,, neexistuje.

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte limitu posloupnosti

303 — Tn? + 5n — 4 gn 4 gn-1
an:(" ne ot on ,\/4n2—2n+1—2n+—).

2 — 4n? — 5n3 T ontl _ 3n

Piiklad 1.2. Najdéte limitu posloupnosti

o ((3—2n)(3n—2)(1—|—4n), <2n+7)5"+37m_3n> |

33 —Tn2+2n+2 2n + 2

[GEXSEEN



Priiklad 1.3. Najdéte limitu posloupnosti

3n?sinn! (3n2 +2)10. (2n —3)® [3n+4\*"
an - 7 Y N
m+1)(Bn2—2n+1)" (N2 +1)°-(2n3+3)6" \ 3n—1

[(0, 4,e75/3) }

Piiklad 1.4. Najdéte limitu posloupnosti

on®+3n 2" — e
n+4 2014 entl’

a, = (2(n* —4n+5) — 3vn(V2n+3—+v2n—-1) |.
( )

[(-25,~¢71,3v2) |

Piiklad 1.5. Najdéte limitu posloupnosti
1424...4n n [ 3n \77 22714 gnt2
ap = 5 s am1i1 on_2 |
2n + 3 2°\3n+2 4gnt+l — 3n—=3

Priklad 1.6. Najdéte limitu posloupnosti

- (n2(2n+3)" (n+ 3) cose™
T\ @n D)2 /3 1 on 3

[neexistuje.]

,\/n2—|—3n+2—\/n2—2n+5).

(te.0.3) ]

Piiklad 1.7. Najdéte limitu posloupnosti

_ 2n—1)—©2n+1)! /3—2n\""
an—<\/3n—2—\/3n+4>3.(2n+1)!+(2n)!’(1+2n> )

Piiklad 1.8. Najdéte limitu posloupnosti

(2n+1)"' 2n5 —4n3 —2+2n 37t —o7nl
a, — 5 )
(2n —1)"1 \/n+3(3n2 —2n 4 1) 37"t 27 ntl

2. Hromadné body posloupnsti

Redlné ¢islo A nebo symbol +0o nebo —oo se nazyva hromadny bod posloupnosti a,, kdyz

existuje posloupnost b, vybrana z posloupnosti a,, takovd, ze lim b, = A.
n—oo

Supremum mnoziny viech hromadnych bodu posloupnosti a,, se nazyva limes superior posloup-

nosti a, a znaci se limsup a,, nebo lim a,,.
n—o0 n—0o0

Infimum mnoziny vSech hromadnych bodu posloupnosti a,, se nazyva limes inferior posloupnosti

an a znadci se liminf a,, nebo lim a,,.
n—00 n—00



RESENE PRIKLADY

Priklad 2.1.r. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior
2n + 3) R )

om— 1 COS?.

Resent: Protoze pro kazdé k € Z plati

posloupnosti a,, = (

6k
os% = cos (%—FQ]WT) :cos%,
budeme uvazovat Sest vybranych posloupnosti b = Qenik, kde k=0, 1, ..., 5.
2n + 3
Protoze ZZ—E 1= + ST dostaneme
18n+2
lim b = lim (1 (2 6
nl_{gob" nggo( + 1o — 1) cos(2nm) = €°,
18n+5 66
lim b = lim (1 9 ):_
am b, m + 12n—|— 1 cos —i— nm 5
18n+8 eG
Jim 5 = lim (1 LTI 3) ( * 2””) B
18n+11
Tim. b = lim (1 + o 5> cos (1 + 2nm) e,
18n+14
lim b = lim (1 | =

18n+17
. (B) _ 1
nh_)rgo b,, 71113)10 (1 + on & 9) co < + 2n7r)

Mnozina hromadnych vSech hromadnych bodu posloupnosti a, je {e%, 3 e, —1e® —e®}.
Z toho pak plyne limsupa, = €% a liminf a, = —e®

n—o0 n—00

Priklad 2.2.r. Najdéte mnozinu vsech hromadnych bodu a limes superior a inferior

posloupnosti

n ™
cos — .
n+1 2

an =n(l— (-1

~—

Resend: V tomto piipadé staél uvazovat étyii vybrané posloupnosti b = Qqnik, kde
k=0,1, 2, 3. Pak dostaneme

4
nll_{glo b0 = nh_)nolo (4n(1 —(=D*) + in :L_ ] Cos(27m)> =1,
4 1
T}Lrlglo b = nhg)lo < (4n + 1 1)4”+1) + 4Z 1 5 Cos(%w + 27rn)) = 400,
4 2
nhj& bf) = nhi{)lo ( (4n + 2 —1)4”+2) + 4Z i 3 cos(m + 27rn)) =1,
4 3
lim b® = Tim  (4n+3)(1 — (=1)"*) + 22 cos(3 7+ 27m) | = +o0.
n—00 n—00 dn +4



Tedy mnozina hromadnych bodu posloupnosti a, je {1, —1,+oo}. 7 toho dostaneme
limsup a,, = 400 a liminfa, = —1.

n—oo n—oo

Priklad 2.3.r. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a limes inferior
3— (=1 =20\
3 .

2n —

posloupnosti a, = (

Resend: Kvali ¢lenu (—=1)" budeme uvazovat posloupnosti sudych a lichych ¢lentu po-

sloupnosti a,,, tj. posloupnosti b%o) = as, a b%l) = a9,4+1. Pro vybranou posloupnost b%o)
dostaneme
3 (-1 on 4 6n—2 924 6n—2
lim 5 = lim (=)™ = 4n — lim n .

2 —4n
Protoze limita lim
n—oo 4n —

lim b = lim |(—1)%2 4n — 2\ — fim (14— " — %2
Podobné pro podposloupnost by je

3— (—1)2H —4p — 2\ 34+1—4n—2\""
lim b0 = lim (=1 n — fim (27 _

1 6n+1
_ 7}13)10 [(_1)6n+1 (1 + g 1) ] — _e73/2,

Tedy mnozina hromadnych bodi posloupnosti a,, je {e*?, —e%/2}.

Proto je limsup a, = €¢*? a liminf a,, = —e~%/2.

n—oo n—oo

= —1, budeme psat

NERESENE PRIKLADY

Priklad 2.1. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior po-

V3n3 +2n2 4+ 1
n2n—1
[M:{O,\/é}, limsup a, = V6, liminfan:0.}

n—00 n—00

sloupnosti a, = (1 + (—=1)")

Priklad 2.2. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior po-

1 ti 14 B ™
sloupnosti a,, = - sin —.
P on + 3 2
[M ={—eY2,0,e7?}, limsupa, =ec¢ /2, liminfa, = —e /2 }

Priklad 2.3. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior po-
sloupnosti a, = (—1)""*V/2(y/n2 +2n+2 — \/n? — (=1)"n +1).

— 3 113 : _ 3 s . .
M={-35,-5,5.5}, limsupa, =3, liminfa, = — }
n—oo n—0oo

oo



Priklad 2.4. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior po-
n + 2 + (_1)71)1_2”

sloupnosti a,, = (
n—1

[M ={e % e}, limsupa, =e*, liminfa, =e® }

Priklad 2.5. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu a limes superior a inferior po-
142 (=1)m —3p\ "
3n—4-(=1)"+2 >
[M = {—c’ e, \/6}, limsupa, =e?, liminfa, = —e73 }

n—00 n—00

sloupnosti a,, = (



