
Cvičeńı 3.1.

1. Obraz množiny a obor hodnot zobrazeńı

Je-li f : X → Y zobrazeńı a A ⊂ X, nazývá se množina

f(A) =
{
y ∈ Y ; ∃x ∈ A ; f(x) = y

}
,

tj. množina všech y ∈ Y , pro které existuje x ∈ A takové, že y = f(x), obraz množiny A při
zobrazeńı f .
Množina Hf = f(X) se nazývá obor hodnot zobrazeńı f .

Zobrazeńı f : X → Y , pro které je Y = Hf , se nazývá zobrazeńı na množinu Y .

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1.r. Najděte obor hodnot funkce f : R → R, která je definována předpisem
x 7→ x2 + 3x + 4.

Řešeńı: Graf funkce y = f(x) = x2 + 3x + 4 je parabola

y − 7
4

=
(
x + 3

2

)2
.

Z tohoto grafu je vidět, že obor hodnot funkce f je množina y− 7
4
≥ 0, tj. interval

〈
7
4
, +∞

)
.

Formálně máme naj́ıt množinu všech y ∈ R, pro které má rovnice f(x) = y, tj. rovnice

x2 + 3x + 4 = y , (1)

reálné řešeńı. Rovnice (1) pro neznámou x je kvadratická rovnice x2 + 3x + 4 − y = 0,
jej́ıž diskriminant je

D = 32 − 4(4− y) = 4y − 7 .

Tedy kvadratická rovnice (1) má reálné řešeńı pro D = 4y − 7 ≥ 0, tj. pro y ∈
〈

7
4
, +∞

)
.

To ale znamená, že Hf =
〈

7
4
, +∞

)
.

Př́ıklad 1.2.r. Necht’ je dána funkce f : R → R definovaná předpisem x 7→ x2. Najděte
obraz množiny A = (−3,−1) ∪ (2, 4〉.
Řešeńı: Např́ıklad z grafu funkce y = f(x) = x2 je vidět, že f(A) = (1, 16〉.

Formálně muśıme ukázat, že se rovnaj́ı množina f(A) a interval (1, 16〉. V matematice se rovnost
množin M a N většinou dokazuje tak, že ukážeme, že M ⊂ N , tj. když je m ∈ M , pak je m ∈ N , a
N ⊂ M , tj. když je n ∈ N , pak je n ∈ M .

Abychom ukázali, že (1, 16〉 ⊂ f(A), muśıme pro každé y ∈ (1, 16〉 naj́ıt aspoň jedno řešeńı rovnice
y = x2, kde x ∈ (−3,−1) ∪ (2, 4〉 = A. Stač́ı např́ıklad zvolit x = −√y pro y ∈ (1, 9) a x =

√
y pro

y ∈ 〈9, 16〉.
Naopak necht’ je y ∈ f(A) pak existuje x ∈ (−3,−1) nebo x ∈ (2, 4〉 takové, že y = x2. Pokud je

−3 < x < −1, plat́ı pro y = x2 nerovnost 1 < y < 9, a pro 2 < x ≤ 4, je pro 4 < y = x2 ≤ 16. Tedy
y ∈ (1, 9) nebo y ∈ (4, 16〉, neboli y ∈ (1, 9) ∪ (4, 16〉 = (1, 16〉.

Př́ıklad 1.3.r. Najděte obor hodnot funkce f : R \ {−2} → R, která je definována
předpisem

x 7→ y =
x2 + x + 2

x + 2
.
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Řešeńı: Obor hodnot funkce y = f(x) je množina všech y ∈ R, pro které má rovnice
y = f(x) reálné řešeńı x 6= −2. Pro x 6= −2 je tato rovnice

x2 + x + 2 = (x + 2)y , neboli x2 + (1− y)x + 2− 2y = 0 . (2)

To je kvadratická rovnice pro x, jej́ıž diskriminant je

D = (1− y)2 − 4(2− 2y) = y2 + 6y − 7 .

Tedy kvadratická rovnice (2) má reálné řešeńı pro

D = y2 + 6y − 7 = (y + 7)(y − 1) ≥ 0 ,

tedy pro y ∈ (−∞,−7〉 ∪ 〈1, +∞). Toto řešeńı je

x± = 1
2

(
y − 1±

√
y2 + 6y − 7

)
. (3)

Muśı ještě ukázat, že pro y ∈ (−∞,−7〉 ∪ 〈1, +∞) je aspoň jedno z č́ısel x± 6= −2. Z
rovnice

−2 = 1
2

(
y − 1±

√
y2 + 6y − 7

)
plyne

−3− y = ±
√

y2 + 6y − 7 .

Jestliže tuto rovnici umocńıme, dostaneme vztah 9 = −7. Proto pro y ∈ (−∞,−7〉 ∪
〈1, +∞) nemůže být x± = −2. Z toho plyne, že obor hodnot funkce f je

Hf = (−∞,−7〉 ∪ 〈1, +∞) .

Př́ıklad 1.4.r. Ukažte, že zobrazeńı f : R2 → R2 definované předpisem

[x; y] 7→ (2x + y, 3x + 2y)

je na množinu R2.

Řešeńı: Muśıme ukázat, že pro každé [u; v] ∈ R2 má soustava rovnic

u = 2x + y , v = 3x + 2y

řešeńı. Protože má tato soustava řešeńı

x = 2u− v , y = −3u + 2v ,

je Hf = R2, a tedy se jedná o zobrazeńı na množinu R2.

Př́ıklad 1.5.r. Necht’ je X = R × (0,+∞). Najděte obor hodnot zobrazeńı f : X → R2, které
je definovávo předpisem

[x; y] 7→
[
x

y
;x + y

]
.

Řešeńı: Máme zjistit, pro které [u; v] ∈ R2 má soustava rovnic

u =
x

y
, v = x + y (4)
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v množině X řešeńı. Ze soustavy (4) plyne

x = uy , x = v − y =⇒ v − y = uy , tj. (1 + u)y = v .

Tedy pro u 6= −1 je
y =

v

1 + u
, x = uy =

uv

1 + u

a pro u = −1 je v = 0 (to je např́ıklad obraz bodu [x; y] = [−1; 1]).
Protože muśı platit y > 0, je pro u 6= −1

y =
v

1 + u
> 0 .

Obor hodnot zobrazeńı f je Hf = M+ ∪M− ∪
{
[−1; 0]

}
, kde

M+ = (−1,+∞)× (0,+∞) , M− = (−∞,−1)× (−∞, 0) .

Př́ıklad 1.6.r. Necht’ je f : R → R2 zobrazeńı, které je definované předpisem

t 7→ [1 + 2t; 2− 3t] .

Ukažte, že obor hodnot Hf tohoto zobrazeńı je př́ımka P s rovnićı 3x + 2y = 7.

Řešeńı: Pro zobrazeńı f je

x = 1 + 2t , y = 2− 3t , t ∈ R .

Protože
3x + 2y = 3(1 + 2t) + 2(2− 3t) = 7 ,

je Hf ⊂ P.
Naopak necht’ je [x; y] ∈ P . Pak plat́ı 3x + 2y = 7. Jestliže pro dané x ∈ R polož́ıme

t = 1
2
(x− 1) ∈ R, tj. x = 1 + 2t, je pro bod [x; y] ∈ P

3x + 2y = 3(1 + 2t) + 2y = 3 + 6t + 2y = 7 , neboli y = 1
2
(4− 6t) = 2− 3t .

To ale znamená, že [x; y] ∈ Hf , neboli P ⊂ Hf .

Př́ıklad 1.7.r. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3 definované předpisem

[x; y; z] 7→ [x + y + 3z + 2; x + 3y − z + 4; 2x + y + 4z + 3]

neńı na množinu R3 a najděte obor hodnot tohoto zobrazeńı.

Řešeńı: Bod [u; v; w] ∈ R3 patř́ı do množiny Hf právě tehdy, když existuje řešeńı soustavy
rovnic

u = x + y + 3z + 2 , v = x + 3y − z + 4 , w = 2x + y + 4z + 3 .

Tato soustava rovnic má ale řešeńı právě tehdy, když plat́ı

2u + v − 3w = 4 ,

a tedy ne pro všechna [u; v; w] ∈ R3. Proto obor hodnot zobrazeńı f neńı celý prostor R3,
ale pouze rovina daná rovnićı 2u + v − 3w = 4.
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Najděte obor hodnot funkce f : R \ {−2} → R, která je definována

předpisem x 7→ y =
x2 + x− 3

x + 2
.

[
Hf = R .

]
Př́ıklad 1.2. Najděte obor hodnot funkce f : R \ {−2} → R, která je definována

předpisem x 7→ y =
x2 + x− 2

x + 2
.

[
Hf = R \ {−3} .

]
Př́ıklad 1.3. Najděte obor hodnot funkce f : R → R, která je definována předpisem

x 7→ y = tgh x =
ex − e−x

ex + e−x
.

[
Hf = (−1, 1) .

]
Př́ıklad 1.4. Najděte obor hodnot funkce f : R → R, která je definována předpisem

x 7→ y = cotgh x =
ex + e−x

ex − e−x
.

[
Hf = (−∞,−1) ∪ (1, +∞) .

]
Př́ıklad 1.5. Ukažte, že zobrazeńı f : R2 → R2, které je definované předpisem

[x; y] 7→ [u; v] = [3x− 2y − 1; x + 4y + 3]

je na množinu R2.

Př́ıklad 1.6. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3, které je definované předpisem

[x; y; z] 7→ [u; v; w] = [x + 2y − z; x + y + 3z; 2x− y + z]

je na množinu R3.

Př́ıklad 1.7. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3, které je definované předpisem

[x; y; z] 7→ [u; v; w] = [x + y − 2z; x− 2y + z; 2x− y − z]

neńı na množinu R3 a najděte jeho obor hodnot Hf .[
Hf =

{
[u; v; w] ∈ R3 ; u + v − w = 0

}
.
]

Př́ıklad 1.8. Necht’ je zobrazeńı f : R2 → R3 definováno předpisem

[u; v] 7→ [x; y; z] = [2 + u− v;−1 + 2u + v; 2− u + 2v] .

Ukažte, že obor hodnot Hf je rovina v R3, která je dána rovnićı 5x− y + 3z = 17.

Př́ıklad 1.9. Necht’ je X = R2\
{
[x; 0] ; x ∈ R

}
a f : X → R2 je zobrazeńı definované předpisem

[x; y] 7→ [u, v] =
[
xy;

x

y

]
.

Najděte obraz množiny A = R× (0,+∞) ⊂ X.[
f(A) =

{
[u; v] ∈ R2 ; u, v > 0

}
∪

{
[u; v] ∈ R2 ; u, v < 0

}
∪ [0; 0] .

]
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2. Vzor množiny, prosté zobrazeńı

Necht’ je f : X → Y zobrazeńı a B ⊂ Y . Množina

f (−1)(B) =
{
x ∈ X ; f(x) ∈ B

}
,

tj. množina všech x ∈ X, pro které je f(x) ∈ B, se nazývá vzor množiny B při zobrazeńı f .
Pokud má pro každé y ∈ Y množina f (−1)

(
{y}

)
nejvýše jeden bod, nazývá se zobrazeńı f prosté,

tj. zobrazeńı f : X → Y je prosté právě tehdy, když pro každé y ∈ Y má rovnice f(x) = y v
množině X nejvýše jedno řešeńı.
Jinak se dá ř́ıct, že zobrazeńı f : X → Y je prosté právě tehdy, když z rovnosti f(x1) = f(x2)
plyne, že x1 = x2.

Stejná formulace je, že zobrazeńı f : X → Y je prosté právě tehdy, když pro každé x1, x2 ∈ X,
x1 6= x2, je f(x1) 6= f(x2).

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 2.1.r. Necht’ je f : R → R funkce definovaná předpisem x 7→ x2+3x+4. Najděte
vzor množiny B = 〈−1, 4〉
Řešeńı: Naše úloha je naj́ıt všechna reálná x, pro která plat́ı −1 ≤ f(x) = x2+3x+4 ≤ 4,
tj. pro která je −1 ≤ x2 + 3x + 4 a zároveň x2 + 3x + 4 ≤ 4. Prvńı z těchto nerovnost́ı
plat́ı pro každé x ∈ R a z druhé plyne x2 + 3x = x(x + 3) ≤ 0, tj. −3 ≤ x ≤ 0. Proto je
vzor množiny B = 〈−1, 4〉 roven

f (−1)
(
〈−1, 4〉

)
= 〈−3, 0〉 .

Př́ıklad 2.2.r. Ukažte, že funkce f : R → R definovaná předpisem x 7→ x2 + 3x + 4 neńı
prostá.

Řešeńı: Máme ukázat, že rovnice f(x1) = f(x2), tj.

x2
1 + 3x1 + 4 = x2

2 + 3x2 + 4 , x1, x2 ∈ R , (5)

má řešeńı x1 6= x2. Když rovnici (5) naṕı̌seme ve tvaru

x2
1 − x2

2 + 3x1 − 3x3 =
(
x1 − x2

)(
x1 + x2 + 3

)
= 0 ,

vid́ıme, že mimo řešeńı x1 = x2 existuje ještě řešeńı x1 a x2, pro která je x1 + x2 + 3 = 0,
např́ıklad x1 = −1 a x2 = −2. Tedy pro x1 = −1 6= x2 = −2 je f(−1) = f(−2) = 2, což
znamená, že funkce f neńı prostá.

Př́ıklad 2.3.r. Ukažte, že funkce f : 〈−3
2
, +∞) → R definovaná předpisem x 7→ x2+3x+4

je prostá.

Řešeńı: Máme ukázat, že z rovnice f(x1) = f(x2), tj.

x2
1 + 3x1 + 4 = x2

2 + 3x2 + 4 , x1, x2 ≥ −3
2
, (6)

plyne x1 = x2. Když rovnici (6) naṕı̌seme ve tvaru

x2
1 − x2

2 + 3x1 − 3x3 =
(
x1 − x2

)(
x1 + x2 + 3

)
= 0 ,
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vid́ıme, že muśı být x1 = x2 nebo x1 + x2 = −3. Ale pro x1, x2 ≥ −3
2

má druhá rovnice
jediné řešeńı x1 = x2 = −3

2
. Tedy z rovnice (6) pro x1, x2 ≥ −3

2
plyne x1 = x2, tj. funkce

f je prostá.

Př́ıklad 2.4.r. Ukažte, že funkce f : R → R, která je definovaná předpisem

x 7→ x3 + 3x2 + 4x + 1

je prostá.
Řešeńı: Máme ukázat, že rovnice f(x1) = f(x2), tj.

x3
1 + 3x2

1 + 4x1 + 1 = x3
2 + 3x2

2 + 4x2 + 1 , x1, x2 ∈ R ,

má jediné řešeńı x1 = x2. Protože plat́ı x3
1 − x3

2 = (x1 − x2)(x2
1 + x1x2 + x2

2), plyne z této rovnice

(x1 − x2)
(
x2

1 + x1x2 + x2
2 + 3x1 + 3x2 + 4

)
= 0 .

To znamená, že x1 = x2 nebo

x2
1 + x1x2 + x2

2 + 3x1 + 3x2 + 4 = 0 . (7)

Stač́ı tedy ukázat, že rovnice (7) nemá reálná řešeńı. Tuto rovnost lze zapsat ve tvaru

x2
1 + x1x2 + 3x1 + x2

2 + 3x2 + 4 =
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 − 1

4 (x2 + 3)2 + x2
2 + 3x2 + 4 =

=
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 + 3

4 x2
2 + 3

2 x2 + 7
4 =

(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 + 3

4 (x2 + 1)2 − 3
4 + 7

4 =

=
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 + 3

4 (x2 + 1)2 + 1 = 0

A protože
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 ≥ 0 a 3

4 (x2 + 1)2 ≥ 0, je

x2
1 + x1x2 + x2

2 + 3x1 + 3x2 + 4 =
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 + 3

4 (x2 + 1)2 + 1 ≥ 1 > 0 ,

a tedy rovnice (7) nemá reálná řešeńı.

Př́ıklad 2.5.r. Ukažte, že funkce f : R → R, která je definovaná předpisem

x 7→ x3 + 3x2 + 2x + 1

neńı prostá.
Řešeńı: Máme ukázat, že rovnice f(x1) = f(x2), tj.

x3
1 + 3x2

1 + 2x1 + 1 = x3
2 + 3x2

2 + 2x2 + 1 , x1, x2 ∈ R ,

má aspoň jedno řešeńı x1 6= x2. Pokud tuto rovnici zaṕı̌seme ve tvaru

(x1 − x2)
(
x2

1 + x1x2 + x2
2 + 3x1 + 3x2 + 2

)
= 0 ,

máme ukázat, že rovnice
x2

1 + x1x2 + x2
2 + 3x1 + 3x2 + 2 = 0 (8)

má aspoň jedno řešeńı x1 6= x2. Podobnými úpravami jako v předcházej́ıćım př́ıpadě dostaneme

x2
1 + x1x2 + x2

2 + 3x1 + 3x2 + 2 =
(
x1 + 1

2 (x2 + 3)
)2 + 3

4 (x2 + 1)2 − 1 = 0

Tato rovnice má např́ıklad reálné řešeńı x1 = 0, x2 = −1. Tedy plat́ı f(0) = f(−1) = 0 a funkce f neńı
prostá.
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Př́ıklad 2.6.r. Ukažte, že zobrazeńı f : R2 → R2 definované předpisem

[x1; x2] 7→ [2x1 + 3x2 − 1; x1 − 2x2 + 2]

je prosté.

Řešeńı: Stač́ı ukázat, že soustava lineárńıch rovnic

y1 = 2x1 + 3x2 − 1 , y2 = x1 − 2x2 + 2 (9)

má pro každé [y1; y2] ∈ R nejvýše jedno řešeńı. Protože tato soustava má pro každé
[y1; y2] ∈ R2 právě jedno řešeńı

x1 = 1
7
(2y1 + 3y2 − 4) , x2 = 1

7
(y1 − 2y2 + 5) ,

je zobrazeńı f prosté.

Př́ıklad 2.7.r. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3 definované předpisem

[x1; x2; x3] 7→ [2x1 − x2 − x3; x1 − 2x2 + x3; x1 + x2 − 2x3]

neńı prosté.

Řešeńı: Stač́ı ukázat, že rovnice f(x1, x2, x3) = 0 má v́ıc než jedno řešeńı. Rovnice
f(x1, x2, x3) = 0 je vlastně homogenńı soustava lineárńıch rovnic

2x1 − x2 − x3 = 0 , x1 − 2x2 + x3 = 0 , x1 + x2 − 2x3 = 0 , (10)

která má vždy řešeńı x1 = x2 = x3 = 0. Tedy stač́ı ukázat, že homogenńı soustava (10)
má nenulové řešeńı. Snadno nahlédneme, že jedno nenulové řešeńı je x1 = x2 = x3 = 1.
Tedy zobrazeńı f neńı prosté.

Př́ıklad 2.8.r. Necht’ je X = R2\
{
(0, y) ; y ∈ R

}
. Ukažte, že zobrazeńı f : X → R2 definované předpisem

[x; y] 7→
[
x− y;

y

x

]
neńı prosté.
Řešeńı: Máme ukázat, že rovnice f(x1, y1) = f(x2, y2), tj. soustava rovnic

x1 − y1 = x2 − y2 ,
y1

x1
=

y2

x2
, [x1; y1], [x2; y2] ∈ X , (11)

má řešeńı [x1; y1] 6= [x2; y2], tj. x1 6= x2 nebo y1 6= y2, kde x1, x2 6= 0.
Soustava (11) je ekvivalentńı soustavě

y2 = y1 − x1 + x2 , x1y2 − x2y1 = 0 . (12)

Jestliže dosad́ıme do druhé rovnice za y2, dostaneme

x1y1 − x2
1 + x1x2 − x2y1 = (x1 − x2)(y1 − x1) = 0 .

Z toho plyne x1 = x2 nebo y1 = x1.
Jestliže je x1 = x2 vede prvńı rovnice v (12) k rovnosti y2 = y1.
Pro y1 = x1 dostaneme z tohoto vztahu y2 = x2. Tedy soustava (11) má kromě řešeńı [x1; y1] = [x2; y2]

ještě řešeńı [x1;x1] a [x2;x2]. Tedy např́ıklad plat́ı f(1, 1) = f(2, 2) = [0; 1]. Obecně je

f (−1)
(
[0; 1]

)
=

{
[x;x] ∈ R2 ; x ∈ R \ {0}

}
,

a tedy zobrazeńı f neńı prosté.
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 2.1. Ukažte, že funkce f : R \ {−2} → R, která je definovaná předpisem

x 7→ y =
x2 + x− 3

x + 2

neńı prostá.

Př́ıklad 2.2. Ukažte, že funkce f : R → R, která je definovaná předpisem

x 7→ y = sinh x = 1
2

(
ex − e−x

)
je prostá.

Př́ıklad 2.3. Ukažte, že funkce f : R → R, která je definovaná předpisem

x 7→ y = cosh x = 1
2

(
ex + e−x

)
neńı prostá.

Př́ıklad 2.4. Ukažte, že funkce f : 〈0,∞) → R, která je definovaná předpisem

x 7→ y = cosh x = 1
2

(
ex + e−x

)
je prostá.

Př́ıklad 2.5. Ukažte, že zobrazeńı f : R2 → R2, které je definované předpisem

[x; y] 7→ [4x + y − 3; 3x + 2y + 5]

je prosté.

Př́ıklad 2.6. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3, které je definované předpisem

[x; y; z] 7→ [3x + 2y + z − 1; x + y + z + 3; x + z − 2]

je prosté.

Př́ıklad 2.7. Ukažte, že zobrazeńı f : R3 → R3, které je definované předpisem

[x; y; z] 7→ [3x + 2y + z − 1; x + y + z + 3; x− z − 2]

neńı prosté.

Př́ıklad 2.8. Ukažte, že zobrazeńı f : R → R4, které je definované předpisem

t 7→ [2t− 1; t− 3; 2; 2− 3t]

je prosté.

Př́ıklad 2.9. Ukažte, že zobrazeńı f : (0,∞)× (−π, π) → R2, které je definované předpisem

[r;ϕ] 7→ [r cos ϕ; r sinϕ]

je prosté.
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3. Vzájemně jednoznačné zobrazeńı, inverzńı zobrazeńı

Zobrazeńı f : X → Y , které je prosté a na množinu Y se nazývá vzájemně jednoznačné zobrazeńı.
Věta. Necht’ je f : X → Y vzájemně jednoznačné zobrazeńı. Pak existuje právě jedno zobrazeńı
g : Y → X takové, že

g ◦ f = idX a f ◦ g = idY , (13)

kde idX : X → X, resp. idY : Y → Y , jsou tzv. identická zobzazeńı množiny X, resp. Y , pro
která plat́ı idX(x) = x, resp. idY (y) = y.

Podmı́nka (13) ř́ıká, že pro každé x ∈ X je g
(
f(x)

)
= x a pro každé y ∈ Y plat́ı f

(
g(y)

)
= y.

Jinými slovy, lze ř́ıct, že pro vzájemně jednoznačné zobrazeńı f : X → Y jsou rovnosti
y = f(x) a x = g(y) ekvivalentńı.

Definice: Je-li f : X → Y vzájemně jednoznačné zobrazeńı, nazývá se zobrazeńı g : Y → X z
předcházej́ıćı věty inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f a znač́ı se f (−1).

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1.r. Ukažte, že funkce f : R \ {−1
2
} → R \ {3

2
}, která je definovaná předpisem

x 7→ y = f(x) =
3x− 4

2x + 1

je vzájemně jednoznačná a najděte jej́ı inverzńı funkci.

Řešeńı. Abychom dokázali, že jde o funkci na danou množinu, muśıme ukázat, že rovnice

3x− 4

2x + 1
= y

má řešeńı pro každé reálné y 6= 3
2
. Po vynásobeńı jmenovatelem (2x + 1) dostaneme

3x− 4 = 2xy + y , neboli (2y − 3)x = −y − 4 .

Tato rovnice má pro každé y 6= 3
2

řešeńı

x =
y + 4

3− 2y
.

Tedy funkce y = f(x) je na množinu R\{3
2
} a funkce g : R\{3

2
} → R\{−1

2
} je definována

předpisem

y 7→ x = g(y) =
y + 4

3− 2y
.

Invernzńı funkci dostameme tak, že zaměńıme x ↔ y a dostaneme funkci

y = f (−1)(x) =
x + 4

3− 2x
.

Př́ıklad 3.2.r. Najděte inverzńı funkci k funkci f : R\{2
3
} → R\{2

3
}, která je definovaná

předpisem

x 7→ y = f(x) =
2x + 3

3x− 2
.
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Řešeńı. Abychom našli inverzńı funkci, budeme řešit rovnici

y =
2x + 3

3x− 2
.

Po vynásobeńı jmenovatelem 3x− 2 dostaneme

3xy − 2y = 2x + 3 , neboli (3y − 2)x = 2y + 3 .

Pro y 6= 2
3

tedy je

x =
2y + 3

3y − 2
.

Abychom dostali inverzńı funkci, zaměńıme x a y. Tak dostaneme inverzńı funkci f (−1) :
R \ {2

3
} → R \ {2

3
} definovanou předpisem

y = f (−1)(x) =
2x + 3

3x− 2
,

která je rovna p̊uvodńı funkci f .

Př́ıklad 3.3.r. Najděte inverzńı funkci k funkci f : R → R, která je definována předpisem

y = f(x) = sinh x = 1
2

(
ex − e−x

)
.

Řešeńı. Abychom našli inverzńı funkci budeme řešit rovnice

y = 1
2

(
ex − e−x

)
, neboli e2x − 2yex − 1 = 0 .

Pokud označ́ıme z = ex > 0 dostaneme kvadratickou rovnici

z2 − 2yz − 1 = 0 ,

která má řešeńı
z± = y ±

√
y2 + 1 .

Protože z > 0, připadá v úvahu pouze kořen z+, tj.

z = ex = y +
√

y2 + 1 , neboli x = ln
(
y +

√
y2 + 1

)
.

Předpis pro inverzńı funkci f (−1) : R → R dostaneme, když zaměńıme x a y, tj.

y = f (−1)(x) = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
.

Tato funkce se nazývá argument hyperbolického sinu a často se znač́ı jako y = argsinh x.

Př́ıklad 3.4.r. Najděte inverzńı funkci k funkci f : R → (−1, 1), která je definována
předpisem

y = f(x) = tgh x =
sinh x

cosh x
=

ex − e−x

ex + e−x
.
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Řešeńı. Abychom našli inverzńı funkci, najdeme pro každé y ∈ (−1, 1) řešeńı rovnice

y = f(x) =
ex − e−x

ex + e−x
=

e2x − 1

e2x + 1
.

Po vynásobeńı výrazem e2x + 1 dostaneme

ye2x + y = e2x − 1 , neboli e2x(1− y) = 1 + y .

Tedy pro y 6= 1 je

e2x =
1 + y

1− y
.

Protože e2x > 0, muśı být

1 + y

1− y
> 0 , tj. − 1 < y < 1 .

Pro taková y je

2x = ln
1 + y

1− y
, tj. x = 1

2
ln

1 + y

1− y
= ln

√
1 + y

1− y
.

To znamená. že funkce g : (−1, 1) → R je definovaná předpisem

y 7→ x = g(y) = ln

√
1 + y

1− y
.

Předpis pro inverzńı funkci f (−1) : (−1, 1) → R k funkci f dostaneme tak, že vyměńıme
x a y. Tedy

x 7→ y = ln

√
1 + x

1− x
.

Tato funkce se často nazývá argument hyperbolické tangenty a znač́ı se y = argtgh x.

Př́ıklad 3.5.r. Najděte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f : R2 → R2, které je definováno
předpisem

x = (x1, x2) 7→ y = (5x1 − 2x2 + 2, 2x1 − x2 − 3) .

Řešeńı. Abychom našli inverzńı zobrazeńı, budeme pro každé y = (y1, y2) ∈ R2 řešit
soustavu rovnic

y1 = 5x1 − 2x2 + 2 , y2 = 2x2 − x2 − 3 .

Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

x1 = y1 − 2y2 − 8 , x2 = 2y1 − 5y2 − 19

definuje předpis pro zobrazeńı g : R2 → R2 z věty, neboli inverzńı zobrazeńı f (−1). Protože
taková zobrazeńı neńı zvykem znázorňovat pomoćı grafu, neměńıme většinou roli nezávisle
a závisle proměnných x a y.
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Př́ıklad 3.6.r. Najděte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f : R3 → R3, které je definováno
předpisem

x = (x1, x2, x3) 7→ y = (2x1 − 4x2 + x3, x1 + x2 − 2x3, 3x1 + 2x2 − 5x5) .

Řešeńı. Abychom našli inverzńı zobrazeńı, budeme pro každé y = (y1, y2, y3) ∈ R3 řešit
soustavu rovnic

y1 = 2x1 − 4x2 + x3 , y2 = x1 + x2 − 2x3 , y3 = 3x1 + 2x2 − 5x5 .

Řešeńı této soustavy tř́ı lineárńıch rovnic je

x1 = −y1 − 18y2 + 7y3 , x2 = −y1 − 13y2 + 5y3 , x3 = −y1 − 16y2 + 6y3

a definuje předpis pro inverzńı zobrazeńı x = f (−1)(y).

Poznámka. Zobrazeńı f : R3 → R3 z tohoto př́ıkladu je lineárńı. Proto jej lze zapsat pomoćı
matice

A =

2 −4 1
1 1 −2
3 2 −5


ve tvaru y = Ax, neboli jako y1

y2

y3

 =

2 −4 1
1 1 −2
3 2 −5

 x1

x2

x3

 .

Inverzńı zobrazeńı je opět lineárńı, a proto lze zapsat pomoćı matice A−1 jako x = A−1y, kde

A−1 =

−1 −18 7
−1 −13 5
−1 −16 6


je inverzńı matice k matici A.

Př́ıklad 3.7.r. Najděte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f : X → Y , kde

X =
{
(x1, x2) ∈ R2 ; 0 < x2 < x1

}
, Y =

{
(y1, y2) ∈ R2 ; y1 > 0 , 0 < y2 < 1

}
,

které je definováno předpisem

x = (x1, x2) 7→ y = (y1, y2) =
(

x1 − x2,
x2

x1

)
.

Řešeńı. Abychom našli invernzńı zobrazeńı, budeme pro každé y = (y1, y2) ∈ Y , tj. pro y1 > 0
a 0 < y2 < 1, hledat řešeńı soustavy rovnic

y1 = x1 − x2 , y2 =
x2

x1
.

Z druhé rovnice dostaneme x2 = x1y2 a po dosazeńı do prvńı rovnice máme

y1 = x1 − x1y2 = x1

(
1− y2

)
.
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Protože 0 < y2 < 1 je
x1 =

y1

1− y2
, x2 =

y1y2

1− y2
. (14)

Snadno se přesvědč́ıme, že pro (y1, y2) ∈ Y plat́ı

0 <
y1y2

1− y2
<

y1

1− y2
, tj. 0 < x2 < x1 .

Proto uvedené řešeńı patř́ı do množiny X a předpis (14) definuje inverzńı zobrazeńı f (−1) : Y →
X.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Najděte inverzńı funkci k funkci f : R\
{

3
2

}
→ R\{−1}, která je definována

předpisem x 7→ y =
2x− 1

3− 2x
.

[
y = f (−1)(x) =

3y + 1

2(y + 1)
.
]

Př́ıklad 3.2. Najděte inverzńı funkci k funkci f : X → Y , kde X = 〈0,∞〉 a Y = 〈1,∞〉,
která je definována předpisem

x 7→ y = 1
2

(
ex + e−x

)
= cosh x .

Tato inverzńı funkce se nazývá argument hyperbolického kosinu a znač́ı se y = argcosh x.[
y = argcosh x = ln

(
x +

√
x2 − 1

)
.
]

Př́ıklad 3.3. Najděte inverzńı funkci k funkci f : X → Y , kde X = (0,∞) a Y = (1,∞),
která je definována předpisem

x 7→ y = cotgh x =
cosh x

sinh x
=

ex + e−x

ex − e−x
.

Tato inverzńı funkce se znač́ı y = argcotgh x a nazývá se argement hyperbolického kotan-
gens. [

y = argcotgh x = 1
2

ln
y + 1

y − 1
.
]

Př́ıklad 3.4. Najděte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f : R2 → R2, které je definováno
předpisem

x = (x1, x2) 7→ y = (y1, y2) = (4x1 + 3x2 − 2, 3x1 + 2x2 − 1) .[
x = f (−1)(y) , (y1, y2) 7→ (x1, x2) =

(
−2y1 + 3y2 − 1, 3y1 − 4y2 + 2

)
.
]

Př́ıklad 3.5. Najděte inverzńı zobrezeńı k zobrazeńı f : R3 → R3, které je definováno
předpisem

y = Ax , kde x =

x1

x2

x3

 , y =

y1

y2

y3

 , A =

1 2 −1
2 −3 1
4 3 −2

 .

x = A−1y, A−1 =

 3 1 −1
8 2 −3
18 5 −7

 .

.
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Př́ıklad 3.6. Najděte inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f : X → Y , kde

X =
{
(x1, x2) ∈ R2 ; x1, x2 > 0

}
, Y =

{
(y1, y2) ∈ R2 ; y1, y2 > 0

}
,

které je definováno předpisem

x = (x1, x2) 7→ y = (y1, y2) =

(
x1x2,

x1

x2
2

)
.

[
y = (y1, y2) 7→ x = (x1, x2) =

( 3
√

y2
1y2,

3
√

y1y
−1
2

)
.
]
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