Cviceni 3.1.

1. Obraz mnoziny a obor hodnot zobrazeni

Je-li f: X — Y zobrazeni a A C X, nazyvé se mnozina

f(A)={yeY; e A; f(x) =y},

tj. mnozina vSech y € Y, pro které existuje x € A takové, ze y = f(x), obraz mnoziny A pii
zobrazeni f.
Mnozina Hy = f(X) se nazyvéa obor hodnot zobrazeni f.

Zobrazeni f : X — Y, pro které je Y = Hy, se nazyvd zobrazeni na mnozinu Y.

RESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1.r. Najdéte obor hodnot funkce f : R — R, ktera je definovana predpisem
x— 2?4 3z + 4.

Resent: Graf funkce y = f(x) = 2% 4 3z + 4 je parabola
7 3)2
y—1=(z+3)"

Z tohoto grafu je vidét, ze obor hodnot funkce f je mnozina y—;l > 0, tj. interval <§, +oo).
Formdlné mame najit mnozinu vsech y € R, pro které ma rovnice f(x) = y, tj. rovnice

P +3r+4=y, (1)

realné feseni. Rovnice (1) pro nezndmou z je kvadratickd rovnice z2 + 3z +4 — y = 0,
jejiz diskriminant je

D=3 —44—y)=4y—T7.
Tedy kvadratickd rovnice (1) mé redlné feseni pro D =4y — 7 > 0, tj. pro y € G, +oo).
To ale znamend, ze Hy = <£, +oo).

Ptiklad 1.2.r. Necht je ddna funkce f : R — R definovand piedpisem z +— 2%, Najdéte
obraz mnoziny A = (=3, —1) U (2,4).
Reseni: Napiiklad z grafu funkce y = f(z) = 22 je vidét, ze f(A) = (1, 16).

Formdlné musime ukdzat, ze se rovnaji mnozina f(A) a interval (1,16). V matematice se rovnost
mnozin M a N vétsinou dokazuje tak, ze ukdzeme, ze M C N, tj. kdyz je m € M, pak je m € N, a
N C M, tj. kdyz je n € N, pak jen € M.

Abychom ukdzali, ze (1,16) C f(A), musime pro kazdé y € (1,16) najit aspon jedno Feseni rovnice
y = 22, kde x € (—3,—1) U (2,4) = A. Stac¢f napiiklad zvolit x = -y proy € (1,9) a x = |/y pro
y € (9,16).

Naopak necht je y € f(A) pak existuje € (—3,—1) nebo x € (2,4) takové, ze y = 2%. Pokud je
-3 < x < —1, plati pro y = 2% nerovnost 1 < y < 9, a pro 2 < x < 4, je pro 4 < y = 22 < 16. Tedy
y € (1,9) nebo y € (4,16), neboli y € (1,9) U (4,16) = (1, 16).

Piiklad 1.3.r. Najdéte obor hodnot funkce f : R\ {—2} — R, kterd je definovéna
predpisem
>+ T+ 2

oY= x+2



Reseni: Obor hodnot funkce y = f(x) je mnozina viech y € R, pro které mé rovnice
y = f(z) redlné feseni x # —2. Pro x # —2 je tato rovnice

41 +2=(x+2)y, neboli 2+ (1—-y)x+2—-2y=0. (2)
To je kvadraticka rovnice pro z, jejiz diskriminant je
D=(1-y?—4(2-2y)=y*+6y—7.
Tedy kvadratickd rovnice (2) ma realné reseni pro
D=y’ +6y-T=(y+7)(y-1) =0,
tedy pro y € (—o0, —7) U (1, 400). Toto Feseni je
e =3(y—1£y2+6y—7). (3)

Musi jesté ukazat, ze pro y € (—oo, —7) U (1,+00) je aspon jedno z cisel x4 # —2. Z
rovnice
—2=1(y—1xy?+6y—7)

plyne
—3—y=%\Vy2+6y—7.

Jestlize tuto rovnici umocnime, dostaneme vztah 9 = —7. Proto pro y € (—o0, —7) U
(1, +00) nemuze byt z+ = —2. Z toho plyne, Ze obor hodnot funkce f je

Hy = (—00,—7) U (l,+00).

Piiklad 1.4.r. Ukazte, Ze zobrazeni f : R?> — R? definované predpisem
[z;y] = (22 +y, 32 + 2y)

je na mnozinu R2.

Resent: Musime ukézat, ze pro kazdé [u;v] € R? m4 soustava rovnic
u=2xr+uy, v =237+ 2y
feSeni. Protoze ma tato soustava reSeni
rT=2u—v, Yy = —3u-+2v,
je He = R?, a tedy se jednd o zobrazeni na mnozinu R2.

Piiklad 1.5.r. Necht je X = R x (0, 4+00). Najdéte obor hodnot zobrazeni f : X — R2, které
je definovavo predpisem

x
[z 9] — [;wﬂ/] -
)
Resend: Mame zjistit, pro které [u;v] € R? m4 soustava rovnic

u:f7 v=o+vy (4)
Y



v mnoziné X feseni. Ze soustavy (4) plyne
r=uy, rz=v—y —=v—y=uy, tj. 1+uw)y=w.

Tedy pro u # —1 je

v uv
= Tr=uy =
YT YT 1t
a pro u = —1 je v = 0 (to je napiiklad obraz bodu [z;y] = [—1; 1]).
Protoze musi platit y > 0, je pro u # —1
v
= >0.
YT 1xu

Obor hodnot zobrazenf f je Hy = My U M_ U {[-1;0]}, kde

My = (—1,4+00) x (0,400), M_ = (—00,—1) x (—00,0).

Piiklad 1.6.r. Necht je f : R — R? zobrazeni, které je definované piedpisem
s [1426;2 - 3t].

Ukazte, ze obor hodnot Hy tohoto zobrazeni je piimka P s rovnici 3x 4+ 2y = 7.

Resent: Pro zobrazeni f je
r=1+4+2t, y=2-3t, teR.

Protoze
3r+2y=3(1+2t)+2(2-3t) =7,

je He C P.
Naopak necht je [z;y] € P. Pak plati 3x + 2y = 7. Jestlize pro dané z € R polozime
t=1(x—1)€R, tj. v =1+ 2t je pro bod [z;y] € P

2
3v+2y=3(1+2t)+2y=3+6t+2y=7, neboli y=1(4—6t)=2-3t.

To ale znamend, ze [z;y] € Hg, neboli P C Hs.

Piiklad 1.7.r. Ukazte, Ze zobrazeni f : R? — R3 definované predpisem

[my:2) > [T+ y+324+ 2243y — 2+ 4; 20 + y + 42 + 3]

nenf na mnozinu R? a najdéte obor hodnot tohoto zobrazeni.
Reseni: Bod [u; v; w] € R? patif do mnoziny Hy pravé tehdy, kdyz existuje feseni soustavy
rovnic

u=z+y+3z+2, v=x+3y—z+4, w=2r+y+4z+3.
Tato soustava rovnic ma ale feseni prave tehdy, kdyz plati
2u+v— 3w =4,

a tedy ne pro vsechna [u; v; w] € R3. Proto obor hodnot zobrazeni f nenf cely prostor R3,
ale pouze rovina dand rovnici 2u + v — 3w = 4.
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NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte obor hodnot funkce f : R\ {—2} — R, kterd je definovana

2+ —3

_ Hf=R.
T+ 2 [ f }

Piiklad 1.2. Najdéte obor hodnot funkce f : R\ {—2} — R, kterd je definovana

4 —2

S —— H; =R\ {-3}.
P [Hy =R\ {-3} ]

Priklad 1.3. Najdéte obor hodnot funkce f : R — R, ktera je definovana ptredpisem

el — g%

. Hy=(-1,1).

ex_i_efx [ f ( ) ) :|

Piiklad 1.4. Najdéte obor hodnot funkce f : R — R, kterd je definovana predpisem

¢ e [Hy = (—o00,—1) U (1, +00) ]

eT — e—;t'

predpisem x — y =
predpisem x — y =
r—y=tghx =

x +— y = cotghx =
Piiklad 1.5. Ukazte, ze zobrazeni f : R? — R2, které je definované predpisem
[z;y] — [u;v] = [3z — 2y — 1; 2 + 4y + 3]

je na mnozinu R2.

Piiklad 1.6. Ukazte, ze zobrazeni f : R? — R?, které je definované predpisem
[z5y; 2] = [usv;w] =[x+ 2y — 22 + y + 32,20 — y + 2]

je na mnozinu R3.

Piiklad 1.7. Ukazte, 7e zobrazeni f : R? — R?, které je definované predpisem
[T3y; 2] = [wv;w] = [v+y — 22,8 — 2y + 2,20 — y — 2]

neni na mnozinu R? a najdéte jeho obor hodnot Hp.
|:Hf ={[u;v;w] ER*; u+v—w= 0}}

Piiklad 1.8. Necht je zobrazeni f : R? — R? definovdno piedpisem
[u;v] = [y 2] =24+ u—v; =14 2u+v;2 —u+ 2v].

Ukazte, Ze obor hodnot Hy je rovina v R?, kterd je ddna rovnici 5z —y + 3z = 17.

Piiklad 1.9. Necht je X = R2\{[x; 0]; z € R} af: X — R? je zobrazeni definované piedpisem

WMHMMZPMQ-

Najdéte obraz mnoziny A =R x (0,4+00) C X.
[f(A) = {[u;v] € R?; u, v> 0} U{[u;v] € R?; u, v < 0} U[0;0] }



2. Vzor mnoziny, prosté zobrazeni

Necht je f: X — Y zobrazeni a B C Y. MnoZina
fOVB) ={xeX; f(x) € B},

tj. mnozina vsech x € X, pro které je f(x) € B, se nazyvé vzor mnoziny B pii zobrazeni f.
Pokud mé pro kazdé y € Y mnozina f(—1) ({y}) nejvyse jeden bod, nazyva se zobrazeni f prosté,
tj. zobrazeni f : X — Y je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € Y ma rovnice f(z) =y v
mnoziné X nejvySe jedno feSeni.

Jinak se da fict, ze zobrazeni f : X — Y je prosté pravé tehdy, kdyz z rovnosti f(z1) = f(z2)
plyne, ze x1 = xo.

Stejnd formulace je, Ze zobrazeni f : X — Y je prosté pravé tehdy, kdyz pro kazdé z1, x2 € X,

Ty # x2, je f(x1) # f(22).

RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1.r. Necht je f : R — R funkce definovand pfedpisem x +— 22+ 3z +4. Najdéte
vzor mnoziny B = (—1,4)

Reseni: Nade tiloha je najft vSechna realna x, pro kterd plati —1 < f(z) = 22 +3z+4 < 4,
tj. pro kterd je —1 < 2% + 3x + 4 a zdrovenn 2® + 3z + 4 < 4. Prvn{ z téchto nerovnosti
plati pro kazdé x € R a z druhé plyne z? + 3z = z(x + 3) < 0, tj. =3 < z < 0. Proto je
vzor mnoziny B = (—1,4) roven

FV((=1,4)) = (=3,0).

Piiklad 2.2.r. Ukaizte, Ze funkce f : R — R definovand predpisem x +— 22 4 3z + 4 neni
prosta.

Reseni: Mame ukézat, ze rovnice f(z1) = f(x), tj.
o1+ 31, +4 =25+ 3x5 + 4, T1, To € R, (5)
ma FeSeni x1 # x9. Kdyz rovnici (5) napiSseme ve tvaru
w7 — a5 + 3wy — 3wz = (21 — 22) (21 + 22+ 3) =0,

napiiklad x; = —1 a x9 = —2. Tedy pro x; = —1 # x5 = =2 je f(—1) = f(—2) = 2, coz
znamena, ze funkce f neni prosta.

Priklad 2.3.r. Ukazte, ze funkce f : <—§, +00) — R definovand piedpisem  +— x*+3z+4
je prosta.
Reseni: Mame ukdzat, ze z rovnice f(x1) = f(22), tj.

w

23+ 33, +4 =25+ 3x5 + 4, T1, Ty > —5, (6)
plyne x; = 5. Kdyz rovnici (6) napiSeme ve tvaru

l’%—l‘g—f-?).%l—gl’g:($1—$2)($1+I2+3):0,
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vidime, ze musi byt x; = x5 nebo z1 + x5 = —3. Ale pro zy, x9 > —% mé druhd rovnice
jediné Teseni 1 = x9 = —%. Tedy z rovnice (6) pro 1, xo > —% plyne x; = x4, tj. funkce

f je prosta.
Piiklad 2.4.r. Ukazte, ze funkce f : R — R, ktera je definovana ptredpisem
r 322 4441

je prosta.

Reseni: Méme ukézat, Ze rovnice f(z1) = f(z2), tj.
o3+ 32T +day +1 =23 + 325 + 4wy + 1, z1, T2 € R,
m4 jediné feseni z1 = x5. Protoze plati o3 — 23 = (z1 — 22)(2? + z122 + 23), plyne z této rovnice
(z1 — 22) (2] + 122 + 23 + 321 + 322 +4) = 0.
To znamena, ze r1 = x5 nebo
T3+ 120 + 23 + 301 + 320 +4=0. (7)
Staci tedy ukazat, ze rovnice (7) nemd realna Feseni. Tuto rovnost lze zapsat ve tvaru
22+ 2112+ 371 + 23+ 320 +4 = (x1+%(x2+3))2—i(x2+3)2+x%+3x2+4:
= (e1+ 5 (@2 +3) + 30+ Ja0+ = (@1 + 5 (2 43) + 5 (@ + 1) -3+ ] =
=(z1+ 2 (224+3) " + 3 (@2 +1)2+1=0

A protoze (z1 + 5 (w2 + 3))2 >0a32(z2+1)2>0,je

23 iz + 23+ 301 + 3w+ 4= (w1 + L (22 +3)  + 3 (22 + 1) +12>1>0,
a tedy rovnice (7) nemd realnd reseni.
Piiklad 2.5.r. Ukazte, ze funkce f : R — R, ktera je definovana ptredpisem

-2+ 322+ 22 +1

neni prosta.

Resend: Mame ukézat, Ze rovnice f(x1) = f(z2), tj.
23 4322 + 20 + 1 =23 + 325 + 200+ 1, z1, 22 €R,
mé aspon jedno feSeni x1 # x5. Pokud tuto rovnici zapiSeme ve tvaru
(z1 — xg)(gc% + x1x9 + 235 4 331 + 319 +2) =0,

mame ukazat, ze rovnice
2]+ 2120 + 25 + 321 + 322 +2=0 (8)

m4& aspon jedno feSeni x1 # xo. Podobnymi upravami jako v predchazejicim ptripadé dostaneme
2
T+ T+ 25+ 331 + 322+ 2= (21 + 5 (22+3)) +3 (22 +1)2—1=0

Tato rovnice m4 napiiklad redlné feseni z; = 0, x5 = —1. Tedy plati f(0) = f(—1) = 0 a funkce f neni

prosta.



Piiklad 2.6.r. Ukazte, Ze zobrazeni f : R? — R? definované predpisem
[x1; 9] > [221 + 329 — 1521 — 229 + 2]

je prosté.

Resend: Staci ukdzat, ze soustava linedrnich rovnic
Y1 =21 + 39 — 1, Yo = 1 — 229 + 2 9)

mé pro kazdé [y;;y2] € R nejvyse jedno feSeni. Protoze tato soustava ma pro kazdé
[y1;92] € R? pravée jedno fesen{

=52 +3—4), 1= —2+5),
je zobrazeni f prosté.
Piiklad 2.7.r. Ukazte, Ze zobrazeni f : R? — R3 definované predpisem
[1; X9y 23] — [21 — 29 — w3521 — 209 + T3 X1 + T2 — 23]

neni prosté.
Reseni: Staci ukazat, ze rovnice f(zq,72,73) = 0 ma vic nez jedno feSeni. Rovnice
f(x1, 29, 23) = 0 je vlastné homogenni soustava linedrnich rovnic

)

(10
kterd ma vzdy feseni x; = x5 = x3 = 0. Tedy staci ukazat, ze homogenni soustava (10)
ma nenulové feseni. Snadno nahlédneme, ze jedno nenulové feseni je x1 = zo = x3 = 1.
Tedy zobrazeni f neni prosté.

201 —x9 — 23 =0, 1 —2x9+ 23 =0, T1+ 29— 223 =0,

Piiklad 2.8.r. Nechf je X = R2\{(0, y); y € ]R}. Ukazte, Ze zobrazeni f : X — R? definované predpisem
[z3y] — [w —y; g}
x
neni prosté.

Reseni: Mame ukdzat, ze rovnice f(x1,y1) = f(x2,y2), tj. soustava rovnic

Ty = @3 — Yo, y—:jj— w1s 1), [w2i30] € X (11)

mé FeSeni [x1;y1] # [T2; Y2, tj. 1 # x2 nebo y; # yo, kde x1, o #£ 0.
Soustava (11) je ekvivalentni soustavé

Yo = Y1 — T1 + T2, x1y2 —x2y1 = 0. (12)
Jestlize dosadime do druhé rovnice za y,, dostaneme
T1y1 — o7 + 3120 — Toys = (11 — 22) (1 — 1) = 0.

7 toho plyne 1 = x5 nebo y; = 1.

Jestlize je x1 = x5 vede prvni rovnice v (12) k rovnosti yo = y;.

Pro y1 = x1 dostaneme z tohoto vztahu yo = x5. Tedy soustava (11) ma kromé Fesent [x1;y1] = [z2; y2)
jeste feSeni [z1; 1] a [z2; x2]. Tedy napiiklad plati f(1,1) = £(2,2) = [0; 1]. Obecné je

f(*l)([(); 1]) = {[z;2] € R*; z e R\ {0}},

a tedy zobrazeni f neni prosté.



Priklad 2.1.

neni prosta.

Priklad 2.2.

je prosta.

Priklad 2.3.

neni prosta.

Priklad 2.4.

je prosta.

Priklad 2.5.

je prosté.

Priklad 2.6.

je prosté.

Priklad 2.7.

neni prosté.

Priklad 2.8.

je prosté.

Piiklad 2.9. Ukazte, ze zobrazeni f : (0,00) x (—m,7) — R2, které je definované predpisem

je prosté.

NERESENE PRIKLADY

Ukazte, ze funkce f: R\ {—2} — R, kterd je definovand predpisem

Ukazte, ze funkce f : R — R, ktera je definovana predpisem

xHy:sinhx:%(ex—e_x)

Ukazte, ze funkce f: R — R, ktera je definovana predpisem

xHy:coshx:%(ez—l—e’m)

Ukazte, ze funkce f : (0,00) — R, ktera je definovana predpisem

xHy:coshx:%(ew—i-e_”C)

Ukazte, Ze zobrazeni f : R? — R2, které je definované piedpisem

[z;y] — [z +y — 3; 32 + 2y + 5]

Ukazte, ze zobrazeni f : R? — R3, které je definované piedpisem

[T;y;2] = Br+2y+2z2—Liz+y+ 2+ 3,2+ 2 — 2]

Ukazte, Ze zobrazeni f : R® — R3, které je definované piedpisem

[Ty, 2] = Br+2y+2z—Lix4+y+2+3;0—2—2]

Ukaite, ze zobrazeni f : R — R*, které je definované piedpisem

t— [2t — 1;t — 3;2;2 — 3t]

[r; @] — [r cos p; rsin g)



3. Vzajemné jednoznacné zobrazeni, inverzni zobrazeni

Zobrazeni f : X — Y, které je prosté a na mnozinu Y se nazyva vzajemné jednoznacné zobrazeni.
VETA. Necht je f: X — Y vzdjemné jednozna¢né zobrazeni. Pak existuje pravé jedno zobrazeni
g:Y — X takové, ze
gof=idx a fog=idy, (13)

kde idx : X — X, resp. idy : Y — Y, jsou tzv. identickd zobzazeni mnoziny X, resp. Y, pro
ktera plati idx (z) = z, resp. idy (y) = v.

Podminka (13) fiké, ze pro kazdé = € X je g(f(z)) = x a pro kazdé y € Y plati f(g(y)) = y.

Jinymi slovy, lze fict, ze pro vzajemné jednoznacné zobrazeni f : X — Y jsou rovnosti
y = f(z) ax = g(y) ekvivalentni.
DEFINICE: Je-li f: X — Y vzdjemné jednoznatné zobrazeni, nazyva se zobrazeni g : ¥ — X z
piedchazejici véty inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znaci se f(=1).

RESENE PRIKLADY

Priklad 3.1.r. Ukazte, Ze funkce f: R\ {—1} — R\ {2}, kterd je definovand piedpisem

_3x—4
241

z—y=f(x)

je vzajemneé jednoznacna a najdéte jeji inverzni funkei.

Reseni. Abychom dokéazali, ze jde o funkci na danou mnozinu, musime ukézat, ze rovnice
3r —4
2z +1

Y
ma FeSeni pro kazdé realné y #£ % Po vynasobeni jmenovatelem (2z + 1) dostaneme
3r —4=2xy+y, neboli (2y—3)z=-y—4.

Tato rovnice méa pro kazdé y # % reSent

Tedy funkce y = f(z) je na mnozinu R\ {2} a funkce g : R\ {2} — R\ {—1} je definovéna
predpisem

gz —gly) = 2
3—2y
Invernzni funkci dostameme tak, ze zaménime x < y a dostaneme funkci
_ () _ =z +4
y=1"") =5

Priklad 3.2.r. Najdéte inverzni funkei k funkei f : R\ {3} — R\ {2}, kterd je definovand
predpisem

_2:c+3

pey = fl) =



Reseni. Abychom nasli inverzni funkci, budeme tesit rovnici

_217—1—3
C 3r—2°

Y

Po vynéasobeni jmenovatelem 3x — 2 dostaneme
3ry —2y =2x+3, mneboli (3y—2)xr=2y+3.
Pro y # % tedy je

x_2y—|—3
3y -2

Abychom dostali inverzni funkeci, zaménime x a y. Tak dostaneme inverzni funkei f(-1 :
R\ {2} — R\ {2} definovanou predpisem

_2x+3

— Dy =22

ktera je rovna puvodni funkci f.
Priklad 3.3.r. Najdéte inverzni funkci k funkci f : R — R, ktera je definovana predpisem
y=f(z) =sinhz =1 (" —e™).
Resent. Abychom nasli inverzni funkci budeme tesit rovnice
Yy = % (ex — e’x) . neboli e** —2ye* —1=0.
Pokud oznacime z = e® > 0 dostaneme kvadratickou rovnici
22— 2z —1=0,

ktera ma reSeni
ey =yt Vyr+1.

Protoze z > 0, ptipada v tvahu pouze kotfen z,, tj.

z:ex:y—l—m, neboli len(y+\/m).
Piedpis pro inverzni funkci -9 : R — R dostaneme, kdyz zaménime z a v, tj.
y=f(x) = In(z + \/ZT—H) :
Tato funkce se nazyva argument hyperbolického sinu a casto se znad¢i jako y = argsinh z.

Piiklad 3.4.r. Najdéte inverzni funkei k funkci f : R — (—1,1), kterd je definovana

predpisem
sinhx e*—e™®

y =1 gn T coshx e*+4e®
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Resend. Abychom nadli inverzn{ funkei, najdeme pro kazdé y € (—1,1) feSenf rovnice

e —e T e _ ]
y=f(r)=

et +e T @241

Po vynasobeni vyrazem e?* + 1 dostaneme
2x 2z : 2x _
ye** +y=e"—1, mneboli e“(1—y)=1+y.

Tedy pro y # 1 je

21_1+y
e =—=.
l—y
Protoze €*® > 0, musi byt
1+
SIS0, . —1<y<l.
L—y
Pro takova y je
1 1 1
2z = In —l—y7 tj. x:%lnﬂ:m ﬂ
L—y L—y L—y

y—a=g(y)=In\/—.

Piedpis pro inverzni funkci -9 : (—1,1) — R k funkci f dostaneme tak, Ze vyménime

x ay. Tedy
1+=x
r—y=In 1 .
Vi—=zx

Tato funkce se casto nazyva argument hyperbolické tangenty a znaci se y = argtgh x.

Piiklad 3.5.r. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f : R? — R2, které je definovdno
predpisem
X = (1, 29) =y = (5ry — 229 + 2,221 — 29 — 3).

Resend. Abychom nasli inverzni zobrazeni, budeme pro kazdé y = (y1,72) € R? fesit
soustavu rovnic
y1:5l’1—2$2+2, y2:2$2—$2—3.

Reseni soustavy linedrnich rovnic
Ty =Y — 2y, — 8, Ty =2y —dy2 — 19

definuje predpis pro zobrazenif g : R? — R? z véty, neboli inverzn{ zobrazeni f(-1). Protoze
takova zobrazeni neni zvykem znazornovat pomoci grafu, neménime vétsinou roli nezavisle
a zavisle proménnych x a y.
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Piiklad 3.6.r. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f : R® — R3, které je definovéno
predpisem

X = (21, T, 23) — y = (221 — 4xo + 3,71 + 29 — 223, 371 + 229 — Dx5) .

Resend. Abychom nagli inverzni zobrazeni, budeme pro kazdé y = (y1,Y2,y3) € R? Tfesit
soustavu rovnic

y1 = 2x1 — 4xo + 23, Yo = T1 + T2 — 223, y3 = 3r1 + 2x0 — S5
Resen{ této soustavy tif linedrnich rovnic je
r1 = —y1 — 18y2 + Ty, T2 = —y1 — 13y2 + Sy, r3 = —y1 — 16y + Oys

a definuje piedpis pro inverzni zobrazeni x = f(=1(y).

Poznamka. Zobrazeni f : R3 — R? z tohoto piikladu je linedrni. Proto jej lze zapsat pomoci
matice

2 -4 1
A=|1 1 =2
3 2 =5
ve tvaru y = Ax, neboli jako
Y1 2 —4 1 I
Y2 = 1 1 —2 xT9
Y3 3 2 =5 X3

Inverzni zobrazeni je opét linedrni, a proto lze zapsat pomoci matice A~! jako x = A~ 'y, kde

-1 —-18 7
Al=|-1 —-13 5
-1 —16 6

je inverzni matice k matici A.
Piiklad 3.7.r. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f : X — Y, kde
X = {($1,$2) ERQ; 0< 2o < xl}, Y = {(yl,yg) €R2;y1 >0, 0<y2 < 1},

které je definovano predpisem
Z2
x=(z1,22) =y = (y1,92) = <£L‘1 — T2, $1> :

Reseni. Abychom nasli invernzni zobrazeni, budeme pro kazdé y = (y1,2) € Y, tj. pro y1 > 0
a 0 < yo < 1, hledat FeSeni soustavy rovnic

T2
Yyr =21 — 2, Y2 = —.
]

7 druhé rovnice dostaneme x5 = x1y2 a po dosazeni do prvni rovinice mame

y1=x1 — 12 = 21(1 —y2) .
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Protoze 0 < y2 < 1 je
U 1y

= ; T2 = .
L=y L=y
Snadno se piesvédéime, ze pro (yi1,y2) € Y plati

I (14)

Y1Yy2 < Y1

0< ,
-y 11—

tj. O<zg<uxy.

Proto uvedené feseni pati{ do mnoziny X a predpis (14) definuje inverzni zobrazeni f .y -

X.

NERESENE PRIKLADY

Priklad 3.1. Najdéte inverzn funkci k funkei f : R\ {2} — R\ {—1}, kter4 je definovéna

20 — 1 3 1
3— 2 2y + 1)

Piiklad 3.2. Najdéte inverzni funkei k funkei f: X — Y, kde X = (0,00) a Y = (1, 00),
ktera je definovana predpisem

predpisem x — y =

Ty = % (ex—l—e_m) = coshz.
Tato inverzni funkce se nazyva argument hyperbolického kosinu a znaci se y = argcosh x.
[y = argcoshz = In(z + V2?2 — 1) }

Priklad 3.3. Najdéte inverzni funkei k funkei f: X — Y, kde X = (0,00) a Y = (1, 00),
ktera je definovana predpisem
coshr e +e™”

Ty =cotghx = = .
y & sinh x et —e®

Tato inverzni funkce se znaci y = argcotgh x a nazyva se argement hyperbolického kotan-
gens.

1
% In? i .
y—1
Piiklad 3.4. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f : R? — R2, které je definovéno
predpisem

y = argcotgh x =

X = (21, 22) =y = (y1,y2) = (421 + 329 — 2,327 + 225 — 1)

x=fCD(y),  (y1,92) = (z1,22) = (—2y1 + 3y2 — 1,31 — 4y2 + 2) }

Priklad 3.5. Najdéte inverzni zobrezeni k zobrazeni f : R® — R?, které je definovéno
predpisem

T U1 1 2 —1
y = Ax, kde x=1|xz], y=\|vw], A=1[2 -3 1
T3 Ys 4 3 —2

3 1 -1

x=Aly, A'=18 2 -3

18 5 =7
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Piiklad 3.6. Najdéte inverzni zobrazeni k zobrazeni f : X — Y, kde
X ={(z1,22) € R*; 21, 35 > 0}, Y ={(y1,92) €R?*; 91, y2 > 0},
které je definovano predpisem

x
X = (21,22) =y = (y1,92) = (xlx?: ;;) :
2

[y = (y1,p2) = x = (21,22) = (V3. Vnys ! )-}
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