Cviceni 3.2.
1. Kvadratické funkce

Kvadratickou funkef nazyvame kazdou funkci f(z) = ax?® + bx + ¢, kde a, b, c € R, a # 0.
Defini¢ni obor kvadratické funkce je Dy = R.

Graf kvadratické funkce je parabola y = ax? + bx + c. Protoze pro a # 0 plati

) , b b\? b2 b\?  dac—b?
ar*+br+c=alx"+-z|+c=alz+—) ——+c=alz+—) + ——,
a 2a 4a 2a 4a

je rovnice této paraboly

_4ac—b2_a x+i 2
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Jednd se tedy o parabolu s vrcholem v bodé V = [—Qb; ac4b] .
a a

Jestlize je a > 0 je parabola oteviena v kladném smeéru osy y a pro a < 0 je tomu naopak.

Osu z, tj. pfimku y = 0, protne tato parabola v bodech, pro které plati

b\> b4 b\ _ ¥4
az® +bxr+c=0, neboli a<x—|—2a> =Tac, tj. <x+2a> :Taﬂac'

Tedy pro b> — 4ac > 0 jsou to body

b Vb2 — dac ) —b+ Vb? — dac
xi—i-%::tT, tj. xyL = o .

Pro b? — 4ac < 0 parabola y = ax? + bz + ¢ osu x neprotne.

Piiklad 1.1.r. Najdéte vrchol paraboly y = 322 + 2x — 4.

Reseni. Postupné dostaneme

y:3x2+2x—4:3(m2+§x)—4:3(95—#%)2—%—4, neboli y+%=3(m+1)2.

Tedy vrchol paraboly je V = [—%; ——].
2. Polynomy (mnohocleny)

Polynom v proménné z se nazyva kazdy vyraz tvaru

n
P(z) = anz" 4 ap 12" a1z +ag= Y apz” (1)
k=0
kde z je neurc¢itd proménnd (néjaky symbol) a a € C. Jestlize jsou vSechna ay redlnd, nazyvame
polynom (1) redlny polynom.
Jestlize povazujeme x za realné ¢islo, dostaneme polynomialni funkci

n
f(@) = apz™ +an_ 12" ' fajz+ag= > apx” .
k=0

Defini¢ni obor této funkce je Dy = R.



Je-li a,, # 0 nazyvé se polynom (1) polynom stupné n a piSeme st(P(:v)) = n (pro nulovy
polynom, tj. P(z) = 0, se defunuje jeho stupen jako —o0).

Polynom P(x) stupné n, pro ktery je a, = 1 se nazyva normovany polynom stupné n.
Meli byste umeét délit polynom polynomem. Ukézu to na prikladé.

Priklad 2.1.r. Najdéte podil (2z* — 322 + z +2) : (32% — x + 1).

Resent. Pie se to pod sebe jako pii déléni ¢fsel

(20*] - 322+ 2 +2): (322~ 2+ 1) =222+ 22 — &L

—(2a* — 223 + 22?)
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Tento vypocet znamena, ze plati

10 85
2$4_3x2+x+2:2x2+2m_£+ —5T+ 5
32 —x+1 3 9 2T 32 —x+1°

Pro déleni polynomu polynomem plati nasledujici véta:

VETA. Necht je P(z) polymon stupné n a Q(x) polynom stupné m. Pak existuji polynomy S(z)
a R(z), kde st(R(z)) < m, takové, ze

P(z) = S(x)Q(x) + R(x) . (2)

Piitom jsou polymony S(z) a R(z) ddny jednoznac¢né. Polynom R(z) ze vztahu (2) se nazyva
zbytek. Jestlize je R(x) = 0, fikdme, ze je polynom P(x) délitelny polynomem Q(x).

Komplexni ¢islo zg € C, pro které plati P(zg) = 0, se nazyva koien polynomu P(x). Necht je
P(zx) polynom stupné n. Pak je xy jeho kofen pravé tehdy, kdyz je P(x) déliteny polynomem
x — xp. Jinymi slovy xg je kofen polynomu P(z) stupné n prévé tehdy, kdyz existuje polynom
Q(x) stupné (n — 1) takovy, ze

P(z) = (z — x0)Q(x).
Pro polynomy plati tzv. zakladni véta algebry

VETA. Kazdy polynom P(x) stupné vétsiho nez nula mé aspon jeden komplexni koten.

Necht je P(x) polynom stupné n a 1, Z2, ..., o, viechny jeho navzdjem ruzné koreny. Pak
existuji prirozena &isla ki, ko, ..., k. takova, ze plati
P(z) = an(z — 21)" (. — 22) .. (x — 2,)™. (3)

Piirozené ¢islo ks v rozkladu (3) se nazyvéa ndsobnost kofene xs plynomu P(z) a plati pro né

kKi+ko+...+ k- =n.



Jestlize je P(x) redlny polynom a xg jeho kofen ndsobnosti k, je také jeho komplexné sdruzené
¢islo Ty kofen polynomu P(z) nésobnosti k. To znamend, ze kdyz je x1 = o + i3, kde 3 # 0,
kofen polynomu P(zx) nésobnosti k, je i 2 = T; = a—if # x1 kofen ndsobnosti k. Z toho plyne,
ze existuje polynom Q(x) takovy, ze

P@) = (z—a—if)*(z— a+i8)"Qz) = (+* + pr + ¢)*Q(x),

kde kvadraticky polynom z2 + px + ¢ ma komlexni kofeny x4+ = a £ if3.
Z podobnych dvah lze ukdzat, ze kazdy redlny polynom P(x) stupné n > 0 lze napsat ve
tvaru

P(x) =ap(z—z) " (z—22)® . (x—2) " (@2 +pra+ @) (@2 +por+q2)2 . (22 psz+q5)"
kde z1, ..., , jsou viechny redlné navzijem rizné koteny polynomu P(z), 2 +piz +q1, ...,
22 + psx + g5 jsou navzajem rizné redlné polynomy, které nemaji redlné koteny, tj. p? —4q; < 0,
22
.y D gs < 0a
ki+ko+...+k+200+200+...+20,=n.

3. Odmocniny

Uvazujme funkci f(z) = 2", kde n € N. Defini¢ni obor této funkce je Dy = R.

Jestlize je n liché, tj. n = 2k + 1, k € No, je obor hodnot této funkce Hy = R. Navic Ize ukdzat,
ze je funkce f(x) rostouci, a proto prosta. Jeji inverzni funkce se nazyvé n—-t4 odmocnina z, a
znaci se {/x.

Tedy pro lichd n je ¥/x : R — R a pro kazdé x € R plat{
Vo = (VD) =«

Pro suda n, tj. n = 2k, kde k € N, je obor hodnot této funkce Hy = (0,+00). Protoze plati
22 = (—2)%* nenf funkce f(x) v tomto pifpadé prosta.

Uvazujme zizeni funkce f(x) = 2™ na interval (0, +00), tj. funkei g(x) : (0, 400) — (0, +00)
definovanou vztahem g(z) = 2™ = 2%*. O této funkci lze ukézat, ze je rostouci, a tedy i prosta.
Proto k ni existuje inverzni funkce, kterou budeme nazyvat n—té odmocnina x, a znacit jako
{/z. Tedy pro sudéd n je {/x: (0,+00) — (0,+00) a pro kazdé x > 0 plati

V= (v3)" =,

Poznamka: Poznamenejme, Ze sudé n je definovdno /x™ také pro z < 0. Ale pro zdporna x
neplati rovnost /2" = x, ale pouze vz = |z|, kde |z| je tzv. absolutni hodnota .

4. Exponencialni funkce

Necht je a > 0. Pak pro kazdé racionaln{ ¢islo r = g muzeme definovat a” = ¥aP = (\q/a)p . Kdyz
tuto funkci spojité rozsifime do mnoziny redlnych ¢isel, dostaneme pro a > 0 tzv. exponencidlni
funkci f(x) = a®. Defini¢ni obor této funkce je Dy = R.

Lze ukazat, ze pro kazdé x1, 2 € R plati vztahy

azlaxg — axl-i-xg ’ (al’l)IQ — aa,‘l.rg (4)

a
a pro kazdé a > 0 je f(0) =a’ = 1.
Proa=1je f(z) =1 =1 a tedy funkce je konstantni.

Pro a > 0, a # 1 je obor hodnot exponencialni funkce Hy = (0, +00). Protoze pro a > 1 je tato
funkce rostouci a pro 0 < a < 1 je to funkce klesajici, je pro tato a exponencialni funkce prosté.

3



5. Logaritmicka funkce

Pro kazdé a > 0, a # 1 je exponencidlni funkce a® : R — (0, +00) vzdjemné jednoznaéna. Proto
k ni existuje inverzni funkce, ketra se nazyva logaritmus x pti zdkladu a a znadi se log, x. Podle
definice je

log, : (0,+00) — R

definovana vztahem y = log,  pravé tehdy, kdyz je x = a¥. Jinymi slovy to znamend, ze plati

a%%a® = 1 pro kazdé x > 0, log,(a”) = pro kazdé z € R. (5)

Poznamka: Funkce y = log, x se vlastné zavadi jako znacka pro feSeni rovnice z = a¥. Napiiklad

. /7 v~ z . x s v~ z
rovnice 7 = 7 ma feSeni x = log, 7 nebo rovnice (%) = 5 md feSeni = = logy 5 5.

Funkce y = log;yx, tj. logaritmus = pfi zdkladu 10, se nazyvéa dekadicky logaritmus a pouziva
se pro néj znacka y = log x.

V matematické analyze mé nejvétsi vyznam funkce logaritmus x pii zdkladu e, kde e je tzv.
Eulerovo ¢islo, tj. funkce y = log, x. Tato funkce se nazyva pfirozeny logaritmus x a pouziva se
pro ni znacka y = Inx.

Pro logaritmus z pfi zékladu a plati dulezité vztahy, které plynou z rovnic (4) a (5).
Pro kazdé xq, x5 > 0 je

alOga T1T2 _ T2 = alOg“ xlaloga T2 _ alOga x1+log, m, neboli loga(xlxz) — loga x] + IOga 9.
Prokazdé x e Ray >0 je

a®l8a¥ = (ql8a¥)" = 7 = ¢!°8 V") neboli log, (y*) = zlog, y.

Pro kazdé a, b > 0, a, b # 1 a = > 0 plati

alo8a® — p — plogpz _ (aloga b)logbm — glosyx log, b .t loga T = loga b- logbx ]
Tento vztah ndm umoziiuje prevadét mezi sebou logaritmy pii ruznych zakladech. Napiiklad

pro xr > 0 plati
log
Inx T ]Ologz ( In 10) g In10 log z .

Proto je
Inz

Inz =1In10 logx, mneboli logz = mio"

6. Obecna mocnina

Jiz jsme definovali hodnotu vyrazu z%, kde a je racionalni ¢islo. Pro redlné a je jednodussi
definovat funkci f(x) = 2% pro 2 > 0 pomoci vztahu 2 = e™*, neboli jako

f(z) =a2%=e*m% kde z>0. (6)

Tato funkce se nazyva obecnd mocnina.



Pro obecné mocniny lze odvodit zndme vzorce

1
(zy)* = 2%, 2%’ =2 2= — (aza)b 2% kde z,y>0.

Pro a = 0 je funkce f(z) = 2% = 2% = "% = ¢ = 1 konstantni.
Pro a # 0 je funkce f(z) = 2% : (0,400) — (0, +00) vzdjemné jednozna¢nd jeji inverzni funkce
je fCV(z) = 21/2, a tedy je to opét obecns mocnina.

Poznamka. Pro n € N jsme definovali n—tou odmocninu f(z) = {/x jako inverzni funkci k funkci

™ g patficné zuzenym definiécnim oborem. Pokud budeme povazovat funkci x" za obecnou

x
mocninu, tj. pokud definujeme z” = e kde z > 0, oznacili jsme jeji inverzni funkei jako
g(z) = z'/™. Formalné bychom méli rozlisovat funkce f(z) = {/z a funkci g(x) = z'/™, protoze
tyto funkce maji ruzny definiéni obor. Napiiklad pro n = 3 ma nédmi definovand funkce f(z) =
/x definicni obor Dy = R, kdezto funkee g(z) = 2'/3 m4 definién{ obor Dy = (0,+00) C Dy.

Proto rovnost /z = z1/3 plati pouze pro z > 0.

NERESENE PRIKLADY

Priklad 1. Najdéte podil (2% + 2% — 22% + 22 + 2 — 2) : (2% + 3z + 2).
(2% — 222 4+ 22 — 1]
Priklad 2. Najdéte podil (425 — 22 + 723 — 322 + 15) : (2% + 2z — 3).

3392 — 318
[4x3— 1022 + 39z — 111 + 2220 }

24+ 2x—3
Priklad 3. Najdéte viechny koteny polynomu P(z) = z° — 5zt + 1023 — 112% + Tz — 2,
kdyz vite, Ze je tento polynom délitelny polynomem 22 — 3z + 2 a # = 1 je jeho kofen
nasobnosti nejméné 2.

[9512 =1, x3=2, Zu5=1 (lii\/g)-}
Priklad 4. Ukazte, ze pro x # 2 plati

9. 4o+
2173

) = (353

Priklad 5. Ukazte, ze pro kazdé a > 0, a # 1, a x > 0 plati log, v = —log, ), =.

1
Priklad 6. Ukazte, ze pro kazdé x > 0, x # 1 plati log, e = —

Inz
232 23

Priklad 7. Zjednoduste vyraz ————-.
22 . o-1/2

[x25/12l

7. Goniometrické funkce

Goniometrické funkce nazyvame funkce y = sinx, y = cosz, y = tgx a y = cotg . Geometricky
vyznam nezavisle proménné x, neboli argumentu, téchto funkci je délka oblouku jednotkové
kruznice se stfedovym uhlem x, tj. velikost 1ihlu v radidanech.

Protoze délka jednotkové kruznice je rovna 27 je vztah mezi popisem velikosti ithlu pomoci
stupnu a radidnu



kde « je velikost 1hlu ve stupnich a x jeho velikost v radidnech.
Pro pravouhly trojihelnik s odvésnami a, b, pfeponou ¢ a thlem «, ktery lezi proti odvésné
a je
. a b a
sino = —, cosa = —, tga = —, cotgay = —.
c c b a

7 defini¢nich vztaht a z Pythagorovy véty a? + b*> = ¢? plynou vztahy

9 sin o CoS (v
a=1, tga = , cotgax = — , tga-cotga =1.
cos o sin «

sin? o —+ cos

Pomoci specidlnich pravouhlych trojihelniki (rovnoramenny a polovina rovnostranného troj-

thelnika) lze najit hodnoty téchto funkei pro thly o = 0 ~ 0°, a = %ﬂ' ~ 30° a = iw ~ 45°,

o= %ﬂ' ~60°aa= %W ~ 90°. Tyto hodnoty jsou

o 0 % ™ % 7 % us % s

sin « % g @ 1

cos 1 § @ % 0

tg o 0 g 1 V3 neni definovan
cotg neni definovan V3 1 @ 0

Kdyz v roviné xy budeme uvazovat jednotkovou kruznici se stifedem v pocatku, tj. kiivku
popsanou rovnici 22 4+ 32 = 1, a ¢ je thel, ktery svird privodi¢ bodu [z;y] této kruznice s
kladnym smérem osy x, tj. délka oblouku kruznice od bodu [1;0] do bodu [z;y], jsou x—ova a
y—ova soufadnice bodu rovny x = cos ¢ a y = sin . Pomoci tohoto vztahu rozsifujeme definice
funkei = cosy a y = sing na hodnoty 0 < ¢ < 27m. Pro ¢ € R pak definujeme funkce
x = cosp a y = sinp tak, aby byly periodické s periodou 2w, tj. aby pro kazdé ¢ € R platilo
cos(p+27) = cos p a sin(p+27) = sin . Z této definice plyne, ze definiéni obor funkci y = cosx
a y = sin z mnozina vSech redlnych ¢isel R a jejich obor hodnot je interval (—1, 1), neboli funkce

cos: R — (—1,1), sin: R — (—1,1)

jsou funkce na mnozinu (—1, 1).
Mnozina nulovych bodu funkce cos x, tj. mnozina vSech feSeni rovnice cos x = 0, je mnozina
{% T+ ki k€ Z} a mnozina nulovych bodu funkce sin z je mnozina {knr; ke Z}.

Disledek definice téchto funkei je vztah
cos’x +sin®z =1, (7)

ktery plati pro kazdé x € R.
Podle definice maji tyto funkce periodu L = 27, tj. pro kazdé x € R plati

cos(x £ 2m) = cosx, sin(z £ 27) =sinz,

a tedy nejsou prosté.
Lze ukézat, ze funkce cosx je suda a funkce sinx je lichd, tj. ze pro kazdé x € R plati

cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz.
Lze také ukézat, ze pro kazdé x, y € R plati

cos(x +y) = cosxcosy —sinzsiny, sin(x +y) =sinx cosy + coszsiny. (8)



Jestlize v tomto vztahu polozime x = y, dostaneme pro dvijnasobné tihly
cos 2z = cos® x — sin2:z:, sin2x = 2sinxcosx.
Kombinace se vztahem (7) pak dava
cos2:1::%(1+0052x), sin2m:%(1—0082x).

Kdyz v (8) polozime y — —y a vyuzijeme toho, ze funkce cosz je sudd a funkce sinz je licha,
ziskdme rovnost

cos(x —y) = cosxcosy +sinxsiny, sin(z —y) = sinz cosy — cosxsiny

Jestlize ode¢teme a pri¢teme tyto rovnosti k (8), dostaneme rovnosti

coszcosy = 3(cos(z +y) + cos(z —y)) ,
sinzsiny = £ (cos(z —y) — cos(z +y)) ,
sinzcosy = % (sin(z + y) + sin(z — y)) .

Mimo mnozinu nulovych bodu funkce cosx, resp. nulovych bodu funkce sinz, definujeme
funkce
tg:R\{%ﬂ—Flm, k EZ} — R, resp. cotg:]R\{knr, k:GZ} —R

predpisy
sinx cosx
tgx = , resp. cotgx = — .
CosT sinx

Podle definice plati pro tyto funkce na pruniku jejich defini¢nich obort, tj. pro z # %]{37'(', kde
k € Z, vztah
tgxcotgxr =1.

Mnozina nulovych bodu funkce tgx je stejnd jako mnozina bodu funkce sinz, tj. mmnozina
{lm, ke Z}, a mnozina nulovych bodu funkce cotgx je rovna mnoziné nulovych bodu funkce
cos x, tj. mnoziné {%ﬂ' +km; ke Z}.

Obé tyto funkce jsou liché, tj. pro kazdé x z jejich definéniho oboru je

tg(—z) = —tgx, cotg(—x) = —cotgx,
a maji periodu L = m, tj. pro kazdé x z defini¢niho oboru je

tg(z £7) =tgx, cotg(x ) = cotgx .

NERESENE PRIKLADY

Priklad 8. Najdéte nésledujici realna cisla

COS%W, sin%ﬂ, tg%w, cotggw,
11 17 _5 17
sin 5 7, COS 5 T, tg( 67r), cotg(3 7r).
V2 1 V3
-, -3, V3, -
-1 _V3 B _3
, 2 30 3



Priklad 9. Pomoci vztahu pro dvojnasobné thly najdéte cos § a sin 7.

1Verve, 1ve- VA

Piiklad 10. Vyjddiete tg(x + y) pomoci tgz a tgy a cotg(z + y) pomoci cotg x a cotgy.

tgr +t cotgxcotgy — 1 7
tg(e +y) = 2 cotg(a 4 y) = o BT
1—tgaxtgy cotg x + cotgy
Priklad 11. Vyjadrete funkce cos 2z a sin 2x promoci funkce tg x.
1 —tg’x , 2tg x
[COSQZE:—Q, Sin2x = ————.
14+ tg*x 14+tg*z |

Priklad 12. Pro z € (0, %W) vyjadrete funkce cosx a sinx promoci funkce tgx.

1 tgx
V1+tgs’

V1+tg?a
8. Cyklometrické funkce

sinx =

[COS T =

Goniometrické funkce jsou periodické, a proto nejsou prosté. Inverzni funkce k uréitému zizeni
)
goniometrickych funkci se nazyvaji cyklometrické funkce.

Pokud zuzime funkci y = sin z na interval <—% T, % ), tj. budeme uvazovat funkci

fi{=imdm —(-1,1), x—y=sinz,

dostaneme vzajemné jednoznacénou funkci. Inverzni funkce k této funkci se nazyva arkussinus a
znad¢i se y = arcsinx. Tedy

arcsin : (—1,1) = (=%, 5 7), x —y=arcsinz, kde z=siny.
Podle definice inverzni funkce plati

sin(arcsinz) =2 pro =z € (—1,1),

—_

arcsin(sinz) =2 pro =z € (—3m im).

Pokud zuzime funkci y = cosx na interval (0, ), tj. budeme uvazovat funkci
f:<077T>4)<7171>7 Ty =CosST,

dostaneme vzajemné jednozna¢nou funkci. Inverzni funkce k této funkci se nazyva arkuskosinus
a znadi se y = arccos x. Tedy

arccos : (—1,1) — (0,7), x —y =arccosx, kde xz=cosy.
Podle definice inverzni funkce plati

cos(arccos:n) =x pro zé€(—1,1),

arccos(cosz) =x pro x € (0,7).

Pro specidlni hodnoty x jsou hodnoty téchto funkci

_ _ V3 V2 1 1 V2 V3
T 1 > > 2 0 2 5 | 5 1
. 1 1 1 1 1 1 1 1
arcsin xr —571' —gﬂ' _Zﬂ- —gﬂ' 0 671' Zﬂ- g'ﬂ' 57'('
5 3 2 1 1 1 1
arccos x T g7 i ST 5T 3T i &7 0




Pokud zuzime funkci y = tg z na interval (—% T, % ), tj. budeme uvazovat funkci
Folmim R, wey=tge,

dostaneme vzajemné jednozna¢nou funkci. Inverzni funkce k této funkci se nazyvé arkustangens
a znadi se y = arctgx. Tedy

aI‘Ctg!R—>(—%7T,§7T), r—y=arctgx, kde z=tgy.
Podle definice inverzni funkce plati

tg(arctgac) =z pro z€R,

arctg(tgz) =z pro z € (—imim).

Pokud zizime funkci y = cotg x na interval (0, 7), tj. budeme uvazovat funkci
f:(0,m) =R, X —y = cotgx,

dostaneme vzajemné jednoznacnou funkci. Inverzni funkce k této funkci se nazyva arkuskotan-
gens a znaci se y = arccotg x. Tedy

arccotg : R — (0,7), r — y = arccotgx, kde =z =cotgy.
Podle definice inverzni funkce plati

cotg(arccotg :1;) =z pro z€R,
arccotg(cotgz) =z pro  z € (0,7).

Pro specidlni hodnoty = jsou hodnoty téchto funkci

x — —00 —V/3 -1 —? 0 ? 1 V3 | — +oo
arctg z —%71' —%71' —%7‘(‘ —%7‘(‘ 0 %ﬂ' iﬂ' %7‘(’ %71'
arccotg x m %77 %71’ %71’ %77 %71’ %7[' %71’ 0

Piiklad 8.1.r. Ukazte, ze pro kazdé x € (—1, 1) plati sin(arccosz) = v/1 — z2.
Resend. Protoze obor hodnot funkce arccos z je interval (0, 7) a je sin(arccos z) > 0. Proto
plati

sin(arccos z) = /1 — cos?(arccos z) = V1 — 22

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 8.1. Ukazte, ze pro kazdé x € (—1,1) plati cos(arcsinz) = /1 — 22.
Priklad 8.2. Ukazte, ze pro kazdé = # 0 plati

1 1
cotg(arctgz) = — a tg(arccotgx) = — .
x x

Priklad 8.3. Spocitejte hodnotu vyrazu sin (arcsin X+ arccos x) a cos (arcsin T -+ arccos {E)
a pomoci toho nakreslete graf funkce f(x) = arcsinz + arccos z.
sin (arcsin T + arccos x) =1, cos(arcsin x + arccos :U) =0,
1

arcsinx + arccosr = 5T
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9. Hyperbolické funkce

Tak se souhrné oznacuji funkce

hyperbolicky sinus sinh:R— R,
hyperbolicky kosinus cosh: R — (1,00),
hyperbolicky tangens tgh: R — (—1,1),

hyperbolicky kotangens cotgh : R\ {0} — (—o0,—1) U (1, 00),
které jsou definované prifazenimi

xHy:sinhx:%(ex—e_x), xHy:coshx:%(ex—i—e_I)

toh sinh z el —e® toly coshr e*+e™*
rr—=1y= T = = X — Y = CO €r = = .
y & coshz et +4e 2’ y & sinh z et —e 7T

Vsechny tyto funkce jsou funkce na uvedené mnoziny.
Podle definice je funkce y = coshx suda a funkce y = sinhz, y = tghx a y = cotgh x liché,
tj. pro kazdé x z definiéniho oboru je

cosh(—z) = coshz, sinh(—x) = —sinhz, tgh(—z)= —tghz, cotgh(—z)= —cotghz.
Ptimo z definic plynou vztahy

cosh?z —sinh?>z =1, z€eR, tghz-cotghx =1, =z e€R\{0}.

Piiklad 9.1.r. Dokazte, ze pro kazdé x, y € R plati

cosh(z + y) = coshx coshy + sinh zsinh vy,
sinh(x + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y .

Resent. Podle definic je

2

(" —e™™¥) = 1% — 1e e V.

cosh(z +y) = 5 (" +e™7Y) = 1" + Le eV,
1
2 2

Protoze pro kazdé y € R plati

eV = % (ey + e_y) + % (ey — e_y) = coshy + sinhy
eV = % (ey + e_y) — %(ey — e_y) = coshy — sinh y,
je
cosh(z +y) = % e’ (cosh y + sinh y) + % e " (cosh y — sinh y) =
= % (e”” + e’z) coshy + % (e”” — e""“") sinh y = cosh x cosh y + sinh x sinh y/,
sinh(z + y) = 4 €"(coshy + sinhy) — e *(coshy — sinhy) =
% (ex — e‘“”) coshy + % (ex + e_x) sinh y = sinh x cosh y + cosh z sinh y .
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NERESENE PRIKLADY

Piiklad 9.1. Dokazte, ze pro kazdé x € R plati

cosh 2z = cosh? z + sinh® z, sinh 2z = 2sinh x cosh z .

Priklad 9.2. Dokazte, ze pro kazdé x € R je

cosh’z = 1 (cosh2z 4+ 1), sinh®z = 1 (cosh2z — 1) .

Piiklad 9.3. Dokazte, ze pro kazdé z, y € R plati

(cosh(z + y) + cosh(z — y)) ,
(cosh(z + y) — cosh(z — y)),
(sinh(x +y) + sinh(z — y)) .

cosh x coshy =

sinh z sinhy =

N N= N

sinh zsinhy =
10. Hyperbolometrické funkce

To je sournny néazev pro inverzni funkce k hyperbolickym funkcim, resp. k jejim zizenim. Tyto
funkee 1ze vyjadfit pomoci logaritmi, coz se pouziva velmi casto.

Funkce sinh : R — R je vzdjemné jednozna¢nd. Jeji inverzni funkce se nazyva argument
hyperbolického sinu a znaéi se

argsinh : R — R, z+— y=argsinhz, kde x=sinhy= % (ey — e*y) .

Funkce cosh : R — (1,00 je sudd, a proto nemuze byt prostd. Ale jeji zizZeni na interval
(0,00), tj. funkce

f:(0,00) — (1,00), x +—y =coshuz,
uz je vzajemné jednoznacnd. Jeji inverzni funkce se nazyva argument hyperbolického kosinu a
znaci se
argcosh : (1,00) — (0, 00), x— y =argecoshz, kde xz = coshy= % (ey + e_y) .

Funkce tgh: R — (—1,1) je vzdjemné jednoznacna. Jeji inverzni funkce se nazyvé argument
hyperbolického tangens a znaéi se

sinhy e¥—e™¥

argtgh : (-1,1) — R, z—y=argtghr, kde z=tghy= coshy eV +e ¥’

Funkce cotgh : R\ {0} — (=00, —1) U (1,00) je vzajemné jednozna¢nd. Jeji inverzni funkce
se nazgyva argument hyperbolického kotangens a znaci se

argeotgh : (—oo, —1) U (1,00) — R\ {0}, x +— y = argcotgh x

kde . Ly
x:cotghyzc?s y_ete .
sinhy e¥—e™¥
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NERESENE ULOHY

Priklad 10.1. Ukazte, ze plati

argsinh z = ln(x + Va2 + 1) , argcosh r = ln(x + Va2 — 1) ,
1 1
argtghx = In e , argcotghr = In T

1—2 r—1"
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