
Cvičeńı 3.2.

1. Kvadratické funkce

Kvadratickou funkćı nazýváme každou funkci f(x) = ax2 + bx + c, kde a, b, c ∈ R, a 6= 0.
Definičńı obor kvadratické funkce je Df = R.

Graf kvadratické funkce je parabola y = ax2 + bx + c. Protože pro a 6= 0 plat́ı

ax2 + bx + c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c = a

(
x +

b

2a

)2

− b2

4a
+ c = a

(
x +

b

2a

)2

+
4ac− b2

4a
,

je rovnice této paraboly

y − 4ac− b2

4a
= a

(
x +

b

2a

)2

.

Jedná se tedy o parabolu s vrcholem v bodě V =
[
− b

2a
;
4ac− b2

4a

]
.

Jestliže je a > 0 je parabola otevřená v kladném směru osy y a pro a < 0 je tomu naopak.

Osu x, tj. př́ımku y = 0, protne tato parabola v bodech, pro které plat́ı

ax2 + bx + c = 0 , neboli a

(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a
, tj.

(
x +

b

2a

)2

=
b2 − 4ac

4a2
.

Tedy pro b2 − 4ac ≥ 0 jsou to body

x± +
b

2a
= ±

√
b2 − 4ac

2a
, tj. x± =

−b±
√

b2 − 4ac

2a
.

Pro b2 − 4ac < 0 parabola y = ax2 + bx + c osu x neprotne.

Př́ıklad 1.1.r. Najděte vrchol paraboly y = 3x2 + 2x− 4.

Řešeńı. Postupně dostaneme

y = 3x2 + 2x− 4 = 3
(
x2 + 2

3
x
)
− 4 = 3

(
x + 1

3

)2 − 1
3
− 4 , neboli y + 13

4
= 3

(
x + 1

3

)2
.

Tedy vrchol paraboly je V =
[
−1

3
;−13

4

]
.

2. Polynomy (mnohočleny)

Polynom v proměnné x se nazývá každý výraz tvaru

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + a1x + a0 =

n∑
k=0

akx
k , (1)

kde x je neurčitá proměnná (nějaký symbol) a ak ∈ C. Jestliže jsou všechna ak reálná, nazýváme
polynom (1) reálný polynom.
Jestliže považujeme x za reálné č́ıslo, dostaneme polynomiálńı funkci

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + a1x + a0 =

n∑
k=0

akx
k .

Definičńı obor této funkce je Df = R.
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Je-li an 6= 0 nazývá se polynom (1) polynom stupně n a ṕı̌seme st
(
P (x)

)
= n (pro nulový

polynom, tj. P (x) = 0, se defunuje jeho stupeň jako −∞).

Polynom P (x) stupně n, pro který je an = 1 se nazývá normovaný polynom stupně n.

Měli byste umět dělit polynom polynomem. Ukážu to na př́ıkladě.

Př́ıklad 2.1.r. Najděte pod́ıl (2x4 − 3x2 + x + 2) : (3x2 − x + 1).

Řešeńı. Ṕı̌se se to pod sebe jako při dělěńı č́ısel

( 2x4 − 3x2 + x + 2) : ( 3x2 − x + 1) = 2
3
x2 + 2

9
x− 31

27

−(2x4 − 2
3
x3 + 2

3
x2)

2
3
x3 − 11

3
x2 + x + 2

−(2
3
x3 − 2

9
x2 + 2

9
x)

−31
9
x2 + 7

9
x + 2

−(−31
9
x2 + 31

27
x− 31

27
)

−10
27

x + 85
27

Tento výpočet znamená, že plat́ı

2x4 − 3x2 + x + 2

3x2 − x + 1
= 2

3
x2 + 2

9
x− 31

27
+

−10
27

x + 85
27

3x2 − x + 1
.

Pro děleńı polynomu polynomem plat́ı následuj́ıćı věta:
Věta. Necht’ je P (x) polymon stupně n a Q(x) polynom stupně m. Pak existuj́ı polynomy S(x)
a R(x), kde st

(
R(x)

)
< m, takové, že

P (x) = S(x)Q(x) + R(x) . (2)

Přitom jsou polymony S(x) a R(x) dány jednoznačné. Polynom R(x) ze vztahu (2) se nazývá
zbytek. Jestliže je R(x) = 0, ř́ıkáme, že je polynom P (x) dělitelný polynomem Q(x).

Komplexńı č́ıslo x0 ∈ C, pro které plat́ı P (x0) = 0, se nazývá kořen polynomu P (x). Necht’ je
P (x) polynom stupně n. Pak je x0 jeho kořen právě tehdy, když je P (x) dělitený polynomem
x − x0. Jinými slovy x0 je kořen polynomu P (x) stupně n právě tehdy, když existuje polynom
Q(x) stupně (n− 1) takový, že

P (x) = (x− x0)Q(x) .

Pro polynomy plat́ı tzv. základńı věta algebry
Věta. Každý polynom P (x) stupně větš́ıho než nula má aspoň jeden komplexńı kořen.

Necht’ je P (x) polynom stupně n a x1, x2, . . . , xr všechny jeho navzájem r̊uzné kořeny. Pak
existuj́ı přirozená č́ısla k1, k2, . . . , kr taková, že plat́ı

P (x) = an(x− x1)k1(x− x2)k2 . . . (x− xr)kr . (3)

Přirozené č́ıslo ks v rozkladu (3) se nazývá násobnost kořene xs plynomu P (x) a plat́ı pro ně

k1 + k2 + . . . + kr = n .
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Jestliže je P (x) reálný polynom a x0 jeho kořen násobnosti k, je také jeho komplexně sdružené
č́ıslo x0 kořen polynomu P (x) násobnosti k. To znamená, že když je x1 = α + iβ, kde β 6= 0,
kořen polynomu P (x) násobnosti k, je i x2 = x1 = α− iβ 6= x1 kořen násobnosti k. Z toho plyne,
že existuje polynom Q(x) takový, že

P (x) =
(
x− α− iβ

)k(
x− α + iβ

)k
Q(x) =

(
x2 + px + q

)k
Q(x) ,

kde kvadratický polynom x2 + px + q má komlexńı kořeny x± = α± iβ.
Z podobných úvah lze ukázat, že každý reálný polynom P (x) stupně n > 0 lze napsat ve

tvaru

P (x) = an(x−x1)k1(x−x2)k2 . . . (x−xr)kr(x2 +p1x+q1)`1(x2 +p2x+q2)`2 . . . (x2 +psx+qs)`s ,

kde x1, . . . , xr jsou všechny reálné navzájem r̊uzné kořeny polynomu P (x), x2 + p1x + q1, . . . ,
x2 + psx+ qs jsou navzájem r̊uzné reálné polynomy, které nemaj́ı reálné kořeny, tj. p2

1− 4q1 < 0,
. . . , p2

s − 2qs < 0 a
k1 + k2 + . . . + kr + 2`1 + 2`2 + . . . + 2`s = n .

3. Odmocniny

Uvažujme funkci f(x) = xn, kde n ∈ N. Definičńı obor této funkce je Df = R.

Jestliže je n liché, tj. n = 2k + 1, k ∈ N0, je obor hodnot této funkce Hf = R. Nav́ıc lze ukázat,
že je funkce f(x) rostoućı, a proto prostá. Jej́ı inverzńı funkce se nazývá n–tá odmocnina x, a
znač́ı se n

√
x.

Tedy pro lichá n je n
√

x : R → R a pro každé x ∈ R plat́ı
n
√

xn =
(

n
√

x
)n = x .

Pro sudá n, tj. n = 2k, kde k ∈ N, je obor hodnot této funkce Hf = 〈0,+∞). Protože plat́ı
x2k = (−x)2k neńı funkce f(x) v tomto př́ıpadě prostá.

Uvažujme zúžeńı funkce f(x) = xn na interval 〈0,+∞), tj. funkci g(x) : 〈0,+∞) → 〈0,+∞)
definovanou vztahem g(x) = xn = x2k. O této funkci lze ukázat, že je rostoućı, a tedy i prostá.
Proto k ńı existuje inverzńı funkce, kterou budeme nazývat n–té odmocnina x, a značit jako
n
√

x. Tedy pro sudá n je n
√

x : 〈0,+∞) → 〈0,+∞) a pro každé x ≥ 0 plat́ı
n
√

xn =
(

n
√

x
)n = x .

Poznámka: Poznamenejme, že sudé n je definováno n
√

xn také pro x < 0. Ale pro záporná x

neplat́ı rovnost n
√

xn = x, ale pouze n
√

xn = |x|, kde |x| je tzv. absolutńı hodnota x.

4. Exponenciálńı funkce

Necht’ je a > 0. Pak pro každé racionálńı č́ıslo r = p
q můžeme definovat ar = q

√
ap =

(
q
√

a
)p. Když

tuto funkci spojitě rozš́ı̌ŕıme do množiny reálných č́ısel, dostaneme pro a > 0 tzv. exponenciálńı
funkci f(x) = ax. Definičńı obor této funkce je Df = R.

Lze ukázat, že pro každé x1, x2 ∈ R plat́ı vztahy

ax1ax2 = ax1+x2 ,
(
ax1

)x2 = ax1x2 (4)

a pro každé a > 0 je f(0) = a0 = 1.
Pro a = 1 je f(x) = 1x = 1 a tedy funkce je konstantńı.

Pro a > 0, a 6= 1 je obor hodnot exponenciálńı funkce Hf = (0,+∞). Protože pro a > 1 je tato
funkce rostoućı a pro 0 < a < 1 je to funkce klesaj́ıćı, je pro tato a exponenciálńı funkce prostá.

3



5. Logaritmická funkce

Pro každé a > 0, a 6= 1 je exponenciálńı funkce ax : R → (0,+∞) vzájemně jednoznačná. Proto
k ńı existuje inverzńı funkce, ketrá se nazývá logaritmus x při základu a a znač́ı se loga x. Podle
definice je

loga : (0,+∞) → R

definovaná vztahem y = loga x právě tehdy, když je x = ay. Jinými slovy to znamená, že plat́ı

aloga x = x pro každé x > 0 , loga

(
ax

)
= x pro každé x ∈ R . (5)

Poznámka: Funkce y = loga x se vlastně zavád́ı jako značka pro řešeńı rovnice x = ay. Např́ıklad
rovnice πx = 7 má řešeńı x = logπ 7 nebo rovnice

(
1
2

)x = 5 má řešeńı x = log1/2 5.

Funkce y = log10 x, tj. logaritmus x při základu 10, se nazývá dekadický logaritmus a použ́ıvá
se pro něj značka y = log x.

V matematické analýze má největš́ı význam funkce logaritmus x při základu e, kde e je tzv.
Eulerovo č́ıslo, tj. funkce y = loge x. Tato funkce se nazývá přirozený logaritmus x a použ́ıvá se
pro ni značka y = ln x.

Pro logaritmus x při základu a plat́ı d̊uležité vztahy, které plynou z rovnic (4) a (5).
Pro každé x1, x2 > 0 je

aloga x1x2 = x1x2 = aloga x1aloga x2 = aloga x1+loga x2 , neboli loga(x1x2) = loga x1 + loga x2.

Pro každé x ∈ R a y > 0 je

ax loga y =
(
aloga y

)x = yx = aloga(yx), neboli loga

(
yx

)
= x loga y .

Pro každé a, b > 0, a, b 6= 1 a x > 0 plat́ı

aloga x = x = blogb x =
(
aloga b

)logb x = alogb x loga b , tj. loga x = loga b · logb x .

Tento vztah nám umožňuje převádět mezi sebou logaritmy při r̊uzných základech. Např́ıklad
pro x > 0 plat́ı

eln x = x = 10log x =
(
eln 10

)log x = eln 10 log x .

Proto je

lnx = ln 10 log x , neboli log x =
lnx

ln 10
.

6. Obecná mocnina

Již jsme definovali hodnotu výrazu xa, kde a je racionálńı č́ıslo. Pro reálné a je jednodušš́ı
definovat funkci f(x) = xa pro x > 0 pomoćı vztahu x = eln x, neboli jako

f(x) = xa = ea ln x , kde x > 0 . (6)

Tato funkce se nazývá obecná mocnina.
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Pro obecné mocniny lze odvodit známe vzorce

(xy)a = xaya, xaxb = xa+b x−a =
1
xa

,
(
xa

)b = xab, kde x, y > 0 .

Pro a = 0 je funkce f(x) = xa = x0 = e0 ln x = e0 = 1 konstantńı.
Pro a 6= 0 je funkce f(x) = xa : (0,+∞) → (0,+∞) vzájemně jednoznačná jej́ı inverzńı funkce
je f (−1)(x) = x1/a, a tedy je to opět obecná mocnina.

Poznámka. Pro n ∈ N jsme definovali n–tou odmocninu f(x) = n
√

x jako inverzńı funkci k funkci
xn s patřičně zúženým definičńım oborem. Pokud budeme považovat funkci xn za obecnou
mocninu, tj. pokud definujeme xn = en ln x, kde x > 0, označili jsme jej́ı inverzńı funkci jako
g(x) = x1/n. Formálně bychom měli rozlǐsovat funkce f(x) = n

√
x a funkci g(x) = x1/n, protože

tyto funkce maj́ı r̊uzný definičńı obor. Např́ıklad pro n = 3 má námi definovaná funkce f(x) =
3
√

x definičńı obor Df = R, kdežto funkce g(x) = x1/3 má definičńı obor Dg = (0,+∞) ⊂ Df .
Proto rovnost 3

√
x = x1/3 plat́ı pouze pro x > 0.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1. Najděte pod́ıl (x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2) : (x2 + 3x + 2).[
x3 − 2x2 + 2x− 1 .

]
Př́ıklad 2. Najděte pod́ıl (4x5 − 2x4 + 7x3 − 3x2 + 15) : (x2 + 2x− 3).[

4x3 − 10x2 + 39x− 111 +
339x− 318

x2 + 2x− 3
.
]

Př́ıklad 3. Najděte všechny kořeny polynomu P (x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2,
když v́ıte, že je tento polynom dělitelný polynomem x2 − 3x + 2 a x = 1 je jeho kořen
násobnosti nejméně 2. [

x1,2 = 1 , x3 = 2 , x4,5 = 1
2

(
1± i

√
3
)
.
]

Př́ıklad 4. Ukažte, že pro x 6= 2 plat́ı

9 · 4x+1

2x−3

(
3x+1

) 1
x−2 = 2x+5 ·

(
3

x−1
x−2

)3

.

Př́ıklad 5. Ukažte, že pro každé a > 0, a 6= 1, a x > 0 plat́ı loga x = − log1/a x.

Př́ıklad 6. Ukažte, že pro každé x > 0, x 6= 1 plat́ı logx e =
1

ln x
.

Př́ıklad 7. Zjednodušte výraz
x3/2 · 4

√
x3

3
√

x2 · x−1/2
.

[
x25/12.

]
7. Goniometrické funkce

Goniometrické funkce nazýváme funkce y = sinx, y = cos x, y = tg x a y = cotg x. Geometrický
význam nezávisle proměnné x, neboli argumentu, těchto funkci je délka oblouku jednotkové
kružnice se středovým úhlem x, tj. velikost úhlu v radiánech.

Protože délka jednotkové kružnice je rovna 2π je vztah mezi popisem velikosti úhlu pomoćı
stupň̊u a radián̊u

x =
π

180
α
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kde α je velikost úhlu ve stupńıch a x jeho velikost v radiánech.
Pro pravoúhlý trojúhelńık s odvěsnami a, b, přeponou c a úhlem α, který lež́ı proti odvěsně

a je

sinα =
a

c
, cos α =

b

c
, tg α =

a

b
, cotg α =

b

a
.

Z definičńıch vztah̊u a z Pythagorovy věty a2 + b2 = c2 plynou vztahy

sin2 α + cos2 α = 1 , tg α =
sinα

cos α
, cotg α =

cos α

sinα
, tg α · cotg α = 1 .

Pomoćı speciálńıch pravoúhlých trojúhelńık̊u (rovnoramenný a polovina rovnostranného troj-
úhelńıka) lze naj́ıt hodnoty těchto funkćı pro úhly α = 0 ∼ 0◦, α = 1

6 π ∼ 30◦, α = 1
4 π ∼ 45◦,

α = 1
3 π ∼ 60◦ a α = 1

2 π ∼ 90◦. Tyto hodnoty jsou

α 0 1
6 π 1

4 π 1
3 π 1

2 π

sinα 0 1
2

√
2

2

√
3

2 1

cos α 1
√

3
2

√
2

2
1
2 0

tg α 0
√

3
3 1

√
3 neńı definován

cotg α neńı definován
√

3 1
√

3
3 0

Když v rovině xy budeme uvažovat jednotkovou kružnici se středem v počátku, tj. křivku
popsanou rovnici x2 + y2 = 1, a ϕ je úhel, který sv́ırá pr̊uvodič bodu [x; y] této kružnice s
kladným směrem osy x, tj. délka oblouku kružnice od bodu [1; 0] do bodu [x; y], jsou x–ová a
y–ová souřadnice bodu rovny x = cos ϕ a y = sinϕ. Pomoćı tohoto vztahu rozšǐrujeme definice
funkćı x = cos ϕ a y = sinϕ na hodnoty 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Pro ϕ ∈ R pak definujeme funkce
x = cos ϕ a y = sinϕ tak, aby byly periodické s periodou 2π, tj. aby pro každé ϕ ∈ R platilo
cos(ϕ±2π) = cos ϕ a sin(ϕ±2π) = sin ϕ. Z této definice plyne, že definičńı obor funkci y = cos x
a y = sinx množina všech reálných č́ısel R a jejich obor hodnot je interval 〈−1, 1〉, neboli funkce

cos : R → 〈−1, 1〉 , sin : R → 〈−1, 1〉

jsou funkce na množinu 〈−1, 1〉.
Množina nulových bod̊u funkce cos x, tj. množina všech řešeńı rovnice cos x = 0, je množina{

1
2 π + kπ ; k ∈ Z

}
a množina nulových bod̊u funkce sinx je množina

{
kπ ; k ∈ Z

}
.

Důsledek definice těchto funkćı je vztah

cos2 x + sin2 x = 1 , (7)

který plat́ı pro každé x ∈ R.
Podle definice maj́ı tyto funkce periodu L = 2π, tj. pro každé x ∈ R plat́ı

cos(x± 2π) = cos x , sin(x± 2π) = sinx ,

a tedy nejsou prosté.
Lze ukázat, že funkce cos x je sudá a funkce sinx je lichá, tj. že pro každé x ∈ R plat́ı

cos(−x) = cos x , sin(−x) = − sinx .

Lze také ukázat, že pro každé x, y ∈ R plat́ı

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y , sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y . (8)
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Jestliže v tomto vztahu polož́ıme x = y, dostaneme pro dvijnásobné úhly

cos 2x = cos2 x− sin2 x , sin 2x = 2 sin x cos x .

Kombinace se vztahem (7) pak dává

cos2 x = 1
2

(
1 + cos 2x

)
, sin2 x = 1

2

(
1− cos 2x

)
.

Když v (8) polož́ıme y → −y a využijeme toho, že funkce cos x je sudá a funkce sin x je lichá,
źıskáme rovnost

cos(x− y) = cos x cos y + sinx sin y , sin(x− y) = sin x cos y − cos x sin y

Jestliže odečteme a přičteme tyto rovnosti k (8), dostaneme rovnosti

cos x cos y = 1
2

(
cos(x + y) + cos(x− y)

)
,

sinx sin y = 1
2

(
cos(x− y)− cos(x + y)

)
,

sinx cos y = 1
2

(
sin(x + y) + sin(x− y)

)
.

Mimo množinu nulových bod̊u funkce cos x, resp. nulových bod̊u funkce sinx, definujeme
funkce

tg : R \
{

1
2 π + kπ, k ∈ Z

}
→ R , resp. cotg : R \

{
kπ, k ∈ Z

}
→ R

předpisy

tg x =
sinx

cos x
, resp. cotg x =

cos x

sinx
.

Podle definice plat́ı pro tyto funkce na pr̊uniku jejich definičńıch obor̊u, tj. pro x 6= 1
2 kπ, kde

k ∈ Z, vztah
tg x cotg x = 1 .

Množina nulových bod̊u funkce tg x je stejná jako množina bod̊u funkce sinx, tj. množina{
kπ, k ∈ Z

}
, a množina nulových bod̊u funkce cotg x je rovna množině nulových bod̊u funkce

cos x, tj. množině
{

1
2π + kπ ; k ∈ Z

}
.

Obě tyto funkce jsou liché, tj. pro každé x z jejich definčńıho oboru je

tg(−x) = − tg x , cotg(−x) = − cotg x ,

a maj́ı periodu L = π, tj. pro každé x z definičńıho oboru je

tg(x± π) = tg x , cotg(x± π) = cotg x .

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 8. Najděte následuj́ıćı reálná č́ısla

cos 3
4
π , sin 7

6
π , tg 2

3
π , cotg 5

3
π ,

sin 11
2

π , cos 17
6

π , tg
(
−5

6
π
)
, cotg

(
17
3

π
)
.[

−
√

2
2

, −1
2
, −

√
3 , −

√
3

3
,

−1 , −
√

3
2

√
3

3
, −

√
3

3
.

]

7



Př́ıklad 9. Pomoćı vztahu pro dvojnásobné úhly najděte cos π
8

a sin π
12

.[
1
2

√
2 +

√
2 , 1

2

√
2−

√
3 .

]
Př́ıklad 10. Vyjádřete tg(x + y) pomoćı tg x a tg y a cotg(x + y) pomoćı cotg x a cotg y.[

tg(x + y) =
tg x + tg y

1− tg x tg y
, cotg(x + y) =

cotg x cotg y − 1

cotg x + cotg y
.
]

Př́ıklad 11. Vyjádřete funkce cos 2x a sin 2x promoćı funkce tg x.[
cos 2x =

1− tg2 x

1 + tg2 x
, sin 2x =

2 tg x

1 + tg2 x
.
]

Př́ıklad 12. Pro x ∈ (0, 1
2
π) vyjádřete funkce cos x a sin x promoćı funkce tg x.[

cos x =
1√

1 + tg2 x
, sin x =

tg x√
1 + tg2 x

.
]

8. Cyklometrické funkce

Goniometrické funkce jsou periodické, a proto nejsou prosté. Inverzńı funkce k určitému zúžeńı
goniometrických funkćı se nazývaj́ı cyklometrické funkce.

Pokud zúž́ıme funkci y = sinx na interval 〈−1
2 π, 1

2 π〉, tj. budeme uvažovat funkci

f : 〈−1
2 π, 1

2 π〉 → 〈−1, 1〉 , x 7→ y = sinx ,

dostaneme vzájemně jednoznačnou funkci. Inverzńı funkce k této funkci se nazývá arkussinus a
znač́ı se y = arcsinx. Tedy

arcsin : 〈−1, 1〉 → 〈−1
2 π, 1

2 π〉 , x → y = arcsinx , kde x = sin y .

Podle definice inverzńı funkce plat́ı

sin
(
arcsin x

)
= x pro x ∈ 〈−1, 1〉 ,

arcsin
(
sinx

)
= x pro x ∈ 〈−1

2 π, 1
2 π〉 .

Pokud zúž́ıme funkci y = cos x na interval 〈0, π〉, tj. budeme uvažovat funkci

f : 〈0, π〉 → 〈−1, 1〉 , x 7→ y = cos x ,

dostaneme vzájemně jednoznačnou funkci. Inverzńı funkce k této funkci se nazývá arkuskosinus
a znač́ı se y = arccos x. Tedy

arccos : 〈−1, 1〉 → 〈0, π〉 , x → y = arccos x , kde x = cos y .

Podle definice inverzńı funkce plat́ı

cos
(
arccos x

)
= x pro x ∈ 〈−1, 1〉 ,

arccos
(
cos x

)
= x pro x ∈ 〈0, π〉 .

Pro speciálńı hodnoty x jsou hodnoty těchto funkćı

x −1 −
√

3
2 −

√
2

2 −1
2 0 1

2

√
2

2

√
3

2 1
arcsin x −1

2π −1
3π −1

4π −1
6π 0 1

6π 1
4π 1

3π 1
2 π

arccos x π 5
6π 3

4π 2
3π 1

2π 1
3π 1

4π 1
6π 0
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Pokud zúž́ıme funkci y = tg x na interval (−1
2 π, 1

2 π), tj. budeme uvažovat funkci

f : (−1
2 π, 1

2 π) → R , x 7→ y = tg x ,

dostaneme vzájemně jednoznačnou funkci. Inverzńı funkce k této funkci se nazývá arkustangens
a znač́ı se y = arctg x. Tedy

arctg : R → (−1
2 π, 1

2 π) , x → y = arctg x , kde x = tg y .

Podle definice inverzńı funkce plat́ı

tg
(
arctg x

)
= x pro x ∈ R ,

arctg
(
tg x

)
= x pro x ∈ (−1

2 π, 1
2 π) .

Pokud zúž́ıme funkci y = cotg x na interval (0, π), tj. budeme uvažovat funkci

f : (0, π) → R , x 7→ y = cotg x ,

dostaneme vzájemně jednoznačnou funkci. Inverzńı funkce k této funkci se nazývá arkuskotan-
gens a znač́ı se y = arccotg x. Tedy

arccotg : R → (0, π) , x → y = arccotg x , kde x = cotg y .

Podle definice inverzńı funkce plat́ı

cotg
(
arccotg x

)
= x pro x ∈ R ,

arccotg
(
cotg x

)
= x pro x ∈ (0, π) .

Pro speciálńı hodnoty x jsou hodnoty těchto funkćı

x → −∞ −
√

3 −1 −
√

3
3 0

√
3

3 1
√

3 → +∞
arctg x −1

2π −1
3π −1

4π −1
6π 0 1

6π 1
4π 1

3π 1
2 π

arccotg x π 5
6π 3

4π 2
3π 1

2π 1
3π 1

4π 1
6π 0

Př́ıklad 8.1.r. Ukažte, že pro každé x ∈ 〈−1, 1〉 plat́ı sin(arccos x) =
√

1− x2.

Řešeńı. Protože obor hodnot funkce arccos x je interval 〈0, π〉 a je sin(arccos x) ≥ 0. Proto
plat́ı

sin(arccos x) =
√

1− cos2(arccos x) =
√

1− x2 .

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 8.1. Ukažte, že pro každé x ∈ 〈−1, 1〉 plat́ı cos(arcsin x) =
√

1− x2.

Př́ıklad 8.2. Ukažte, že pro každé x 6= 0 plat́ı

cotg(arctg x) =
1

x
a tg(arccotg x) =

1

x
.

Př́ıklad 8.3. Spoč́ıtejte hodnotu výraz̊u sin
(
arcsin x+arccos x

)
a cos

(
arcsin x+arccos x

)
a pomoćı toho nakreslete graf funkce f(x) = arcsin x + arccos x.[

sin
(
arcsin x + arccos x

)
= 1 , cos

(
arcsin x + arccos x

)
= 0 ,

arcsin x + arccos x = 1
2
π .

]
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9. Hyperbolické funkce

Tak se souhrně označuj́ı funkce

hyperbolický sinus sinh : R → R ,

hyperbolický kosinus cosh : R → 〈1,∞) ,

hyperbolický tangens tgh : R → (−1, 1) ,

hyperbolický kotangens cotgh : R \ {0} → (−∞,−1) ∪ (1,∞) ,

které jsou definované přǐrazeńımi

x 7→ y = sinh x = 1
2

(
ex − e−x

)
, x 7→ y = cosh x = 1

2

(
ex + e−x

)
x 7→ y = tgh x =

sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x
, x 7→ y = cotghx =

coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x
.

Všechny tyto funkce jsou funkce na uvedené množiny.
Podle definice je funkce y = coshx sudá a funkce y = sinhx, y = tghx a y = cotgh x liché,

tj. pro každé x z definičńıho oboru je

cosh(−x) = coshx , sinh(−x) = − sinhx , tgh(−x) = − tghx , cotgh(−x) = − cotgh x .

Př́ımo z definic plynou vztahy

cosh2 x− sinh2 x = 1 , x ∈ R , tghx · cotgh x = 1 , x ∈ R \ {0} .

Př́ıklad 9.1.r. Dokažte, že pro každé x, y ∈ R plat́ı

cosh(x + y) = cosh x cosh y + sinh x sinh y ,

sinh(x + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y .

Řešeńı. Podle definic je

cosh(x + y) = 1
2

(
ex+y + e−x−y

)
= 1

2
exey + 1

2
e−xe−y ,

sinh(x + y) = 1
2

(
ex+y − e−x−y

)
= 1

2
exey − 1

2
e−xe−y .

Protože pro každé y ∈ R plat́ı

ey = 1
2

(
ey + e−y

)
+ 1

2

(
ey − e−y

)
= cosh y + sinh y

e−y = 1
2

(
ey + e−y

)
− 1

2

(
ey − e−y

)
= cosh y − sinh y ,

je

cosh(x + y) = 1
2
ex

(
cosh y + sinh y

)
+ 1

2
e−x

(
cosh y − sinh y

)
=

= 1
2

(
ex + e−x

)
cosh y + 1

2

(
ex − e−x

)
sinh y = cosh x cosh y + sinh x sinh y ,

sinh(x + y) = 1
2
ex

(
cosh y + sinh y

)
− 1

2
e−x

(
cosh y − sinh y

)
=

= 1
2

(
ex − e−x

)
cosh y + 1

2

(
ex + e−x

)
sinh y = sinh x cosh y + cosh x sinh y .
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 9.1. Dokažte, že pro každé x ∈ R plat́ı

cosh 2x = cosh2 x + sinh2 x , sinh 2x = 2 sinh x cosh x .

Př́ıklad 9.2. Dokažte, že pro každé x ∈ R je

cosh2 x = 1
2

(
cosh 2x + 1

)
, sinh2 x = 1

2

(
cosh 2x− 1

)
.

Př́ıklad 9.3. Dokažte, že pro každé x, y ∈ R plat́ı

cosh x cosh y = 1
2

(
cosh(x + y) + cosh(x− y)

)
,

sinh x sinh y = 1
2

(
cosh(x + y)− cosh(x− y)

)
,

sinh x sinh y = 1
2

(
sinh(x + y) + sinh(x− y)

)
.

10. Hyperbolometrické funkce

To je sournný název pro inverzńı funkce k hyperbolickým funkćım, resp. k jej́ım zúžeńım. Tyto
funkce lze vyjádřit pomoćı logaritmů, což se použ́ıvá velmi často.

Funkce sinh : R → R je vzájemně jednoznačná. Jej́ı inverzńı funkce se nazývá argument
hyperbolického sinu a znač́ı se

argsinh : R → R , x 7→ y = argsinhx , kde x = sinh y = 1
2

(
ey − e−y

)
.

Funkce cosh : R → 〈1,∞ je sudá, a proto nemůže být prostá. Ale jej́ı zúžeńı na interval
〈0,∞), tj. funkce

f : 〈0,∞) → 〈1,∞) , x 7→ y = cosh x ,

už je vzájemně jednoznačná. Jej́ı inverzńı funkce se nazývá argument hyperbolického kosinu a
znač́ı se

argcosh : 〈1,∞) → 〈0,∞) , x 7→ y = argcoshx , kde x = cosh y = 1
2

(
ey + e−y

)
.

Funkce tgh : R → (−1, 1) je vzájemně jednoznačná. Jej́ı inverzńı funkce se nazývá argument
hyperbolického tangens a znač́ı se

argtgh : (−1, 1) → R , x 7→ y = argtghx , kde x = tgh y =
sinh y

cosh y
=

ey − e−y

ey + e−y
.

Funkce cotgh : R \ {0} → (−∞,−1) ∪ (1,∞) je vzájemně jednoznačná. Jej́ı inverzńı funkce
se nazývá argument hyperbolického kotangens a znač́ı se

argcotgh : (−∞,−1) ∪ (1,∞) → R \ {0} , x 7→ y = argcotghx ,

kde

x = cotgh y =
cosh y

sinh y
=

ey + e−y

ey − e−y
.
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Neřešené úlohy

Př́ıklad 10.1. Ukažte, že plat́ı

argsinh x = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
, argcosh x = ln

(
x +

√
x2 − 1

)
,

argtgh x = ln

√
1 + x

1− x
, argcotgh x = ln

√
x + 1

x− 1
.
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