Cviceni 4.1.
1. Jednoduché limity

Meéli byste znat nazpamét nékteré jednoduché limity

lim 2P = oo, p>0,

T— 00

lim P =0, p <0,
r—00

lim a® = o0, a>1,
r—00

lim a® =0, O0<a<1,
r—00

lin%)(l—}-x)l/m:e,
lim — =0, peR, ¢>0,

lim =0, peR, ¢>0,

a vlastné vSechny limity typu

h—0 h

coz je derivace funkce f(x) v bodeé z.

Pomoci téchto jednoduchych limit se pocitaji limity funkci, které vznikaji algebraickymi
operacemi. Plati nasledujici
VETA. Jestlize existuji limity liin f(x) = A € R*, liin g(r) =B e R aa, peR ajelia
hromadny bod D¢ N D, (pro pf)di’ll Dy ) pak plati o

hm(a +59( )) =aA+ BB,
hm(f( (z)) = AB,

) é

Z‘ﬂa l‘) B ’

za predpokladu, ze jsou vyrazy vpravo definovany v R*.

(s . ) , S Y e
Nefinované jsou vyrazy typu oo — oo, 0 - 00, — které se vétS§inou nazyvaji neurc¢ité vyrazy.
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RESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1.r. Najdéte limity

3 +5r+6 ) 3 +5r+6 ) 3 +5r+6

lim ; lim lim !
=03 + 222 + 0 — 4 e——133 4+ 222 4+ 0 —4 z—=1 a3 + 202 +x —4

Y

1



Resend: Nejprve dosddime hodnotu z, ve které limitu pocitdme.
V prvnim ptipadé dostaneme pro z = 0

x>+ 5246 6
3+ 202 +x —4lz=0 —4°

Protoze je jedna o definovany vyraz, je

) 23+ 52 +6 3
lim = ——.
a—0 a3 + 202 +x — 4 2
Ve druhém piipadé mame pro r = —1
2%+ 51 +6 0 23+ 51 +6

=— =0 ted li =0.
4222+ —4le=—m1  —4 By wi@1x3+2x2+x—4

Pro x = 1 dostaneme
3+ 5r + 6 12
4202+ —4la=1 0
Tento vyraz neni definovan, ale muze byt +00 nebo —oo v zavislosti na znaménku vyrazu
% + 222 + v — 4 v okoli bodu z = 1.
Protoze je jmenovatel polynom, ktery je pro x = 1 roven nule, je délitelny vyrazem
(x —1). Konkrétné je

2?4+ 207 + v — 4= (v —1)(2* + 3z +4)

a lze psat
?+5r+6 P +5r+6 1
B +224+r—4 22+43zx+4 r—1°
Protoze
3 +5r+6 3 2 +5r4+6 3
_— =—, je lim————=—
22+ 3z +4le=1 2 =122 +3x4+4 2

a podle véty o limité soucinu je

lim 2%+ 5z + 6 imx3+5x+6 im ! 31'111 !
— . = — 11 .
e—l 3+ 202+ -4 a—122+43x4+4 a—iz—1 2a-12-—1

Vyraz v posledni limité je kladny pro x > 1 a zadporny pro x < 1. Proto je

23 +5x+6 3 1

3
li =2 _ 2. _
el 134 202 40— 4 2aoliz—1 2 (+00) = +o0,
L a6 3 i L 3 (o) = o0
1 = — = — (= —_ .
a—l_ g3+ 2124+ -4 2a—1_x—1 2

A protoze
2 +5x+6 - 23 L5246

lim im
el g3+ 202+ —4 " a—1_ g3+ 22+ —4

obostranna limita
22 4+ 52+ 6

I
xga:3+2x2+:c—4

neexistuje .
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Piiklad 1.2.r. Najdéte limity

V1= —1 ) vi—-—xz—1 o Vli—x—1
a. lim —— s b. im —m s C. lim —.
r—1_ €T r——14 €T x—0 x

Resend: Nejprve do vyrazi v limitdch dosadime odpovidajici hodnotu z.
V pripadé a. dostaneme

vVi—x-—1

X

VvVi—z—1
=—1, atedy lim Y227

=1 T—1_ X

—1.

V pripadé b. mame

vi—-z—-1

X

2—1 1—2—-1
2ol eyt AT
rz=-—1 — T——=14 T

V pripadé c. dostaneme

V1ii—z-—1 _9
x e=0 0’

coz je neurcity vyraz. Proto vyraz v limité nejprve upravime. Ze vztahu

(Vi-z-1)(Vl-2+1)=—=z,
dostaneme

vi—-z—-1 l-z-1 Vi—-z+1 - -1

T T ‘\/1—I+1_$(\/1—l’+1) Vi—z+1

A protoze
-1 1 . . V1—z-1 ) -1 1
—— =——, je lm————=lm —=—-.
vV1—x41lz=0 2 z—0 T =01 —x+1 2
Piiklad 1.3.r. Najdéte limity

) 1—-tgx ) 1—tgx ) 1—tgx
a. lim— b. lim ——, C. lim ——,
z—0SIN T — COST z—m/6 SN T — COST z—m/4 SN T — COST
_ 1—-tgx ) 1—-tgx _ 1—-tgx
d. lim ——, e. lm —— f. lim ———.
z—m/2_ SINT — COST z—7/24 SINT — COST z—7/2 SIN T — COST

Resend: Nejprve do vyrazi v limitdch dosadime odpovidajici hodnotu z.
V pripadé a. dostaneme

1—t 1—t
8T 1, atedy lim— o0 =1,
sinx — cos T lz=0 z—0 Sinx — cos T
V pripadé b. je
1—tgx 143 2v/3 . 1—tga 2v/3
S R = = — , atedy lim — = — .
sinx — cos T lz=n/6 % _ \/75 3 z—m/6 SIN T — COS T 3



Dosazeni v piipadé c. vede k neurcitému vyrazu
1—tgx o 1=-1 0
sinz — cos & lo=r/a \/75 _ \/75 0
Proto se pokusime funkci upravit. Z rovnosti

sin x cosxT —sinx
l—tge=1- =
COS T COS T

dostaneme

1—tgx cosx —sinx —1
llm ———— = lim — = lim = V2.
z—7/4 SIN T — COST x—7/4 (smx — COS .CIZ') cosx z—m/4 COST

Protoze lim tgx = +o00, dostaneme v ptipadé d.

T—m/2_
, 1—tgx 1 — (+00)
lim — = = —00.
z—m/2_ SINT — COS X 1
Pro limitu zprava je lim tgxz = —o0, a tedy v ptipadé e. mame

x—m/24

1-—1t 1—(—
lim — 52 _ ) = +o00.
z—m/24 SINX — COS T 1

1

5 7. Ale tato limita neexistuje,

V piipadé f. se jedna o oboustrannou limitu v bodé x =
protoze se nerovnaji limity zleva a zprava.

Priklad 1.4.r. Najdéte limity

o 2—x 4322 —423 ) 2 — 1+ 322 o 2— 1+ 322 — 428
lim , lim lim .
z—oo 3 + 3132 —x —5 z—oo 3 + 322 —x — 5 z—oo 32—z —5H

Reseni: Viechny uvedené limity jsou typu >2. Tato nekonecna vznikaji v polynomech z

nejvyssich mocnin proménné x. Proto tyto nejvyssi mocniny vytkneme a pokusime se je
zkratit.

V prvnim ptipadé dostaneme

2 — x4+ 32?2 — 423 B x3(2x_3 — 272 4+ 327! —4) - 2r 3 —x 2437 —4
B 4+32—r—5 23(14 3z~ — 272 — bz 3) 143zl —gx2—5xp3°

A protoze pron > 0 je lim x™" =0, je
. 2— o+ 3x% —4x3 203 —ax 24327t -4
lim = lim =—4

z—oo 13+ 322 —x—5  a—ool+4 3! —272— 573
Podobné ve druhém piipadé je

2—x+327 x? (2:6_2 —x 1+ 3) B 2072 — x4+ 3
B+32—r—-5 23 (14 3z~ — 372 — bz~3) B z(1+ 3z~ — 272 — 5z—3)

Y
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a tedy

2 — 1+ 32 1 202 — 7143
li = lim —- Ui =0-3=0.
P 3+ 322 —x -5 xl—{gox P 1+3z7 1 —272—5x3

Pro treti limitu mame

2 — g+ 322 — 423 23 (2x‘3 —x 2437 — 4) x(2x_3 —x 2437 — 4)

312 —x -5 22(3 — 71— 5a2) B 3—at —br2 ’

a tedy hledand limita je

’ 2 —x+ 322 — 423 5 r 203 —x 2+ 3271 -4 N ( 4)
im = lim z - lim =400 |(—=) =—00.
T—00 31’2 — T — 5 T—00 T—00 3 — 3;‘71 — 51‘72 3
Priklad 1.5.r. Najdéte limity
lim (V22 +1— vz —1), lim (Va2 + 2z —3— Va2 + 2z —2).

Reseni: V obou pifpadech se jednd o limity co — oo, tedy o neurcity vyraz. Jestlize
vytkneme nejvyssi mocninu x, dostaneme v prvnim ptipadé

V2r+1-Vr—1=vVz(V24+z 1 —vV1—z1).

A protoze lim v/z = +00 a lim (\/2+:c—1—\/1—a:—1) =V2-1,je

Tr—00 r—00

lim <\/2x+1—\/x—1> = lim vz - lim (\/2+x_1—\/1—x_1) = +400.

Tr—00 r—00 T—00

Pokud pouzijeme podobny postup na druhou limitu, dostaneme

(\/932—1—296—3—\/.7:2—1—:1:—2) :.7:(\/1+293*1—33:*2—\/1+x*1—29:*2).

Ale protoze lim x = oo a lim (\/1 + 21 =322 V142t — 2x—2) = 0, dostaneme

Tr—00 r—00

timto postupem limitu typu oo - 0, neboli neurcity vyraz.
Limity podobného typu lze nékdy najit tak, ze vyraz (\/xQ + 2z —3— Va2 +x—2)
rozsiifme vyrazem (\/x2 + 22 — 3+ V% 4z — 2). Protoze

(\/x2+2x—3—\/:):2+x—2)(\/x2+2x—3—1—\/x2—1—x—2):
=2’ +2r —3—(*+zx—-2)=2—1,

je

V2 +2r —3—Val+r—2=

Vit 420 -3+Val+ax -2
Va2 + 22 -3+ Va2 +x —2

= (Va2 +20 -3—- Va2 +z-2)-
- z—1
Va4 2 —3+Vat+az—2
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Proto pro hledanou limitu dostaneme

r—1
lim (Va2 42z —3 — Va2 +2z —2) = lim =—.
QHOO( ) v—=00 \/x2 + 20 — 3+ Va2l +rx—2 2
Piiklad 1.6.r. Najdéte limity
2T _ 3x+1 2T _ 3x+1 2T _ 3x+1
lim ——— | lim —— | lim —.
z_>03_2x73_3m x—»oo3-2x*3—3m x—>—003~2173—3w
Resend: Protoze pro x = 0 mame
2% — 3rtl 1-3 16 . r 2% — grtl 16
_— = = — im———— = — .
3.208 _3¢l,0 21 5 10 23 2@s_3 5
Pro x — 400 je lim 2* = lim 3* = +o0o. Tedy jak v citateli, tak ve jmenovateli

jsou neurcité vyrazy typu co — oo. Protoze pro x > 0 je 3 > 2% vytkneme z citatele i
jmenovatele 3%, tj. napiSeme

20 =3 =3"((3)"-3) a 3-227°-3"=3"(-(3)"-1).

A - 1 2 xT — .
protoze ml_)rgo(3) 0 je

9 3x+1 3% 217_3 230_3
lim S = 1 3((3)2 ) = lim 3(3)2 =3.
r—00 32078 =30 w00 3r (2. (2)r — 1) e—o - (F)7—1
Protoze lim 2* = lim 3" = 0, je posledni limita typu %. Protoze pro x < 0 je

r——00 r——00

2% > 3%, vytkneme z Citatele i jmenovatele vyraz 2%, tj. napiSeme
2 og o2 (18 (3)7) a 3.2t oy = (E - (D).

A protoze lim (g)m =0, je

r——00

lim 23 _ a1 =(3 _ (3\z 3 /3\a
ro=00 32078 =30 amee 27(F—(3)7)  emme §—(5)

Priklad 1.7.r. Najdéte limitu

lim (ln(a:2 —r+2)—2In(3z + 1)) .

Tr—00

Resent: Jednd se o limitu neuréitého vytazu typu oo — co. Proto vyraz v limité nejprve
upravime. Plati

2 —x+2

In(z? —2+4+2) —2In(Br+1) =In(2® —2+2) —In(3z +1)* =In s

A protoze
ot —x+2 1
lim ———— = —,
z—oo (3 4 1)2 9
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je hledana limita

2
. . Tt —x+2
Q}Lrg1o<ln(x2 —z+2)—2In3z + 1)> = :}Lralom =In=-2In3.
Piiklad 1.8.r. Najdéte limity
_ o222 o
a lim B3 A c. lim M=)
z—0 X x—0 x x—0 iy

Reseni: Viechny uvedené limity jsou limity neurcitého vytazu typu 8. Proto vyrazy v limitach
nejprve upravime.

V piipadé a. muzeme psat

tg3x  sindx 3 sin 3z

T T Ccos 3x cos 3x 3z

Proto pro tuto limitu muzeme psat

. tgdx . 3 . sin3x . sin3x
lim = lim - lim =3 lim
z—0 X z—0cos3x =z—0 3x z—0 3x

A protoze pro x — 0 je y = 3x — 0, je zbyvajici limita rovna

lim sin 3x ~ im siny 1
z—0 xT y—0 vy
Tedy hledané limita je
t
lim 837 _ 3.
z—0 X
Jestlize zavedeme y = —222, je 2?2 = —% y a plati

1—e_25‘2_1—ey 2ey—l

@t —jy y
A protoze pro x — 0 je y — 0, dostaneme pro limitu z piikladu b.

1—e 2’ v_1
lim ———— =2 lim —— =2,
z—0 X y—04 Yy

Pro vypocet limity v prikladu c. napiseme

In(l1 —sinz) In(l1+(—sinz)) —sinz

x —sinx T
Limita pak je
lim In(l —sinz) i In(1+ (— sinz)) lim —sinz i In(1+ (— sinz)) .
x—0 x x—0 — ST r—0 xT r—0 — ST
A protoze pro x — 0 je iy = —sinz — 0, dostaneme
In(1 — si In(l14 (—sinx In(1
i RO =sing) (1 (osing)) L I(4y)
x—0 X r—0 —Ssinx y—0 Yy



NERESENI PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte limity

202 +5x + 3

B —— b.
rl—>rq3:c2—|—5x+2’

a.

Piiklad 1.2. Najdéte limity

’ 202 —x —3
a. lm-——--——
a—02x2 —5xr + 3’

o 22—z -3
c. lim ———
e——12x% — bx + 3

202 4+ 5z +3
m-—
z—0 322 + bz + 2

222 4+ 5z +3
m —————— .
z——13x2 +5x 4+ 2

a. 1, b. 2 ¢ -—1.
[

C.
2

202 —x —3
b. lm-—
m1—>r%2x2—5l‘+37

22 — 1 —
d.  lim :c—x?)
2—3/2 2202 — bx + 3

[a. —1, b. neexistuje, c. 0, d. 5 }
Piiklad 1.3. Najdéte limity
o VI—iii—a V=i -
a. lim , b. lim ,
z—0 z—1 z—1 x—1
. Vl—az+a2?2 -z . Vl—x+22—\/x
c. lim , d. lim .
z—04 x—1 z—1 r—1
a. -1, b. =3, ¢ -1, d 0]
Piiklad 1.4. Najdéte limity
. cos2x ) cos 2x _ cos 2x
a. lim , b. lim , c lim .
z—0 1 — tgx z—n/al —tgx z—m/2- 1 —tgx
[a. 1, b.=1, c —i—oo.]
Priklad 1.5. Najdéte limity
a1 \/x3—|—2x2—5x—6 bl \/x3+2$2—5x—6
. lim im
a—d \ a3 — a2 —4x + 47 e—2 \| 13 — 22 —4x + 4
i \/az3—|—2x2—5x—6 d I \/x3+2x2—5x—6
c. lim . lim
z—oo \ x® — 2 —4x +4 =0\ 23— a2 — 4w +4 7
o/ (22 4+ 3)(1 — 3x)(4 1 /(22 4+ 3)(1 — 3x)(4 1
o e VEEIOE D (i S0+ T)
z—00 32 — 2z +1 T——00 V3r? —2x+1
Va2 43z — 2V/1 + 222 — 443 Va2 4+ 31 — 291 4 222 — 4a3
g. lim , h. lim
T—00 (93 + 2)($ — 1) T——00 (m + 2)(:17 — 1)

[a. % \/%, b. % \/ﬁ,
Piiklad 1.6. Najdéte limity
<\/x+1—\/x—2),

V2x+1—+zx—1
vVae+1 ’

c. 1,

a. lim

T—00

c. lim

T— 00

d. neexistuje,

b.

d.

e.—%g, f.%g, g. —v4, h\?’/é_l]

lim \/x—1<\/x+1—\/x—2>,

r—00

lim

r——00

<\/x2+2x—3—\/x2+:p—2>.



Piiklad 1.7. Najdéte limity
2:1:+3 _ 3 23:+3 _ 3 221+3 _ 3

a. xll_)rilo 4z+1 4 372 ’ b. xl_l,r_noo 4z+1 4 372 ’ c. xh_)I{.lo 4z+1 4 372 ’

Pitklad 1.8. Najdéte limity

a. lim <ln(3x—1)—ln(2az+3)>, b. lim (ln(3x—|—2)—2ln(x2—5:v—|—4)—|—3ln(2x—7)>.

T— 00 T—00

biglla. In2, b. In24 ]

2. Limity typu 1*°

Protoze plati z = "% je 1° = eln1'® = 0% peurcity vyraz. Pro vypocet limit typu 1°° lze
Casto pouzit nésledujici vétu

VETA. Necht je lim f(z) = 0. Pak plat{

lim (1 + f(x))g(x) = et kde A= lim (f(x) g(x)) .

r—a r—a

RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.r. Najdéte limity

5 - 3 32w 2 1 ﬁ 1/932
a. lim T , b. lim T , c. lim (COS 2x> )
z—oo \ 1 — 31 z—1 T + 2 x—0
Resent:
.. 9—3x . S . . .
Protoze lim T 32 = 1, jde v ptipadé a. o limitu 1°°. Jestlize napiSeme
T—00 — o
5— 3z 4 4
=1 j li =0
13z 1.3 ° N1

Podle uvedené véty tedy je

5—3z\* 4(3 -2 8
J}ngo<1_3z> =e®3, protoze Ih_)rgo(l_—?mx):§

2 1
V pripadé b. je lin% :1:: = 1. Jedna se proto opét o limitu typu 1°°. Protoze
z—1
2z +1 +:(:—1 I r—1 0
= a lim =
x4 2 T+ 2 o1 2 + 2 ’



dostaneme podle nasi véty

20+ 1 =3 z—1 T 1
li —e /3 toze i : =
:rlgill(ijQ) R i S I I

I v pripadé c. se jednd o limitu typu 1°°. Abychom mohli pouzit uvedenou vétu,
napiseme
cos2x =14 (cos2x —1).

A protoze lirr(l](cos 20 —1) =0, je

1/x? 20 —1
lim (cos 2:5) =e?, kde A=lim % :
z—0 z—0 X
Protoze
cos2x — 1 = (C082 x — sin? :1:) — (0082 x + sin® x) = —2sin’x,
je
2 o 1 . 2 . 2
A= lim 2 = ol P = ol P = o,
x—0 x x—0 x—0 I
neboli
1/z?
lirr(l) (cos 21’) =e 2
NERESENE PRIKLADY
Priklad 2. Najdéte limity
op — 1) 31 _op\ 2"
a. lim x , b. lim 5 z ,
z—o0 \ 20 + 3 z—0 \ 3 + 4x
2zx+1
2x — 3 20 — 1 =2
c. lim¢/22—2 d. lim (=X ,
=0\ x—3 e—-2\ 3z + 1
e. lim roort , f. lim v/1+sin2z,.
z—oo \ 22 + 21 — 2 z—0

[a.e76, b.e™, coeV3 d.e?P e e, d ]

3. Spojité funkce

DEFINICE. Funkce f(z) se nazyva spojita v bodé a € Dy, kdyz je ilg(ll f(x) = f(a) nebo a je
izolovany bod Dy.

Funkce f(x) se nazyva spojitd na mnoziné M C Dy, je-li spojitd v kazdém bodé mnoziny M.
Funkce spojitd na Dy se nazyva spojita funkce.

VETA. Nechf je lim f(z) = A a funkce g(y) je spojitd v bodé A. Pak plati

r—a

lim g(f(2)) = g (lim f(z)) = g(A).

r—a (:c—m

10



RESENE PRIKLADY

=22 —x 42
34+ 2 —3

Piiklad 3.r. Dodefinujte funkci f(z) =

spojita.

v bodé x = 1 tak, aby byla

Reseni: Protoze jmenovatel funkce f(z) je v bodé 2 = 1 roven nule, neni bod z = 1 prvkem
defini¢niho oboru funkce f(z). Aby byla tato funkce v bodé x = 1 spojitd, musime podle
definice polozit

a—1 3+ 2r —3
Protoze jak citatel, tak jmenovatel jsou pro x = 1 rovny nule, jsou tyto polynomy délitelné
vyrazem (x — 1). Konkrétné je

-2~ +2=(r—1)(2a®*—2-2), 420 -3=(z—1)(2* +2+3),
a tedy musime polozit

3942 g 42 D)@ -z —2 2_p_92 2
f) i P2 e Dt —me=2) ) e mw=2 2
v—>1 a3+ 2x — 3 e—1(x —1)(22+2+3) «-1224+2+3 5

NERESENE PRIKLADY

Vii—x+242-1

Pi#iklad 3.1. Dodefinujte funkei f(x) v bodé xr = —1 tak, aby

z+1
byla v tomto bodé spojita. [f(=1)= 1]
4 3 z§+z+l
Priklad 3.2. Dodefinujte funkci f(z) = (31: 1) v bodé x = 2 tak, aby byla v
x J—
tomto bodé spojita. [f(2) =€"/1 ]

4. Asymptoty ke grafu funkce

Piimka = = a se nazyvé (svisld) asymptota ke grafu funkce y = f(x), jestlize je alespon jedna z
limit
lim |f(x)‘ =00.
T—at
Piimka y = kx + y se nazyva asymptota ke grafu funkce y = f(z) v bodé x = +o0, resp.
T = —o0, jestlize limita
lim (f(z) — ke —q) =0, resp. lim (f(z)—kz—q)=0.
T——+00 T——00
Je-li k # 0 nazyva se piimka y = kz + ¢ Sikma asymptota a je-li k = 0, nazyvé se piimka y = ¢
vodorovné asymptota.

VETA. Jestlize je pfimka y = krx + g+ asymptota ke grafu funkce y = f(x) v bodé x = o0, je

ky = lim ) a g+ = lim (f(z) — k+a).

r—+oo g r—+00
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RESENE PRIKLADY

22 —5x+6

V3 + 22 — a2

Piiklad 4.1.r. Najdéte vSechny asymptoty ke grafu funkce y =

Resend: Definicni obor funkce f(r) je mnozina 3 + 2 — 22 > 0, neboli D; = (-1, 3).
Asymptoty budeme hledat v krajnich bodech Dy, tj. v bodech z = —1 a 2 = 3, ve
kterych muze mit funkce f(z) svislé asymptoty.
Abychom zjistili, zda je pfimka x = —1 svisla asymptota, spocitdme limitu
2?2 — 52 +6

lim f(z)= lm —.
==l i@ e—=—14 /3 + 20 — 22

Kdyz dosadime x = —1, dostaneme

22 —5x+6 12 _ , 22 —5x+6
~— tj. lim — = 0,

V34 2z —a2le=—1 0 v=—1s /3425 — 22

protoze funkce /3 + 2x — 2 > 0. To znamen4, ze piimka x = —1 je svisld asymptota ke
grafu funkce y = f(x).

V druhém krajnim bodé Dy, tj. v bodé x = 3, je

2 _
lim f(z)= lim v o5+

= v—3- 3+ 21 — a7
limita typu %. Protoze
2 — 5z +6=(z—3)(z—2), 3+2r—a?=0B—-2)(z+1),

je tato limita

. ?—br+6 lim (x = 3)(z—2) lim —(z =23 -1z
e=3- 3+ 20 —a?  w=3- /(3 —x)(z+ 1) =3 vr+1

To znamend, ze primka = = 3 neni asymptota ke grafu funkce y = f(x).

1—2x

— 2x ) 1 5

. >0, tj. Dy = (—00,3) U (3,+00).
Proto muze mit funkce vodorovné asymptoty v bodé z = +o00 i v bodé x = —oo. Rovnice
téchto asymptot jsou primky

- 5 op 3t . 5 _ 94 3¢ t1
y = lim a y= lim .
z—oo \ 1 — 2z z——oo \ 1 — 22

V obou ptipadech jde o limity typu 1°°. Pokud napiseme

5_9 3z+1
Piiklad 4.2.r. Najdéte vodorovné asymptoty ke grafu funkce y = ( x) :

y 5
Reseni: Defini¢ni obor funkce f(z) je mnozina ]

5—2:1:_1+ 4
1 -2z 1—- 22
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zjistime, ze obé limity jsou

5 — o 3z+1 4 3z+1
li = i 1 =e 0
xffoo(1_2x) xilfoo( * 1_2x> ¢

Tedy graf funkce y = f(z) mé vodorovné asymptoty v bodech z = +00 i x = —00 a obé
maji rovnici y = e S,

2%+ 22% — 31 — 4
1—2—222
Resend: Definién{ obor funkce y = f (z) je mnozina vSech z, pro které je 1 —z — 2% # 0,
tj. mnozina Dy = (—o0, —1) U (=1, 3) U (3, 400). Proto budeme hledat svislé asymptoty
v bodech z = -1 ax = % a vodorovné nebo Sikmé asymptoty v bodech x = 4o0.
Abychom zjjistili, zde je primka x = —1, resp. piimka x = % svisla asymptota ke grafu
funkce y = f(z), spo¢itdme limitu

Priklad 4.3.r. Najdéte vSechny asymptoty ke grafu funkce y =

o+ 222 —-3r—4 , 23+ 222 —3r—4
lim , Tesp. lim
a——1z 1 —x — 222 e—1/22 1 —ax — 222
V bodé z = —1 dostaneme

3 +222 —3x—4
1—2—222 r=—1

Jednd se tedy o neurcity vyraz. Ale plati

2 +22° -3r—4d=(x+1) (2 +r—-4) a 1l-2-22"=—(z+1)2x—-1).

Proto je
. 422 —3r—4 . (r+ 1) (2 +x—4) . 2’ +r—4 4
lim = lim = lim — % _
z>-1 1 —x— 222 e——1 —(x+1)2z—-1) +>-1 =2z+1 3
a piimka x = —1 neni svisld asymptota ke grafu funkce y = f(x).

Pro limitu v bodé z = % dostaneme

5+222 —3x—4 —%
T° + 2z z AU AT
1—2— 222 z=1/2
Proto je ptimka x = % svisla asymptota ke grafu funkce y = f(z).

Abychom nasli vodorovné asymptoty ke grafu funkce y = f(z), budeme hledat limity

_ 234222 -3 —4

Tedy funkce y = f(z) nemé v bodech & = +00 vodorovné asymptoty.
V bodech x = 00 mohou existovat jesté sikmé asymptoty y = kix + g+, kde

ky = lim m, g+ = lim (f(a:)—k‘i:v)

r—+oo I r—+o0
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Protoze

. f(x) . P+ 20 —3r—4 1
lim —= = lim ==
z—too I r—too  x(l —x — 222) 2
a
, , 23 +22° -3r—4 x . 3x? — 5x — 8 3
i () = her) = i ( 1—z-222 5) =i e T T
ma graf funkce y = f(z) v bodé x = 400 a i bodé x = —oo sikmou asymptotu
y=—3z—3.
NERESENE PRIKLADY
V14 3z + 922
Priklad 4.1. Najdéte vodorovné asymptoty ke grafu funkce y = — ordor :
Vad + 2% +x+1
[y:—?) pro r — —oco, Yy =23 pro x—>+oo.]
Priklad 4.2. Najdéte vsechny asymptoty ke grafu funkce y = V22 + 2z + 3.
[y:—x—l pro z — —oco, y=x+1 pro x—>—|—oo.]
Piiklad 4.3. Najdéte vSechny asymptoty ke grafu funkce
y=In|2z+1] -2 1|3 —8z| — 3 In|dz —1].
svislé asymptoty: T = —% , T = }1 , T = g
vodorovné symptoty: Yy = —g In2 v bodech z = +4o00.
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