
Cvičeńı 4.2.

1. Derivace lineárńı kombinace, součinu a pod́ılu funkćı

Věta. Necht’ maj́ı funkce f(x) a g(x) derivace a a, b jsou reálná č́ısla. Pak je(
af(x) + bg(x)

)′ = af ′(x) + bg′(x) ,(
f(x) · g(x)

)′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ,(
f(x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)
g2(x)

, g(x) 6= 0 .

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Najděte derivace následuj́ıćıch funkćı

a. f(x) = x(x− 1) cos x + 4
√

x sinh x , b. f(x) = 3ex sin x− x arctg x ,

c. f(x) = 2x tg x + 3 sin x · arctg x , d. f(x) = x arcsin x− 4 cos x · cotg x ,

e. f(x) = 3x
1
3 ln x− (x2 + x + 1) arccos x , f . f(x) = 2ex cosh x + ln x · arctg x .

a. f ′(x) = (2x− 1) cos x− x(x− 1) sin x +
2 sinh x√

x
−
√

x sinh x ,

b. f ′(x) = 3ex sin x + 3ex cos x− arctg x− x

1 + x2
,

c. f ′(x) = 2x ln 2 tg x +
2x

cos2 x
+ 3 cos x arctg x +

3 sin x

1 + x2
,

d. f ′(x) = arcsin x +
x√

1− x2
+ 4 cos x +

4 cos x

sin2 x
,

e. f ′(x) = x−2/3 ln x + 3x−2/3 − (2x + 1) arccos x +
x2 + x + 1√

1− x2
,

f . f ′(x) = 2e2x +
arctg x

x
+

ln x

1 + x2
.


Př́ıklad 1.2. Najděte derivace funkćı

a. f(x) =
xex − 2 tg x

cos x + x
, b. f(x) =

arcsin x + x2 ln x

x sin x− e
,

c. f(x) =
3x − 4 4

√
x

arctg x + 3 tg x
, d. f(x) =

3x cosh x− 2x ln x

cotg x− sinh x
.



a. f ′(x) =

(
(x + 1)ex − 2 cos−2 x

)(
cos x + x

)
−

(
xex − 2 tg x

)(
− sin x + 1

)(
cos x + x

)2 ,

b. f ′(x) =

(
(1− x2)−1/2 + 2x ln x + x

)
(x sin x− e)− (arcsin x + x2 ln x)(sin x + x cos x)

(x sin x− e)2
,

c. f ′(x) =

(
3x ln 3− x−3/4

)(
arctg x + 3 tg x

)
−

(
3x − 4

4√
x
)(

(1 + x2)−2 + 3 cos−2 x
)

(arctg x + 3 tg x)2
,

d. f ′(x) = (3 cosh x+3x sinh x−2x ln 2 ln x−2xx−1)(cotg x−sinh x)−(3x cosh x−2x ln x)(− sin−2 x−cosh x)
(cotg x−sinh x)2

.


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2. Derivace složené funkce

Věta. Necht’ mé funkce f : X → Y derivaci na množině X a funkce g : Y → Z derivaci na
množině Y . Pak má složená funkce h = g ◦ f : X → Z, tj. x 7→ h(x) = g

(
f(x)

)
derivaci, která

je rovna

h′(x) =
(
g
(
f(x)

))′
= g′

(
f(x)

)
· f ′(x) .

Neřešené úlohy

Př́ıklad 2.1. Najděte derivaci následujićıch funkćı

a. f(x) = xe3x−1, b. f(x) = e3−x cos 2x , c. f(x) = sin
(
e−x

)
,

d. f(x) = x
√

x2 + x + 1 , e. f(x) =
arctg x

x2 + 1
, f . f(x) = ln

(
2− x

3 + 4x

)
,

g. f(x) = ln
(
tg2 x

)
, h. f(x) = arcsin

√
1− x2, i. f(x) = ln

(
x +

√
x2 + 1

)
.

a. f ′(x) = (3x + 1)e3x−1 , b. f ′(x) = −(cos 2x + 2 sin 2x)e3−x,

c. f ′(x) = −e−x cos
(
e−x

)
, d. f ′(x) =

4x2 + 3x + 2

2
√

x2 + x + 1
,

e. f ′(x) =
1− 2x arctg x

(x2 + 1)2
, f . f ′(x) =

11

(x− 2)(4x + 3)
,

g. f ′(x) =
2 cos x sin x

, h. f ′(x) =
−x

|x|
√

1− x2
, i. f ′(x) =

1√
1 + x2

.


Př́ıklad 2.2. Najděte derivaci následujićıch funkćı

a. f(x) = xx , b. f(x) = x
√

1 + x2 ,

c. f(x) =
(
e− ln x

)tg x
, d. f(x) = sin 2x

√
ex2 − tg x

e. f(x) =
(
2x + x cos x

)√(x−1)(x+2)
, f . f(x) =

(
x + arctg x

x cos 2x

)arcsin x

.



a. f ′(x) = xx(ln x + 1) ,

b. f ′(x) = x
√

1 + x2
(
− ln(1 + x2)

x2
+

2

1 + x2

)
,

c. f ′(x) =
(
e− ln x

)tg x
( ln(e− ln x)

cos2 x
− tg x

x(e− ln x)

)
,

d. f ′(x) = sin 2x
√

ex2 − tg x
(
−2 cos 2x

sin2 2x
ln

(
ex2 − tg x

)
+

2xex2 − cos−2 x(
ex2 − tg x

)
sin 2x

)
,

e. f ′(x) = f(x)
(

(2x+1) ln
(
2x+x cos x

)
2
√

(x−1)(x+2)
+

√
(x− 1)(x + 2) 2x ln 2+cos x−x sin x

2x+x cos x

)
,

f . f ′(x) = f(x)
(

1√
1−x2 ln

(
x+arctg x
x cos 2x

)
+

(
x2+2

(1+x2)(x+arctg x)
− cos 2x−2x sin 2x

x cos 2x

)
arcsin x

)
.


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3. Tečna a normála ke grafu funkce, diferenciál funkce

Definice. Necht’ má funkce y = f(x) v bodě x0 derivaci a y0 = f(x0). Pak se př́ımka s rovnićı

(y − y0) = f ′(x0) (x− x0) , resp. x− x0 + f ′(x0) (y − y0) = 0

nazývá tečna, resp. normála, ke grafu funkce y = f(x) v bodě A = [x0; y0].

Definice. Jestliže má funkce y = f(x) v bodě x0 derivaci, nazývá se diferencovatelná v bodě
x0 a lineárńı funkce

df = f ′(x0)h , resp. df = f ′(x0) dx ,

proměnné h, resp. dx, diferenciál funkce f(x) v bodě x0.

Je-li funkce f(x) diferencovatelná pro každé x ∈ M , nazývá se diferencovatelná na množině M .

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1.r. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y =
√

x2 − x + 1 v
bodech A1 = [0; ?], A2 = [1; ?] a A3 =

[
1
2
; ?

]
.

Řešeńı: y–ové souřadnice bod̊u, které lež́ı na grafu funkce y = f(x) =
√

x2 − x + 1 jsou

y1 = f(0) = 1, y2 = f(1) = 1 a y3 = f(1
2
) =

√
3

2
. Derivace funkce f(x) je

f ′(x) =
2x− 1

2
√

x2 − x + 1
.

Pro x1 = 0 je f ′(0) = −1
2
, a tedy rovnice tečny, resp. normály ke grafu funkce y =√

x2 − x + 1 v bodě A1 = [0; 1] jsou

y − 1 = −1
2
x , resp. x− 1

2
(y − 1) = 0 ,

neboli
x + 2y − 2 = 0 , resp. 2x− y + 1 = 0 .

Pro x2 = 1 je f ′(1) = 1
2
, a tedy rovnice tečny, resp. normály ke grafu funkce y =√

x2 − x + 1 v bodě A2 = [1; 1] jsou

y − 1 = 1
2
(x− 1) , resp. x− 1 + 1

2
(y − 1) = 0 ,

neboli
x− 2y + 1 = 0 , resp. 2x + y − 3 = 0 .

Pro x3 = 1
2

je f ′(1
2
) = 0, a tedy rovnice tečny, resp. normály ke grafu funkce y =√

x2 − x + 1 v bodě A3 =
[

1
2
;
√

3
2

]
jsou

y −
√

3
2

= 0 , resp. x− 1
2

= 0 .

To znamená, že v tomto př́ıpadě je tečna y =
√

3
2

rovnoběžná s osou x a normála x = 1
2

je
rovnoběžná s osou y.
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Př́ıklad 3.2.r. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y =
(
cos πx+2 sin πx

)2x+1

v bodech A1 = [0; ?], A2 =
[

1
2
; ?

]
a A3 = [1; ?].

Řešeńı: y–ové souřadnice uvedených bod̊u, které lež́ı na grafu funkce y = f(x) =
(
cos πx+

2 sin πx
)2x+1

jsou y1 = f(0) = 1 a y2 = (1
2
) = 4. Protože definičńı obor funkce f(x) je

množina, na které je cos πx + 2 sin πx > 0, nepatř́ı x = 1 do definičńıho oboru funkce.
Derivace funkce f(x) je

f ′(x) =
(
cos πx+2 sin πx

)2x+1
(

2 ln
(
cos πx + 2 sin πx

)
+ (2x + 1)

−π sin πx + 2π cos πx

cos πx + 2 sin πx

)
Protože f ′(0) = 2π, je rovnice tečny, resp. normály, ke grafu funkce y = f(x) v bodě

A1[0; 1]
y − 1 = 2πx , resp. x + 2π(y − 1) = 0 .

Pro x2 = 1
2

je f ′(1
2
) = 4(2 ln 2 − π), a proto je rovnice tečny, resp. normály, ke grafu

funkce y = f(x) v bodě A2 = [1
2
; 4]

y − 4 = 4(2 ln 2− π)(x− 1
2
) , resp. x− 1 + 4(2 ln 2− π)(y − 4) = 0 .

Př́ıklad 3.3.r. Najděte diferenciál funkce f(x) =
(
cos x

)2x
+ arccos 1

4
x v bodech x1 = 0,

x2 = π a x3 = 2π.

Řešeńı: Definičńı obor funkce f(x) =
(
cos x

)2x
+ arccos 1

4
x je množina všech x, pro které

je cos x > 0 a −4 ≤ x ≤ 4. Z uvedených hodnot x patř́ı tedy do definičńıho oboru funkce
f(x) pouze bod x1 = 0.

Derivace funkce f(x) je

f ′(x) = (cos x)2x
(
2 ln(cos x)− 2x tg x

)
− 1

4
√

1−
(

x
4

)2
.

A protože f ′(0) = −1
4
, je diferenicál funkce f(x) v bodě x1 = 0 roven

df = −1
4
h

(
nebo df = −1

4
dx

)
.

Př́ıklad 3.4.r. Najděte rovnice tečen ke grafu funkce y = x3 − 4x2 − x, které jsou kolmé
na př́ımku x + 2y = 0.

Řešeńı: Směrnice př́ımky x + 2y = 0, neboli y = −1
2
x je kp = −1

2
. Protože tečna má

být na tuto př́ımku kolmá, muśı mı́t směrnici kt = 2. Proto budeme na grafu funkce
y = f(x) = x3 − 4x2 − x hledat body, ve kterých je derivace

f ′(x) = 3x2 − 8x− 1 = 2 .

Tato rovnice má dvě řešeńı x1 = 3 a x2 = −1
3
.

Dostali jsme tedy dva body dotyku A1 = [3;−6] a A2 =
[
−1

3
;− 4

27

]
. Proto jsou rovnice

hledaných tečen
y + 6 = 2(x− 3) , y + 4

27
= 2

(
x + 1

3

)
.
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Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = e3
√

x v bodě A = [1; ?].[
tečna: 3e3x− 2y = e3, normála: 2x + 3e3y = 2 + 3e6.

]
Př́ıklad 3.2. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = ln

∣∣∣∣2x + 3

2x− 1

∣∣∣∣ v bodech

A1 = [1; ?] a A2 = [−1; ?].[
A1 = [1; ln 5] tečna: 8x + 15y = 8 + 15 ln 5 , normála: 15x− 8y = 15− 8 ln 5 ;

A2 = [−1;− ln 3] tečna: 8x− 3y = 3 ln 3− 8 , normála: 3x + 8y = −3− 8 ln 3 .

]

Př́ıklad 3.3. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = ln
(
tg x

)
v bodě

A =
[

1
4
π; ?

]
.

[
tečna: 2x− y = 1

2
π , normála: x + 2y = 1

4
π .

]
Př́ıklad 3.4. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = arctg

√
x2 − 1 v bodě

A = [2; ?].
[
tečna: x− 2

√
3 y = 2− 2

√
3

3
π , normála: 2

√
3 x + y = 4

√
3 + 1

3
π .

]
Př́ıklad 3.5. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = xx v bodech A1 = [1; ?]
a A2 = [2; ?]. 

A1 = [1; 1] tečna: y = x ,
normála: x + y = 2 ;

A2 = [2; 4] tečna: y − 4 = 4
(
ln 2 + 1

)
(x− 2) ,

normála: x− 2 + 4
(
ln 2 + 1

)
(y − 4) = 0 .


Př́ıklad 3.6. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y = x

√
tg x v bodě A =[

1
4
π; ?

]
.

[
tečna: 8x− πy = π , normála: π

(
x− 1

4
π
)

+ 8(y − 1) = 0 .
]

Př́ıklad 3.7. Najděte rovnici tečny a normály ke grafu funkce y =
(
1+2 ln x

)ln x
v bodech

A1 = [1; ?] a A2 = [e; ?]. 
A1 = [1; 1] tečna: x = 1 ,

normála: y = 1 ;

A2 = [e; 3] tečna: e(y − 3) =
(
3 ln 3 + 2

)
(x− e) ,

normála: e(x− e) +
(
3 ln 3 + 2

)
(y − 3) = 0 .


Př́ıklad 3.8. Najděte diferenciál funkce f(x) = ln

x√
1− x2

v bodech x1 = 1
2

a x2 = −1
2
.[

df
(

1
2

)
= 8

3
dx , x2 = −1

2
/∈ Df .

]
Př́ıklad 3.9. Najděte diferenciál funkce f(x) =

(
e2 − x2

)sin x
v bodech x1 = 0 a x2 = π.[

df
(
0
)

= 2 dx , x2 = π /∈ Df .
]

Př́ıklad 3.10. Najděte rovnice tečen ke grafu funkce y = x3+x−2, které jsou rovnoběžné
s př́ımkou y = 4x + 2.
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[
4x− y = 4

(
bod dotyku A1 = [1; 0]

)
, 4x− y = 0

(
bod dotyku A2 = [−1;−4]

)
.
]

Př́ıklad 3.11. Najděte rovnici normály ke grafu funkce y = x ln x, která je rovnoběžná s
př́ımkou 2x− 2y + 3 = 0. [

x− y = 3e−2
(
bod dotyku A1 =

[
e−2;−2e−2

])
.
]

Př́ıklad 3.12. Najděte rovnice tečen ke grafu funkce y =
1

x
, které procházej́ı bodem

A = [−1; 3].[
x+ y = 2

(
bod dotyku A1 = [1; 1]

)
; 9x+ y +6 = 0

(
bod dotyku A1 = [−1

3
;−3]

)
.
]

4. Parametrické rovnice křivky, tečný vektor a rovnice tečny ke křivce

Zobrazeńı ~ϕ intervalu (a, b) do Rn přǐrazuje každému t ∈ (a, b) uspořádanou n–tici reálných
č́ısel, tj.

~ϕ : (a, b) → Rn , t 7→ ~ϕ(t) =
(
ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t)

)
.

kde ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕn(t) jsou reálné funkce definované na intervalu (a, b), nebo pomoćı sou-
řadnic jako

x1 = ϕ1(t) , x2 = ϕ2(t) , . . . , xn = ϕ(t) , t ∈ (a, b) .

Zobrazeńı ~ϕ : (a, b) → Rn se nazývá diferencovatelné, jsou-li diferencovatelné všechny jeho složky
ϕk(t) a jeho derivace je

d~ϕ

dt
= ~ϕ′(t) =

(
ϕ′1(t), ϕ

′
2(t), . . . , ϕ

′
n(t)

)
.

V geometrii má diferencovatelné zobrazeńı ~x = ~x(t) intervalu (a, b) do Rn, zejména do R2 nebo
R3, význam parametrických rovnic křivky C

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , t ∈ (a, b) .

Derivace tohoto zobrazeńı v bodě t0, tj. vektor ~τ = ~x′(t0), je pak tečný vektor ke křivce C v
bodě ~x0 = ~x(t0). Jestliže je ~x′(t0) 6= 0, jsou parametrické rovnice tečny ke křivce C v bodě ~x0

~x = ~x0 + ~τ t , t ∈ R ,

nebo ve slokách

x = x(t0) + x′(t0) t , y = y(t0) + y′(t0) t , z = z(t0) + z′(t0) t , t ∈ R .

Pokud interpretujeme proměnnou t jako čas, maj́ı ve fyzice rovnice ~x = ~x(t) význam polohy
bodu v čase t a derivace má význam rychlosti bodu ~v v čase t, tj. ~v(t) = ~x′(t).

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 4.1. Najděte rovnice tečen ke křivce C ⊂ R2, která je popsána parametrickými
rovnicemi

x = t− sin t , y = 1− cos t , t ∈ (0, π) ,

v bodech, které odpov́ıdaj́ı hodnotám parametru t1 = 1
4
π, t2 = 1

2
π a t3 = 3

4
π.
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

x = 1
4
(π − 2

√
2) + 1

2
(2−

√
2)t ,

y = 1
2
(2−

√
2) +

√
2

2
t ,

t ∈ R pro t1 = 1
4
π ;

x = 1
2
(π − 2) + t ,

y = 1 + t ,
t ∈ R pro t2 = 1

2
π ;

x = 1
4
(3π − 2

√
2) + 1

2
(2 +

√
2)t ,

y = 1
2
(2 +

√
2) +

√
2

2
t ,

t ∈ R pro t3 = 3
4
π ;


Př́ıklad 4.2. Najděte rovnici tečny ke křivce C s parametrickými rovnicemi

x = sin t cos t , y = sin2 t , z = cos t , t ∈ (0, π)

v bodě A = [0; 1; 0].
[
x = t , y = 1 , z = t t ∈ R .

]
Př́ıklad 4.3. Poloha bodu v čase t je popsána rovnicemi

x = e−3t cos 4t , y = e−3t sin 4t , z = e−3t , t > 0 .

Najděte vektor rychlosti v čase t a jeho velikost.[
v(t) = −e−3t

(
3 cos 4t + 4 sin 4t, 3 sin 4t− 4 cos 4t, 3

)
, v(t) =

∥∥v(t)
∥∥ =

√
34 e−3t .

]
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