VETA. Necht maji funkce f(z) a g

Cviceni 4.2.

1. Derivace linearni kombinace, souc¢inu a podilu funkci

(z) derivace a a, b jsou redlnd cisla. Pak je

(af(x) + bg(@)' = af' () + b/ (x)

(@) 9(@)) = F'@)g(a) + (@) (x)
[ _ F@ee) -~ f@d@)
((w)) () 9@ #£0.

NERESENE PRIKLADY

Priklad 1.1. Najdéte derivace nasledujicich funkei

P

o

®

f(x) =xz(x — 1) cosx + 4y/xsinh x
f(z) =2"tgx + 3sinz - arctg x,

flz) =33 Inz — (22 4z + 1) arccos z

a.

b.

C.

f(z) = 3e*sinz — x arctg

(
f(z) = xarcsinx — 4cosx - cotgx,

f. f(z) =2e"coshz + Inx - arctgx.

f’(ac):(2x—1)cosx—x(x—1)sinx+QS;%lx msinhx,_
f'(x) = 3e®sinz + 3e” cosz — arctgx — 1o
f(z) =22 tgz + COSZ + 3cosxarctgx + ?jl_nxz 7
f'(z) = arcsinz + \/% +4cosx + tlcnojj ; 2
r*+x+1
fl(x) =223 1n;c—t1— 3;2/31;;296 + 1) arccos x + A
() = 262 4 Ig et |

Piiklad 1.2. Najdéte derivace funkci

¢ fla)=

T2t
:xe gx b [
CosT +x
48
VT d f

arctgx + 3tgx’

arcsinz + z2Inz

(z) = : :

rsinz — e
3zcoshxr —2%Inx

cotgr — sinh x

((z +1)e” —2cos™?z)(cosx + z) — (we® — 2tg ) (—sinz + 1)

a. f'(z) =

(cos T+ :17)2

(1—=2*)"?+2zInz +z)(zsinz —e) —

)

(arcsinx + 2% Inx)(sinx + x cos x)

b. f'(z) =
(3"” In3 —

(xsinz — e)?

x73/1) (arctg z 4+ 3tgx) — (37

—4y/z) (1 +2%) 72+ 3cos 2 1)

c. f(x) =

(arctg z + 3tgx)?

/ _ (3 coshz+3zsinhz—2% In 2In z—2%2 1) (cotg x—sinh x)
d. f'(x) =

9

—(3x cosh —2% In ) (— sin~2 z—cosh )

(cotg x—sinh z)?

1

Y




2. Derivace slozené funkce

VETA. Necht mé funkce f : X — Y derivaci na mnoziné X a funkce g : Y — Z derivaci na
mnoziné Y. Pak m4 slozend funkce h = go f : X — Z, tj. x — h(z) = g(f(x)) derivaci, ktera

je rovna

W)= (o(£())) =g (F@) - ).

NERESENE ULOHY

Priklad 2.1. Najdéte derivaci nasledujicich funkci

a. f(r)=uxed 1, b. f(z) =e**cos2x, c. f(z)=sin(e™),
9 _
d f@)=av@ta+1, e f@:):%, f. f(x):1n<3+4xx>,
g. f(z) =In(tg?z), h. f(z) =aresinvl—22, i f(z) =In(z+Va2+1).
[a. f/(z) = (3z + 1)e3* 1, b. f'(x) = —(cos 2z + 2sin 2z)e*?, T
_ 42% + 32+ 2

C. f/(.’l?) = —e 7 COS(G_CE), d. f’(x) m,

Priklad 2.2. Najdéte derivaci nasledujicich funkci

a. f(z)=a2", b. f(x)=v1+2a2,
c. f(z)= e—lnx)tgz

rx—1)(x t
e. fl)= (2" +zeosa)VEIED g f@:(w

T cos 2x

fa. f'(z) =2%(Inz + 1),

b. f(z) = m(_ln(lm—{; 1;2) . 9 >,

;o L —2xarctgx N 11
e fiz) = (22 +1)2 £ fle) = (x —2)(4x +3)”’
,\_ 2coswsinx N - C oy

: d. f(z)= "X/e”” —tgux

) arcsin x

V1+a? |

(2z+1)In (2“”+x cos :1:)

1+ a2
«/In(e —Inx) tgx
)= (e—1nz)™® ( _ )
c. fl(z)=(e—Inz) — e
’ in2e /a3 2cos 2z 2 2we”” —cos 2w
d. f'(z) = \/W(_ BT (e — tgx) + | >7
sin“ 2x (e‘Ij —tgx) sin 2z

2%4x cosx

e. fl(x)= f(f”)( 2¢/(z—1)(z+2)

+ \/(l’ _ 1)(1, + 2) 2% ln2+c0sm—msinx>’

T cos 2z 1+22)(z+arctg z) T cos 2z

f, f/(x) — f(x)<\/117$2 ln(x—i—arctgx) + (( 2242 __ cos2x—2xsin 2z

) arcsin a:) .



3. Tecna a normala ke grafu funkce, diferencial funkce
DEFINICE. Necht m4 funkce y = f(z) v bodé xq derivaci a yg = f(xg). Pak se ptimka s rovnici

(y —yo) = f'(x0) (x — ), resp. x— o+ f'(x0) (y —yo) =0
nazyva tecna, resp. normala, ke grafu funkce y = f(z) v bodé A = [xo; o).

DEFINICE. Jestlize mé funkce y = f(z) v bodé xg derivaci, nazyva se diferencovatelnd v bodé
o a linearni funkce

df = f'(xo)h, resp.  df = f'(xo)dz,

proménné h, resp. dx, diferencidl funkce f(x) v bodé zg.

Je-li funkce f(x) diferencovatelnd pro kazdé = € M, nazyva se diferencovatelnd na mnoziné M.

RESENE PRIKLADY

Priklad 3.1.r. Najdéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce y = Va2 —xz+1 v
bodech A; =[0;7], Ay =[1;7] a A3 = [%,7]

Resend: y—ové soutadnice bodi, které lezi na grafu funkce y = f(z) = V22 — 2 + 1 jsou
yp=f0=1Lwp=Ff1)=lay=/f(31) = \/73 Derivace funkce f(x) je

O P
)= ——o
2Vae? —x+1
Pro z; = 0 je f'(0) = —3, a tedy rovnice tecny, resp. normdly ke grafu funkce y =

Va2 —x +1 v bode A; = [0;1] jsou
y—lz—%x, resp. r—=zs(y—1)=0,

neboli
r+2y—2=0, resp. 220 —-—y+1=0.

Pro zo = 1 je f'(1) = %, a tedy rovnice tecny, resp. normaly ke grafu funkce y =

V=2 4T v bods Ag — [1:1] jsou
y_lzé(x—l)’ reSp. 33—1‘1‘%(3/_1):0’

neboli
r—2y+1=0, resp. 20 +y—3=0.

Pro z3 = 5 je f'(3) = 0, a tedy rovnice tetny, resp. normély ke grafu funkce y =

Va2 —x+1vbodé A; = [%, ‘/75} jsou

y—‘/ngo, resp. x—%:O.

3 rovnobézna s osou x a norméla z = 1 je

To znamend, ze v tomto pripadé je tecna y = %5 5

rovnobéznd s osou y.



Priklad 3.2.r. Najdéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce y = (Cos Tr+2sin 7TI) A

v bodech A; = [0;7], Ay = [1;7] a 45 = [1;7).

Reseni: y-ové soufadnice uvedenych bodil, které lezi na grafu funkce y = f(z) = (cosTz+

2sin 7rx)2x+1 jsouy; = f(0) =1 ays = (3) = 4. Protoze definiéni obor funkce f(z) je

mnozina, na které je cosmx + 2sinmx > 0, nepatii x = 1 do defini¢niho oboru funkce.
Derivace funkce f(z) je

@ — si 2
f'(z) = (cosTz+2 sin7rx)2 i (2111(005 Tz + 2sin7z) + (22 + 1) TSy 7rcos7rx)

cosmx + 2sinmx

Protoze f'(0) = 27, je rovnice te¢ny, resp. normaly, ke grafu funkce y = f(x) v bodé
Aq[0; 1]
y—1=2mx, resp. z+2n(y—1)=0.
Pro 2, = 1 je f'(3) = 4(2In2 — ), a proto je rovnice teény, resp. normaly, ke grafu
funkce y = f(x) v bode Ay = [5;4]

y—4=42m2—-7m)(x —3%), resp. z—1+42Im2—7)(y—4)=0.

Priklad 3.3.r. Najdéte diferencial funkce f(z) = (cos $)21 + arccos % x v bodech z; =0,
Ty =T a T3 = 27.

Reseni: Definiéni obor funkce f(x) = (Cos ZL‘)QI + arccos i x je mnozina vSech x, pro které
jecosr > 0a —4 < x <4.Z uvedenych hodnot z patii tedy do defini¢niho oboru funkce
f(z) pouze bod z; = 0.

Derivace funkce f(z) je

1

f'(x) = (cosx)* (2 In(cosz) — 2z tg x) - ——
/1= (%)

A protoze f'(0) = —1, je diferenicél funkce f(z) v bodé z; = 0 roven
df:—ih (nebo df:—}ldw).

Piiklad 3.4.r. Najdéte rovnice tecen ke grafu funkce y = 2% — 42?2 — x, které jsou kolmé
na piimku x + 2y = 0.

Resent: Smérnice pifmky x + 2y = 0, neboli y = —%x je by, = —%. Protoze teéna ma
byt na tuto ptimku kolmé, musi mit smérnici k; = 2. Proto budeme na grafu funkce
y = f(x) = 2% — 42? — x hledat body, ve kterych je derivace

fl(x) =32 -8z —1=2.

Tato rovnice ma dveé feSeni r1 = 3 a 1y = —%.
Dostali jsme tedy dva body dotyku A; = [3; —6] a Ay = [—%; —2%}. Proto jsou rovnice
hledanych tecen
y+6=2(x-3), y+5+=2(x+3).



NERESENE PRIKLADY

Piiklad 3.1. Najdéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce y = e3V® v bodé A = [1; 7).

[teéna: 3e3r — 2y = e, mnormdla: 2z 4 3¢y =2+ 3e6.}

2 3
Priklad 3.2. Najdéte rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = In 2x + 1Y bodech
$ —
A =[1;7a Ay =[-1;7].
Ay = [1;In 5] tecna: 8r + 15y =8 +15In5, mnorméla: 15z — 8y =15 —8In5;
Ay =[-1;—1In3] tecna: 8z —3y=3In3 -8, normala: 3z 48y = —3 —8In3.

Priklad 3.3. Najdéte rovnici te¢ny a normaly ke grafu funkce y = ln(tg x) v bodé

A:[im?}' [teéna: 2$—y:%7r, normaéla: x—|—2y:iﬂl
Pi#iklad 3.4. Najdéte rovnici tecny a normdly ke grafu funkce y = arctg v22 — 1 v bodé

A=12;7]. [teéna: x—2\/§y:2—%§ﬂ, normaéla: 2\/§x+y:4\/§+%7rl

Piiklad 3.5. Najdéte rovnici tecny a normély ke grafu funkce y = % v bodech A; = [1;7]
Ay =[1;1] tetna: y ==,
normala: = +y = 2;
Ay =1[2;4] tetna: y—4=4(In2+1)(z—2),
norméla: z —2+4(In2+1)(y —4) =0.

Priklad 3.6. Najdéte rovnici tecny a normaly ke grafu funkce y = /tgx v bodé A =

[411 T ?]_ [teéna: 8r —my =7, normala: 7T($ — iﬂ) +8(y—1)= Ol

In

Piiklad 3.7. Najdéte rovnici tecny a normaly ke grafu funkce y = (1 +21n x) * v bodech
Ay =[1;7 a Ay =[e; 7).
Ay =[1;1] tetna: z=1,
norméala: y=1;
Ay =le;3]  tecna: e(y—3) = (3In3+2)(z —e),
norméla: e(z —e)+ (3In3+2)(y —3)=0.

Piiklad 3.8. Najdéte diferencidl funkce f(z) =1In

N =

T

———— vbodech 7y =L azy=—
T3 1= 35 a2

[Af(3) =3de, m=—1¢ Dy

Priklad 3.9. Najdéte diferencial funkce f(z) = (e* — :c2)sm v bodech 7y = 0 a 7o = 7.

[df(o) —2dr, z,=n¢ Dy }

Piiklad 3.10. Najdéte rovnice tecen ke grafu funkce y = 234 — 2, které jsou rovnobézné
s primkou y = 4x + 2.



[43: —y=4 (bod dotyku A; = [1; 0]), dr —y =0 (bod dotyku Ay = [—1; —4]).}

Priklad 3.11. Najdéte rovnici normaly ke grafu funkce y = zIn z, ktera je rovnobézna s
piimkou 2z — 2y + 3 = 0.
[a: —y=3e"? (bod dotyku A; = [e%; —26_2]).}

1
Piiklad 3.12. Najdéte rovnice tecen ke grafu funkce y = —, které prochéazeji bodem
x
A=[-1;3].
[:L*+y =2 (bod dotyku A; = [1; 1]); 9r4+y+6=0 (bod dotyku A, = [—%; —3]).}

4. Parametrické rovnice krivky, tecny vektor a rovnice tecny ke kiivce

Zobrazeni ¢ intervalu (a,b) do R™ piifazuje kazdému ¢t € (a,b) usporddanou n-tici redlnych
Cisel, tj.

SE: (avb)Han tH(ﬁ(t) = ((pl(t)7<p2(t)7"‘790n(t))'
kde ¢1(t), w2(t), ..., pn(t) jsou redlné funkce definované na intervalu (a,b), nebo pomoci sou-
fadnic jako

x1=p1(t), z2=p2(t),..., xzp=0p(t), t € (a,b).

Zobrazeni @ : (a,b) — R™ se nazyva diferencovatelné, jsou-li diferencovatelné vsechny jeho slozky
vk(t) a jeho derivace je

%@f = F(t) = (£1(), 95(8); -, 2 (8))

V geometrii m4 diferencovatelné zobrazeni ¥ = #(t) intervalu (a,b) do R", zejména do R? nebo
R3, vyznam parametrickych rovnic kiivky C

r=ux(t), y=ylt), =z==z(), t € (a,b).

Derivace tohoto zobrazeni v bodé ty, tj. vektor 7 = Z'(ty), je pak tecny vektor ke kfivce C v
bodé Zy = Z(tg). Jestlize je ' (tg) # 0, jsou parametrické rovnice tecny ke kiivce C v bodé &y

T=Ty+Tt, teR,
nebo ve slokach
x=ux(to) +2'(to)t, y=ylto) +y (to)t, z==z(to)+7(to)t, teR.

Pokud interpretujeme proménnou t jako ¢as, maji ve fyzice rovnice ¥ = #(t) vyznam polohy
bodu v ¢ase t a derivace md vyznam rychlosti bodu ¥ v ¢ase t, tj. 0(t) = Z'(¢).

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 4.1. Najdéte rovnice tecen ke kiivece C C R2, kterd je popséna parametrickymi
rovnicemi
xr=t—sint, y=1-—-cost, te(0,m),

.

= 0o

v bodech, které odpovidaji hodnotam parametru t; = %’/T, ty = %’N aty =



o= L (r—2v2) + 32— V). ]
] NG teR pro t;=37;
1
r=5(r—2)+1, 1
Y1+t teR pro ty=45m;
1 1
=203m—2vV2)+ 3(2 2)t
f(ﬂ \/—)\22( V2L, teR pro ty=3m;
Ly =302+V2)+ ¢, i
Priklad 4.2. Najdéte rovnici teény ke kiivce C s parametrickymi rovnicemi
r =sintcost, y=sin’t, z=cost, t € (0,m)
v bodé A = [0;1;0]. r=t, y=1, z=t teR.
Priklad 4.3. Poloha bodu v ¢ase t je popsana rovnicemi
r=ecosdt, y=-e3sindt, z=e3, t>0.
Najdéte vektor rychlosti v ¢ase t a jeho velikost.
[v(t) = —c ¥ (3cos 4t + 4sin4t, 3sindt — 4cosdt, 3), w(t) = ||v(t)| = V34e 3t }



