Cviceni 5.1.
1. L’Hospitalovo pavidlo

VETA. Necht jsou funkce f(z) a g(z) diferencovatelné v okoli bodu z = a. Necht je lim f(z) =

r—a
!/
lim g(z) = 0 nebo lim g(x) = +00. Pokud existuje lim f/(ac)
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RESENE PRIKLADY
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Priklad 1.1.r. Najdete limitu lim n(l+o)+ nl( 7)
z— e T —

Resent: Jedn4 se o limitu typu %. Proto muzeme pouzit I’'Hospitalovo pravidlo. Podle néj
je

In(1+2z)+1In(1 — 1+2) = (1 —2)1
I n( x) : n( x) i ( x) ( : x)
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Piiklad 1.2.r. Najdéte limitu lim In(z — 1) - tg 7.

Tz—14

Resend: Jednd se o limitu typu oo-0. Abychom mohl pouzit ’'Hospitalovo pravidlo, musime
vyraz v limité zapsat jako zlomek. Protoze
1 1 . In(z — 1)

tgmr = = , je limIn(z—1) -tgmer = lim ——=.
& tg~tmx  cotgmw D ( )-te z—1y cotg mx

Nyni se uz jednd o limitu typu 22, na kterou muzeme 1’'Hospitalovo pravidlo pouzit. Pomoc{
néj dostaneme

— 1)t _ain2
lim In(e —1) - tgme = lim Dy 80T
z—14 r—14y —77 SIn T 14 '/T(ilf . 1)

Posledni limita je typu %, a proto pro jeji vypocet lze opét pouzit 1’'Hospitalovo pravidlo.
Tedy

i . —2mwsinmxr cosTIL
lim In(z — 1) - tgme = lim =
T—14 rz—14 ™

Piiklad 1.3.r. Najdéte limitu lim Z\Q/COS 2 — xsin .

x—0

Resent: Tato limita je typu 1°°. Proto bychom ji mohli najit pomoci vztahu

cos2x —xsinx — 1

A
. = -3.
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lim %/cos2z —zsinz =e”, kde A= lim
x—0 x—0 €T




Jind moznost je napsat

cos 2x — rsinx)

In
z\2/cos2x—xsinx:exp( ( 5
x

) ,  kde funkce expx =e",

a hledat limitu

cos 2r — xsin x))

. 22 - . 1I1(
lim %/cos2z — zsinz = lim exp
z—0 x—0 2
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Protoze funkce e* je spojitd, dostaneme podle véty o limité slozené funkce

In(cos 2z — xsinx) )
2 )

. 2 . .
lim %/cos2z — zsinz = exp ( lim
r—0 x—0 €x

oo e ... In(cos2z —xsinx)
a tedy staci najit limitu hrr(l) 5
€r—>

x
jejim vypoctu pouzit I'Hospitalovo pravidlo a dostaneme

. Tato limita je typu 2. Proto muzeme pfi

. In(cos2z —xsinz) || —2sin2x —sinz —xcosw
lim 5 = lim -
20 x =0  2z(cos2zr — xsinx)

Posledni limita je opét typu % a bylo by na ni mozné pouzit ihned 1’Hospitalovo pravidlo.
Casto byva lepsf si posledni limitu jesté trochu zjednodusit.
Podle véty o soucinu limit, je

. —2sin2x —sinxz — xcosx . —1 . 2sin2x +sinx +xcosx
lim - = lim - - lim =
=0  2x(cos2x — xrsinx) 2—0 2(cos2x — xsinz) -0 x

1 .. 2sin2x+sinx + xcosz
= —— lim
2 z—0 T

a I"'Hospitalovo pravidlo pouzit pouze na tuto limitu, ktera je opét typu %. To nam dava

2sin2x +sinx + x cosx

im = lim(4 cos 2z + cosz + cosx — rsinx) =6.
z—0 T z—0
Tedy
In(cos 2z — xsinz) . —2sin2x —sinz — rcosw
lim 5 = lim - = -3
z—0 x =0  2x(cos2x — xrsinx)

a hledana limita je

. 2 . —
lim %/cos2x — xsinx = e 3.

z—0

Srovnejte tento postup vypoc¢tu uvedené limity a vypoctem, ve kterém vztah pro
vypocet limit typu 1°°.
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Piiklad 1.4.r. Najdéte limitu lim ( — — )
z—0\1—e* sinx
Resent: Jde o rozdil dvou limit typu %. Snadno se lze presvédcit, ze
1 1
lim = lim =+00.
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Proto je jak limita zleva, tak limita zprava neur¢ity vyraz typu oo — co. Abychom mohli
pouzit I'Hospitalovo pravidlo, musime vyraz v limité nejprve upravit na podil. Protoze

1 I sinz—1+e”
l—e= sinz (1—e®)sinz’
je nase limita
. 1 1 . sinx—14e7"
lim b = lim —,
z—0\1—e™® sinzx =0 (1 —e™®)sinx

coz je neurc¢ity vyraz pypu 8, na ktery je jiz mozné pouzit I’'Hospitalovo pravidlo. To nam

) 1 1 ) cosr —e ”
lim — — = lim - .
a0\ 1—e® sinx e—0e ?sinz 4+ (1 —e ®)cosx

dava

Tato limita je stédle typu %. Dalsi pouziti I’'Hospitalova pravidla vede k limitée

) 1 1 ) —sinx +e * 1
lim — — = lim y - = —.
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NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte nasledujici limity
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Piiklad 1.2. Najdéte nésledujici limity

a. lim z(2arctgz — ), b. limsin(sin 3z) - tg(arccos2z) .
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Priklad 1.3. Najdéte nasledujici limity

a. lim (cos x) 1/332, b. lin% {”/e—ﬂ” —In(1 4 22), c. lim (tg :c)tg%.

z—0 z—ir

4

a. e, b.e3 c el
[ )

Priklad 1.4. Najdéte limity
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2. Intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce

VETA. Necht mé funkce f(z) na otevieném intervalu Z derivaci.

1. Jestlize f’(x) > 0 pro kazdé x € Z, je funkce na Z rostouci.
2. Jestlize f'(x) < 0 pro kazdé = € Z, je funkce na 7 klesajici.

VETA. Necht f/(zg) = 0 a existuje okoli U(xg) takové, Ze pro kazdé z1, o € U(xg), kde 71 <
xg < T2, plati:

1. f'(z1) > 0 a f'(z2) > 0, je funkce f(x) v okoli U(xg) rostouct;
2. f(x1) >0a f'(x2) <0, mé funkce f(z) v bodé zp lokdlni maximum;
3. f'(x1) <0a f'(x2) >0, mé funkce f(z) v bodé zg lokdlni minimum;
4. f'(z1) < 0a f'(x2) <0, je funkce f(x) v okoli U(xg) klesajici.

RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.r. Najdéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(x) = zv/1 — .
Reseni: Funkce f(z) = 2¥/1 —  je definovana na celé mnoziné R. Jeji derivace existuje
pro vSechna z s vyjimkou bodu z =1 a je

3—4dx

fl(@) = (1—@1/3—%95(1—95)_2/3:@‘

Protoze

f(x)>0 pro € (—o0,3),

fl(x)<0 pro =z€ (%,1) U (1,00),
je funkce f(z) rostouc na intervalu (—oo, 2) a klesajici na intervalu (2, 00). V bodé z = 3
m4 funkee f(z) lokdlni maximum f(2) = 2 V/2.

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1. Najdéte intervaly monotonie a lokalni extrémy funkce f(x) = va — z2.

rostouci na (0, 1), klesajici na (3, 1), v bodé = = 3 je lokdln{ maximum.}
Piiklad 2.2. Najdéte intervaly monotonie a lokdln{ extrémy funkce f(x) = v/1 — 3.
[klesajici na R.]
- o : . , 2?2 — 52 +6
Priklad 2.3. Najdéte intervaly monotonie a lokdlni extrémy funkce f(x) = W
x
rostouci na (—oo, —2) a (%2, +00), klesajici na (—2, %) |
v bodé x = 2972 je lokdlni minimum.

Piiklad 2.4. Najdéte intervaly monotonie a lokdln{ extrémy funkce f(x) = /z Inz.

[klasajici na (0,e72), rostouci na (e72,400), v bodé z = e~? je lokdln{ minimum.
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Piiklad 2.5. Najdéte intervaly monotonie a lokéln{ extrémy funkce f(z) =

[rostouci na (1,v/e), klesajici na (y/e,+00), v bodé = = /e je lokdlni maximum.



