Cviceni 5.2.

1. Derivace a diferencialy funkce vyssich rada

DEFINICE. Nechf mé funkce f(z) v néjakém okoli bodu zq derivaci (n — 1)-nfho Fadu f™=1(z).
Pokud exisuje jeji derivace v bodé xg, tj.

lim FO D (@ 4+ h) — FOY (20)
h—0 h

= (f™ 1Y (wo) = £ (x0),

nazyva se n—ta derivace, neboli derivace n—tého fadu, funkce f(x) v bodé zy.

Jestlize ma funkce f(x) v bodé xg derivaci n—tého tddu, nazyva se funkce proménné h, resp. dz,

definovana jako
dnf = f™ (@) k™, resp. d"f = f")(wg)da",

n—ty diferenciél, nebo diferencidl n—tého Fadu, funkce f(z) v bodé xy.
VETA. Jestlize maji funkce f(z) a g(z) diferivaci n—tého fadu, plati tzv. Leibnizova formule
(@) = 5 ()@ ). ke 0@ = 1@ a (1) =
je tzv. binomicky koeficient.
Je-li f: (a,b) — RF, tj. t —x = (21(t), 22(t), ..., 2x(t)), zobrazeni, je jeho n-t4 derivace rovna
£00(t) = (21 (1), 287 (1), ... 2" (1))
Specidlné kdyz interpretujeme zobrazenf f : (a,b) — R3, kde ¢ — x(t) = (x(t),y(t), 2(t)), jako

pohyb bodu v prostoru, je jeho druhd derivace rovna vektoru zrychleni a(t) bodu v ¢ase t. Vektor
zrychleni bodu tedy je

a(t) =x"(t) = (2" (1), 4" (1), 2"(1)) -

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte druhé derivace nasledujicich funkei

a. f(r)=azv1+2?, b. f(z)=zlnzx, c. f(z)=e*sin3z,
d. f(z)= e e. f(x)=(1+2z% arctgr, £ f(z) = arcsin r

V1—a?’

g. f(z) =z(sin(lnz) + cos(lnz)).

[ " _ x(2$2 + 3) " _ 1 i
a~f($)—ma b-f(Q?)—E,
c. f'(z)=e**(12cos3x —5sin3z), d. f'(z)=2x(22% —3)e ™,

2z (1 + 2z?) arcsinx + 3zv/1 — 22
e. f'(x)=2arctgx + 1o f. f'(x) = 1= 2272 ,
2sin(lnx
& f(a) = -2 _



Priiklad 1.2. Najdéte druhé diferencidly nasledujicich funkci

B Inz

a. f(zr)=vV1+a22, b. f(x)—7, c. f(x)=2a"
da? 2lnz —3
a. d2f = m, b. d2f = Td$2,

c. &f = (2%(lnz+1)%+ 2% 1) da?.

Piiklad 1.3. Najdéte vektor zrychleni bodu, jehoz pohyb je dan parametrickymi rovni-

cemi
a. r=1—-sint, y=1—rcost, teR;
b. xr = 3cosdt, y = 3sin4t, 2 = 2t? teR;
c. r=c2cos3t, y=e sindt, z=te % t>0.
a. d(t) = (sint,cost), b. a(t) = (—12sin4t, 12 cos 4t, 4t) ,
L. a(t) = e *(12sin 3t — 5cos 3t, —12 cos 3t — 5sin 3t, 1 — 2t) ]

Piiklad 1.4. Najdéte fG7(z), kde f(x) = (z — 1)(x — 2) sinz.
[f(?”)(a:) = (2% — 3z + 2) cosz + 37(2x — 3) sinx — 37 - 36 cos & }

2. Konvexita funkce a jeji druha derivace

VETA. Necht m4 funkce y = f(z) na otevieném intervalu Z derivace druhého fadu.

1. Jestlize na intervalu Z plati f”(z) > 0, je funkce na Z konvexni.

2. Jestlize na intervalu Z plati f”(z) < 0, je funkce na Z konkdvni.

VETA. Necht m4 funkce f(x) druhou derivaci v né&jakém okoli U(zg) bodu x¢ a f”(xg) = 0.
Jestlize pro kazdé z1, xo € U(xy), kde 21 < g < x2, plati

1. f"(z1) > 0 a f"(z2) > 0, je funkce v U(zg) konvexni;
2. f(x1) <0a f"(x2) <0, je funkce v U(zg) konkdvni;
3. f(x1) f"(x2) <0, je gy inflexni bod funkce f(z).

RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1.r. Najdéte intervaly, na kterych je funkce f(x) = xsin(lnx) konvexni, resp.
konkavni, a urcete jeji inflexni body.

Reieni: Definicni obor funkce f(x) je interval Dy = (0,00). Jeji druhd derivace je pro
kazdé x € Dy rovna

cos(Inz) — sin(In x)

f'(x) =

Protoze = > 0, bude funkce konvexni v intervalech, ve kterych je

T

f"(z) >0, meboli cos(Inz)—sin(lnz) >0



a konkavni v intervalech, kde plati
f"(z) <0, meboli cos(Inz)—sin(lnz) <0.

To znamend, Ze funkce f(x) = z sin(In z) je konvexn{ na intervalech <e_3”/ 42k om/ 4+2k”>,

kde k € Z, a konk4vni na intervalech (e“/ d2km G5/ 4+2’”>, kde k € Z.
Body zj, = e™/4t*" kde k € Z, jsou inflexni body funkce f(x).

NERESENE PRIKLADY

Priklad 2.1. Najdéte intervaly, na kterych jsou nasledujici funkce konvexni, resp. kon-
kavni, a urcete jejich inflexni body:

2

a. f(r)=e", b. f(x)=ze V7, c. f(z)=Inva?2+2x+5.

a. konvexni v intervalech (—oo, —\/75) a (*/75,+oo) |

konkavni v intervalu (—ﬁ, —2)

272
inflexni body = = j:\/T5
b. konkdvn{ v intervalu (0, 9)
konkavni v intervalu (9, 4+00)
inflexni bod z = 9.
c. konkdvn{ v intervalech (—oo, —3) a (1, +00)
konvexni v intervalu (—3,1)
inflexn{ body r = -3 a x = 1.




