
Cvičeńı 6.1.

1. Taylor̊uv polynom funkce jedné proměnné

Definice. Necht’ má funkce f(x) v bodě a derivci n–tého řádu. Pak se polynom

Tn(x) = f(a) + f ′(a) (x− a) +
f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

f (n)(a)
n!

(x− a)n =
n∑

k=0

f (k)(a)
k!

(x− a)k

nazývá Taylor̊uv polynom n–tého stupně funkce f(x) se středem v bodě a.

Věta. Má-li funkce na intervalu (a, b) derivaci n–tého řádu, která je spojitá v bodě a, plat́ı

lim
x→a

Rn(x)
(x− a)n

= 0 , kde Rn(x) = f(x)− Tn(x)

je zbytek v Taylorově polynomu.
Pokud má funkce f(x) na intervalu (a, x) derivaci řádu (n + 1), existuje ξ ∈ (a, x) takové, že

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x− a)n+1.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.r. Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = sin(sin x) se
středem v bodě a = 0.

Řešeńı: Prvńı tři derivace funkce f(x) jsou

f ′(x) = cos(sin x) cos x ,

f ′′(x) = − sin(sin x) cos2 x− cos(sin x) sin x ,

f ′′′(x) = − cos(sin x) cos3 x + 3 sin(sin x) cos x sin x− cos(sin x) cos x .

A protože
f(0) = 0 , f ′(0) = 1 , f ′′(0) = 0 , f ′′′(0) = −2 ,

je Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = sin(sin x) se středem v bodě a = 0
roven

T3(x) = x− 1
3
x3.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Najděte Taylor̊uv polynom se středem v bodě a = −1 funkce f(x) =
1 + 3x + 5x2 − 2x3. [

T (x) = 5− 13(x + 1) + 11(x + 1)2 − 2(x + 1)3.
]

Př́ıklad 1.2. Najděte Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) = xx se středem v

bodě a = 1.
[
T3(x) = 1 + (x− 1) + (x− 1)2 + 1

2
(x− 1)3.

]
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Př́ıklad 1.3. Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce

f(x) =
√

1− 2x + x3 − 3
√

1− 3x + x2

se středem v bodě a = 0.
[
T2(x) = 1

6
x2.

]
Př́ıklad 1.4. Najděte Taylorovy polynomy druhého stupně funkce f(x) = x3+4x2−3x+4
se středem v bodech, ve kterých je derivace funkce f(x) rovna nule.[

T2(x) = 22− 5(x− 3)2 v bodě a = −3.

T2(x) = 94
27

+ 5(x− 1
3

)2
v bodě a = 1

3
.

]

2. Derivace funkce vyšš́ıho řádu a lokálńı extrémy funkce

Věta. Necht’ je f ′(a) = 0 a funkce f(x) má v okoĺı bodu a derivaci druhého řádu. Pokud je:

1. f ′′(a) > 0, má funkce f(x) v bodě a lokálńı minimum;

2. f ′′(a) < 0, má funkce f(x) v bodě a lokálńı maximum.

Pokud je f ′′(a) = 0 nelze pomoćı druhé derivace rozhodnout, je-li v bodě a lokálńı extrém.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 2.1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x) = arctg x− ln
√

1 + x2.[
v bodě x = 1 je lokálńı maximum f(1) = 1

4
π − 1

2
ln 2 .

]
Př́ıklad 2.2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x) = e−x cos x.[

v bodech xk = −1
4
π + 2kπ, k ∈ Z, jsou lokálńı maxima f(xk) =

√
2

2
eπ/4−2kπ,

v bodech yk = 3
4
π + 2kπ, k ∈ Z, jsou lokálńı minima f(yk) = −

√
2

2
e−3π/4−2kπ.

]

Př́ıklad 2.3. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x) = cos x− 1
2

cos 2x. v bodech xk = kπ, k ∈ Z, jsou lokálńı minima f(xk) = −1
2
− (−1)k,

v bodech yk = 1
3
π + 2kπ a zk = −1

3
π + 2kπ, k ∈ Z, jsou lokálńı maxima

f(yk) = f(zk) = 1
4

(
2 +

√
3
)
.


3. Globálńı extrémy spojité funkce na kompaktńım intervalu

Věta. Necht’ je funkce f(x) spojitá na omezeném a uzavřeném intervalu 〈a, b〉. Pak existuj́ı
body xmin, xmax ∈ 〈a, b〉 takové, že pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı f

(
xmin

)
≤ f(x) ≤ f

(
xmax

)
.

Jinými slovy, pro funkci spojitou na uzavřeném, omezeném intervalu existuj́ı v tomto inter-
valu body, ve kterých dosahuje funkce nejmenš́ı a největš́ı hodnoty, tj. má na tomto intervalu
minimum a maximum.

Pokud má funkce v bodě ξ ∈ (a, b) nenulovou derivaci, nemá v tomto bodě extrém. Tedy extrém
může být pouze v následuj́ıćıch bodech:

1. V krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉, tj. v bodech x = a nebo x = b;
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2. Ve vnitř́ıch bodech intervalu, ve kterých je derivace funkce f(x) rovna nule, tj. v bodech
ξ ∈ (a, b), ve kterých je f ′(ξ) = 0;

3. Ve vntřńıch bodech intervalu, ve kterých derivace funkce f(x) neexistuje, tj. v bodech
ξ ∈ (a, b), ve kterých nemá funkce f(x) derivaci.

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.r. Najděte největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce f(x) = |x|e−|x−1| na intervalu
〈−2, 2〉.
Řešeńı: Protože se ve funkci f(x) vyskytuj́ı absolutńı hodnoty, pokuśıme se napsat jej́ı
předpis na intervalu 〈−2, 2〉 bez nich. Tak dostaneme

f(x) =


f1(x) = −xex−1 pro x ∈ 〈−2, 0〉 ,
f2(x) = xex−1 pro x ∈ 〈0, 1〉 ,
f3(x) = xe−x+1 pro x ∈ 〈1, 2〉 ,

a budeme hledat jej́ı extrémy všech třech intervalech.

Na intervalu (−2, 0) je

f ′(x) = f ′1(x) =
(
−1− x

)
ex−1 .

Rovnice f ′(x) = 0 má na intervalu (−2, 0) jediné řešeńı x = −1. Největš́ı a nejmenš́ı
hodnotu může proto nabývat v bodech x1 = −2, x2 = −1 nebo x3 = 0.

Na intervalu (0, 1) je
f ′(x) = f ′2(x) =

(
1 + x

)
ex−1 .

Rovnice f ′(x) = 0 nemá na intervalu (0, 1) žádné řešeńı. Největš́ı a nejmenš́ı hodnotu
může proto nabývat v bodech x3 = 0 nebo x4 = 1.

Na intervalu (1, 2) je
f ′(x) = f ′3(x) =

(
1− x

)
e−x+1 .

Rovnice f ′(x) = 0 nemá na intervalu (1, 2) žádné řešeńı. Největš́ı a nejmenš́ı hodnotu
může proto nabývat v bodech x4 = 1 nebo x5 = 2.

Tedy funkce f(x) nabývá na intervalu 〈−2, 2〉 nejmenš́ı a největš́ı hodnotu v jednom
z bod̊u x1, . . . , x5. Protože

f(−2) = 2e−3 , f(−1) = e−2 , f(0) = 0 , f(1) = 1 , f(2) = 2e−1

A největš́ı z těchto hodnot je f(1) = 1 a nejmenš́ı je f(0) = 0, je největš́ı hodnota funkce
f(x) = |x|e−|x−1| na intervalu 〈−2, 2〉 rovna fmax = f(1) = 1 a nejmenš́ı hodnota je
fmin = f(0) = 0.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x) =
x2 + 4x + 3

(x− 2)2
na intervalu

〈−4, 1〉.
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[
největš́ı hodnota je fmax = f(1) = 8, nejmenš́ı hodnota je fmin = f

(
−7

4

)
= − 1

15
.
]

Př́ıklad 3.2. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x) = (x+1)2e|x−1| na intervalu
〈−2, 3〉.[

největš́ı hodnota je fmax = f(3) = 16e2, nejmenš́ı hodnota je fmin = f(−1) = 0.
]

Př́ıklad 3.3. Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x) = x+ | sin 2x| na intervalu
〈−1

2
π, 1

2
π〉. [

největš́ı hodnota je fmax = f(1
3
π) = 1

3
π + 1

2

√
3,

nejmenš́ı hodnota je fmin = f(−1
2
π) = −1

2
π.

]

4. Slovńı úlohy na extrémy funkce

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 4.1. Pro které kladné č́ıslo x je jeho rozd́ıl s jeho druhou odmocninou nejmenš́ı?[
xmin = 1

4
.
]

Př́ıklad 4.2. Najděte č́ısla x, y ∈ 〈0, 1〉, taková, že x + y = 1, pro která je výraz x2y3

největš́ı.
[
xmax = 2

5
, ymax = 3

5
.
]

Př́ıklad 4.3. Který obdélńık vepsaný do p̊ulkruhu s poloměrem R má největš́ı obsah?[
strana obdélńıka amax =

√
2 R (lež́ı na pr̊uměru) a bmax =

√
2

2
R.

]
Př́ıklad 4.4. Který válec má při daném objemu V nejmenš́ı povrch?[

válec má výšku vmax = 3

√
4
π

V a poloměr rmax = 3

√
1
2π

V = 1
2
vmax.

]
Př́ıklad 4.5. Najděte pravoúhlý trojúhelńık, ve kterém je součet přepony a jedné odvěsny
roven tři a který má největš́ı obsah.[

trojúhelńık má odvěsny amax = 1, bmax =
√

3 a přeponu cmax = 2.
]
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