Cviceni 6.1.

1. Taylorav polynom funkce jedné proménné

DEFINICE. Necht m4 funkce f(x) v bodé a derivci n—tého fddu. Pak se polynom

f"(a)

o1 (x—a)?+...+

To(z) = f(a) + f'(a) (x — a) +

nazyvéa Tayloruv polynom n—tého stupné funkce f(z) se stiedem v bodeé a.

VETA. M&-li funkce na intervalu (a,b) derivaci n—tého fadu, kterd je spojitd v bodé a, plati

lim Ra(2) =0, kde Ry(z)= f(z)—Ty(z)

z—a (r — a)"

je zbytek v Taylorové polynomu.
Pokud m4 funkce f(z) na intervalu (a,x) derivaci fadu (n + 1), existuje £ € (a,x) takové, ze

(n+1)
Ra(x) = m (z— a)"+,

RESENE PRIKLADY

Piiklad 1.r. Najdéte Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(x) = sin(sinz) se
stfedem v bodé a = 0.

Resend: Prvni tii derivace funkce f(z) jsou
f'(z) = cos(sinx) cosx,
f"(x) = —sin(sinz) cos? z — cos(sinx) sinz,
f"(z) = — cos(sinx) cos® z + 3sin(sinz) cosx sinx — cos(sinx) cosz.
A protoze
f(0)=0, fo)=1, f"(0)=0, 17(0)=-2,

je Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(z) = sin(sinx) se stfedem v bodé a = 0
roven

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte Tayloruv polynom se stiedem v bodé a = —1 funkce f(z) =
1+ 3z + 5% — 223,
[T(x) =513z + 1)+ 11(z + 1) — 2z + 1)3.}

Piiklad 1.2. Najdéte Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(z) = z* se stfedem v

bodé a = 1. [Tg(x) 1+ @-D)+@-1)2+L@— 1)3.}



Priklad 1.3. Najdéte Tayloruv polynom druhého stupné funkce

f(x)=vV1—22+23— V1 -3z + 22
se stredem v bodé a = 0. [Tg(x) = %;1:2.}

Priklad 1.4. Najdéte Taylorovy polynomy druhého stupné funkce f(z) = z3+42* -3z +4
se stfedem v bodech, ve kterych je derivace funkce f(z) rovna nule.
Ty(x) =22 —5(x —3)> v bodé a=—3.
To(z) = 2 +5(x — %)2 v bodé a = 3.

2. Derivace funkce vyssiho fadu a lokalni extrémy funkce

VETA. Necht je f/(a) =0 a funkce f(z) méd v okoli bodu a derivaci druhého fddu. Pokud je:

1. f"(a) >0, ma funkce f(z) v bodé a lokalni minimum;

2. f’(a) <0, ma funkce f(x) v bodé a lokdln{ maximum.

Pokud je f”(a) = 0 nelze pomoci druhé derivace rozhodnout, je-li v bodé a lokéln{ extrém.

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z) = arctgz — In /1 + 2.

|:V bodé z =1 je lokdln{ maximum f(1) = ;7 — 3 In2 |

Piiklad 2.2. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z) =e " cosz.

v bodech z, = —1 7 + 2km, k € Z, jsou lokaln{ maxima f(z;) = %2 ™42,
v bodech y;, = %W + 2km, k € Z, jsou lokdlni minima f(yz) = —% e 3m/4=2km |

Priklad 2.3. Najdéte lokdln{ extrémy funkce f(x) = cosz — 3 cos2z.

v bodech xy, = km, k € Z, jsou lokdln{ minima f(xzy) = —1 — (—1)",

v bodech y; = %7T + 2km a 2z, = —% 7w+ 2km, k € 7Z, jsou lokalni maxima

Fluw) = f(=) = (2+V3).
3. Globalni extrémy spojité funkce na kompaktnim intervalu
VETA. Necht je funkce f(z) spojitd na omezeném a uzavieném intervalu (a,b). Pak existuji
body Zmin, Tmax € (a,b) takové, ze pro kazdé = € (a,b) plati f(a:m-m) < f(z) < f(a:max).

Jinymi slovy, pro funkci spojitou na uzavieném, omezeném intervalu existuji v tomto inter-
valu body, ve kterych dosahuje funkce nejmensi a nejvétsi hodnoty, tj. ma na tomto intervalu
minimum a maximum.

Pokud mé funkce v bodé £ € (a, b) nenulovou derivaci, nemd v tomto bodé extrém. Tedy extrém
muze byt pouze v nasledujicich bodech:

1. V krajnich bodech intervalu (a,b), tj. v bodech = a nebo = = b;



2. Ve vnitfich bodech intervalu, ve kterych je derivace funkce f(x) rovna nule, tj. v bodech
¢ € (a,b), ve kterych je f/(£) = 0;

3. Ve vntinich bodech intervalu, ve kterych derivace funkce f(z) neexistuje, tj. v bodech
€ € (a,b), ve kterych nemd funkce f(x) derivaci.

RESENE PRIKLADY

Piiklad 3.r. Najdéte nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x) = |z|e”*~! na intervalu
(—2,2).

Reseni: Protoze se ve funkci f(z) vyskytuji absolutni hodnoty, pokusime se napsat jejf
predpis na intervalu (—2,2) bez nich. Tak dostaneme

filx) = —ze® ! pro x € (=2,0),
flz) =1 fole) =2e®  pro z€(0,1),
f3(x) =xe ™ pro z€(1,2),

a budeme hledat jeji extrémy vsech tfech intervalech.

Na intervalu (—2,0) je
) = () = (-1 - a)e

Rovnice f’(z) = 0 m4a na intervalu (—2,0) jediné feseni x = —1. Nejvétsi a nejmensi
hodnotu muze proto nabyvat v bodech x; = —2, 9 = —1 nebo x3 = 0.
Na intervalu (0,1) je
fl(z) = folz) = (1+z)e" "
Rovnice f’(z) = 0 nemd na intervalu (0,1) zadné feseni. Nejvétsi a nejmensi hodnotu
muze proto nabyvat v bodech x3 = 0 nebo x, = 1.
Na intervalu (1,2) je
fl(z) = fi() = (L —x)e """
Rovnice f'(z) = 0 nemd na intervalu (1,2) zddné feseni. Nejvétsi a nejmensi hodnotu
muze proto nabyvat v bodech x4 =1 nebo x5 = 2.

Tedy funkce f(x) nabyva na intervalu (—2,2) nejmensi a nejvétsi hodnotu v jednom
z bodu x4, ..., x5. Protoze

f(_2):26737 f(_1)26727 f(O):Ou f<1>:17 f(2) :2671

A nejveétsi z téchto hodnot je f(1) = 1 a nejmensi je f(0) = 0, je nejvétsi hodnota funkce
f(z) = |zle”""1 na intervalu (—2,2) rovna fua = f(1) = 1 a nejmensi hodnota je

fmin = f(O) = 0.

NERESENE PRIKLADY

2442+ 3
Priklad 3.1. Najdéte nejmensi a nejveétsi hodnotu funkece f(x) = At na intervalu

(z —2)?
(—4,1).



[nejvétél’ hodnota je fuax = f(1) = 8, nejmensi hodnota je fui, = f(—;l) = —%5}

Piiklad 3.2. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z) = (z+1)%e/* ! na intervalu
<_27 3)
[nejvétéi hodnota je fmax = f(3) = 16€?, nejmensi hodnota je fum = f(—1) = 0.}

Piiklad 3.3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z) = x+|sin 22| na intervalu

<_%7T7 ;ﬂ->

.

nejvetsi hodnota je fuax = f(37) = 37+ 3 \/_
nejmensf hodnota je fuin = f(—37) = —3

4. Slovni tlohy na extrémy funkce

NERESENE PRIKLADY

Priklad 4.1. Pro které kladné ¢islo z je jeho rozdil s jeho druhou odmocninou nejmensi?

1

['Imin — 1 ]

Piiklad 4.2. Najdéte cisla x, y € (0, 1), takova, ze x +y = 1, pro ktera je vyraz z%y3
nejvetsi. [xmax = Ymax = % ]

Priklad 4.3. Ktery obdélnik vepsany do pulkruhu s polomérem R mé& nejvétsi obsah?
[Strana obdélnika @y, = V2 R (lezi na pruméru) a by, = ‘/75 R.}

Priklad 4.4. Ktery valec ma pfi daném objemu V' nejmensi povrch?
[Vzilec ma vySku vpax = 1/ % V' a polomér ry.. = ¢/ % V = %Umax.i|

Priklad 4.5. Najdéte pravothly trojuhelnik, ve kterém je soucet prepony a jedné odveésny
roven tii a ktery ma nejveétsi obsah.
[tI‘Ojflheh’lﬂ{ ma odvesny Gmax = 1, bpax = V3 a preponu Cp.x = 2.}



