Cviceni 7.1.

1. Nadroviny v R”

Pifmka, kterd je rovnobéznd s nenulovym vektorem v = (v1,v2,...,v,) a prochdz{ bodem A =
[a1;az;. .. ;a,] ma parametrické rovnice

X=A+vt, kde teR,
neboli v soufadnicich
rp=ar+vit, kde teR, k=1,2,...,n.
Pifmka, kterd prochézi body A = [a1;a9;...;a,] @ B = [b1;ba;...;by] je rovnobézna s vektorem
v=B—-A=(by —ay,bs —ag,...,bp —ay),
a tedy ma parametrické rovnice
X=A+(B—A)t, neboli zp=ap+ (by—ar)t, k=1,2,...,n, kde teR.
Usecka z bodu A = [a1;a2;...;a,] do bodu B = [by;be;...;b,] ma parametrické rovnice

X=A+(B—-A)t, neboli zp=oap+ (by—ar)t, k=1,2,....,n, kde 0<t<1.

Rovina (tj. 2-rozmérnd nadrovina) v R", kterd je rovnobéznd se dvéma linedrné nezévislymi
vektory u = (ug,ug,...,u,) a v= (v1,02,...,0,) a prochdzi bodem A = [a;;as;...;a,|, ma
parametrické rovnice

X=X+4+us+vt, kde s,teR

nebo pomoci soutradnic
T =ap+ugs+ut, s,teR, kde k=1,2, ..., n.
Specialné v R3 jsou parametrické rovnice roviny

T=a; +uzs+uvgt, y=ay,+uystot, z=a,+u,s+uv.t, kde s, teR.

k—rozmérna nadrovina v R™, kterd je rovnobézna s linedrné nezavislymi vektory vi, vo, ..., Vi
a prochéazi bodem A, ma parametrické rovnice

X =A+4+vit1 +votog+ ... +vity, kde t1,ts, ..., €R.
Kazdy nenulovy vektor N, ktery je kolmy ke vSem vektorum vy, vo, ..., Vi, které zadavaji
k-rozmérnou nadrovinu £ v R, se nazyva normalovy vektor k nadroviné L.
To znamend, ze N je normalovy vektor, kdyz pro kazdy vektor v;, kde ¢ = 1, ..., k, je

skalarni souzin N - v; = 0.
Jestlize nadrovina £ prochdzi bodem A = [a1;a9;...;a,] @ N = (N1, Na, ..., Ny,) je jeji
normélovy vektor vektor, plati pro kazdy bod X = [z1;x9;...;x,]| nadroviny L

N'(X—A):Nl(xl—al)—l—NQ(xQ—ag)—i-...—i-Nn(:z:n—an):0.



Ke k-rozmérné nadroviné £ v R™ existuje pravé (n — k) linedrné nezavislych normalovych

vektoria Ny, Ng, ..., N,_g. Jestlize jsou N;, ¢ = 1, ..., n — k, linedrné nezavislé normaélové
vektory ke k-rozmérné nadroviné £ v R™ a bod A je prvkem nadroviny L, lze nadrovinu £
popsat jako mnozinu vSech feseni X = [x1;x9;...;x,] soustavy linedrnich rovnic

N, (X—A)=0, kde i=1,2,...,n—k.

Speciélné pro plochu S v t¥frozmérném prostoru, tj. pro 2-rozmérnou nadrivinu v R3, existuje
a7 na nasobek jeden normdlovy vektor k roviné n = (ng,ny,n,). Proto mizeme rovinu v R3,
ktera kolma na vektor n a prochazi bodem A = [a,;ay; a.] popsat rovnici

n- (X —A)=nz(x—az) +ny(y—ay) +n.(z2—a;)=0.

Jestlize je rovina rovnobézna s linedrné nezavislymi vektora u a v, lze najit normalovy vektor
pomoci vektorového soucinu
n=uxu.

K pfimce existuji v tiirozmérném prostoru pravé dva linedrné nezdvislé normalové vektory
n; a ny. Pomoci nich lze v prostoru R? popsat pifmku, kterd prochazi bodem A, jako mnozinu
vSech TeSeni soustavy rovnic

nl-(X—A):O, IIQ-(X—A):O.

Vektor v, ktery je rovnobézny s primku, kterd ma linedrné nezavislé normalové vektory n; a no,
lze najit pomoci vektorového soucinu

V=1 XnNg.

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte parametrické rovnice usecky z bodu A = [1,2,3,4,5] do bodu
B=1[-2,9,0,-1,3]. [x(t) —(1—3t,2+7t3—3t,4—5t,5—2), te R.}

Ptiklad 1.2. V prostoru R* najdéte parametrické rovnice roviny P, ve které lezi body
A=10,2,-1,3], B=[4,3,-2,0] a vektor v = (2,1,0,1).
[x(s,t) = (4s+2t,2+s+t,—1 —s,3—3s+t), s, te R.}

Piiklad 1.3. Najdéte vektor normdly a parametrické rovnice nadroviny P C R*, kterd
je dana rovnici 2x; — x3 + x4 = 3. [N =(2,0,—1,1) }

Piiklad 1.4. Najdéte vektor normaly a soustavu linearnich rovnic, které definuji rovinu
danou parametrickymi rovnicemi

5E1:1—|—t1—|—3t2, I2:3—t1+t2, $3:4+2t1—t2.

[N:(—1,7,4), (@ —1)+7(y—3)+4(z—4) =0.



Piiklad 1.5. Najdéte parametrické rovnice a normalové vektory k nadroviné £, C R,
ktera je dana rovnicemi

T+ a2+ x3t+zTs=1 a T — 205+ 33 — T4 =05.

x(s,t) = (3—1—2t,—6—|—2s,—t,7—35—t>, s, teR

aptiklad
HapH Ny =(1,1,1,1), Np=(1,-2,3,-1).

2. Kuzeloseéky v R?

Kvadratické rovnice v proménnych = a y, tj. rovnice
ar? +bxy+cy’ +de+ey+ f=0, kde a,b,...,fER,

popisuji kuzelosecky v roviné xy. My se ve cviceni nebudeme zabyvat obecnou rovnici, ale
uvedeme pouze nékteré jednoduché ptiklady.

Rovnice
(v — 130)2 4 (y — y0)2 -1
a? b2 o
kde o, yo, @ a b jsou redlnd ¢isla, popisuji elipsu se stfedem v bodé S[zo; o], polosou délky
a > 0 ve sméru osy z a poloosou délky b > 0 ve sméru osy y.
Jestlize je a = b = R > 0, popisuje tato rovnice kruznice se stfedem v bodé S = [xo;yo] a

polomérem R.

Rovnice ) )
(=) (-w) |
a? b2 o
kde g, yo, a a b jsou realnd ¢isla, popisuji hyperbolu se stfedem v bodé S[zo; yo], hlavni polosou
délky a > 0 ve sméru osy « a vedlejsi poloosou délky b > 0 ve sméru osy y.

Rovnice ) )
(z — o) _ (y — o) -
a? b2 -
kde xo, 30, a a b jsou redlna ¢isla, popisuji hyperbolu se sttedem v bodé S[zg; yo|, vedlejsi polosou
délky a > 0 ve sméru osy « a hlavni poloosou délky b > 0 ve sméru osy y.

Hyperboly popsané rovnicemi

(37 — 930)2 (y - yo)2
a2 B =+l

maji za asymptoty dvojici piimek

$—$0_y—y0:0 a $—$0+y—yo
a b ’ a b

Tuto dvojici pfimek je mozné pospat pomoci rovnice

<:c—wo_y—yo> (ﬂf—xo+y—yo) _ (@@= (=)’ _

a b a b a? B b2



RESENE PRIKLADY

Piiklad 2.1.r. Nakreslete mnozinu M vsech bodu [x; y], pro které plati
20 — >+ 4 —6y+3=0.
RESEN{: Kdy#Z rovnici upravime na tvar
22% —y? + 4 + 6y + 3 = 2(2? + 22) — (y* — 6y) + 3 =
=2+ 1)2?-2—-(y—-324+9+3=2(x+1)* - (y—3)?+10=0,
je vidét, ze jde o kiivku, popsanou rovnici

(z+1? =3 _ |
5 10 ’

coz je hyperbola se stfedem v bodé S = [—1, 3], hlavni poloosou a = /10 ve sméru osy y
a vedlejsi poloosou b = v/5 ve sméru osy z.

Piiklad 2.2.r. Nakreslete mnozinu M vsech bodu [x;y], pro které plati
20 —y* +42 -6y —7=0.
RESENT: Stejné jako v predchazejicim piikladé dostaneme rovnici
20+ 1) - (y—3)2=0.
Jestlize napiSeme tento vztah ve tvaru
2@+ 1) — (y—3)°= (V22 +vV2 -y +3) (V22 +vV2+y—3) =0,
je vidét, ze se jedna o dvojici primek

V22 —y+3+v2=0 a V2z+y—3+v2=0.

Priklad 2.3.r. Nakreslete mnozinu M vsech bodu [x;y] v roviné, pro které plati
3+ 4y —x+8y+2<0.

RESENT: Nejprve uréime hranici mnoziny M, tj. mnozinu viech bodi, pro které plati
377 +4y* —x +8y+2=0.

Postupné dostaneme

3 + 4y’ — x4+ 8y +2=3(a% — 32) +4(y* +2y) +2 =
—3(r -1 =2 tay+ 1)’ —4+2=3 - +4(y+1)° - B =0.
Tedy hranice mnoziny M je dédna rovnici

36 2 48
%(x—%) +2—5(y+1)2:1.

To je elipsa se sttedem v bodé S = [%, —1} a poloosami a = % ab= ﬁg‘

Protoze stied S elipsy lezi v mnoziné M, jde o vnitiek této elipsy.



Priklad 3.1.

Priklad 3.2.

Priklad 3.3.

Priklad 3.4.

Priklad 3.5.

Priklad 3.6.

Priklad 3.7.

Priklad 3.8.

Priklad 3.9.

3. Dalsi priklady mnozin v R?

NERESENE PRIKLADY

Nacrtnéte definiéni obor funkce f(z,y) = arcsin L arccos(1 — y).
T

D<y<2y<loasso]

Nacrtnéte definiéni obor funkece f(x,y) (tg Va2 +uy )
[mezikruil’ km < a2 +y? < 3(2k+ )7, k=0, 1, 2, ,...—

Naértnéte definiéni obor funkce f(z,y) = In (arcsin L) :

[polorovina y > 0.

Nacrtnéte definiéni obor funkee f(x,y) = (xy)VY~". )
[0<x§y nebo r <y <0.

™

[ﬁm < |y| bez bodu [0;0].

Naértnéte definiéni obor funkce f(z,y) = , / cos

Naértnéte definiéni obor funkce f(z,y) = In | sin .
2 4 y?

x2+<y—%)2>%ay>0nebo

2 12 1 2 1 \2

2%+ _E)2<Wax +(y— (2k+1))2>4(2k+127k€Nneb0
2 1

2+ (y+45) > o AT 2+ (y+ 3 2(2k— 1)) <4(2k mz ke N

Nacrtnéte definiéni obor funkce f(z,y) = [ arcsin ).
x? + 32
[(x—%)2+y2 > }l ax>0.}

3 2 1
Nacrtnéte definiéni obor funkce f(z,y) = arccos M



4. Vrstevnice

Plochy S C R? se casto zadavaji jako feSeni rovnic F(z,y,z) = 0 (srovnejte s vyjadienim
roviny). Abychom si udélali jistou predstavu o tvaru takovych ploch, zkoumame kiivky, které
jsou pruniky plochy S a rovin z = h. Tyto kiivky (pfesnéji kolmé pruméty téchto kiivek do
roviny xy) se nazyvaji vrstevnice a pouzivaji se v mapéch. Je ziejmé, Ze rovnice vrstevnice ve
vysce z = h je F(x,y,h) = 0.

RESENE ULOHY

x
Priklad 4.1.r. Najdéte vrstevnice plochy z = arctg ———.
) plocly & o

RESEN{: Vrstevnici ve vysce z = h je ddna rovnici

x
——==h. (1)
/[EQ + 2y2
Protoze je obor hodnot funkce arctg x interval (—%7‘(‘, %7‘(‘), vrstevnice pro |h| > %ﬂ' neexi-
stuji.

Pro h € (—4m, 37) oznatme tgh = H. Rovnice (1) je pak ekvivalentn{ rovnici

arctg

S 2)

/22 + 242 o
7 této rovnice plyne vztah
v=H\22+2y2 = (H* - 1)2* +2H*y* = 0.

Pro |H| > 1, tj. |h| > im, plyne z této rovnice = y = 0, ale tento bod nenf v

definicnim oboru. Proto je i v tomto pfipadé vrstevnice prazdna mnozina.

Pro H=1,tj. h= }1%, dostaneme y = 0 a z (2) dostaneme jako vrstevnici polopfimku
y=0,z>0.

Podobné pro H = —1, tj. h = —%ﬂr, dostaneme y = 0 a z (2) dostaneme jako vrstevnici
poloptimku y = 0, x < 0.

Pro 0 < |H| < 1 dostaneme rovnici

(1 — H*)2* — 2H*y* = (@x—ﬂHy) (@x—l—\@}[y) =0,
coz je rovnice dvojice piimek
VI—H?z—V2Hy=0 a V1—H?z+V2Hy=0.
Pro0< H <1,tj. h e (0, }lw) jsou vrstevnice dvojice poloptimek
VI—H?2z—V2Hy=0 a V1—H2z+V2Hy=0, x>0
apro—1< H <0, tj. —}Nr < h < 0 jsou vrstevnice dvojice poloptimek
VI—H?z—V2Hy=0 a V1—H?z+V2Hy=0, x<0.

Koneéné pro H = 0 dostaneme 22 = 0, tj. x = 0. Proto je vrstevnice pro h = 0 piimka
xz = 0 bez bodu P = [0, 0].



NERESENE ULOY

Priklad 4.1. Sestrojte vrstevnice plochy z = ————
e +y

pro h =0 rovina 2z +y + 1 = 0.

pro h < —g prazdna mnozina,

pro h = —% bod [—%; —%],

pro h > —g, h # 0 kruznice (:v — l)2 + (y — L)2 = 2h45

Priklad 4.2. Sestrojte vrstevnice plochy z = v Y 2y
pro h < 0 prazdnd mnozina,
pro h = e** dvojice pifmek = +y = % ar—y ,
pro h > 0, h # €*/* hyperboly (x -1 = (y+ %)2 =3 _Inh.

X

Va2
pro h < 0 a h > 7 prazdnd mnozina,
pro h = 1w pifmka z = 0 bez bodu [0; 0].

Priiklad 4.3. Sestrojte vrstevnice plochy z = arccos

pro0<h<m h# %7? kruznice (ac— m)Q—i—yz = m.
oy . . r+vy
Priklad 4.4. Sestrojte vrstevnice plochy z = In ——.
x
[parabola (x — %e_h)2 = e—h(y + ie_h).}
l‘ p—
Priklad 4.5. Sestrojte vrstevnice plochy z = arctg — yQ'
e +y
pro h < —% mah> %7? prazdna mnozina,
pro h = 0 piimka = = y bez bodu [0;0].
. 2 2
pro _%ﬂ- <h< %7’(’, h = 0 kruznice (I - 2aritgh) + (y+ 2aritgh) = 2arcltg2h'

1 1
Priklad 4.6. Sestrojte vrstevnice plochy z = In <— + —).
r 'y

[éésti hyperbol (z —e™)(y —e™") = e, které lezi v oblasti xx—T > 0.}
x

72 + y2 ’
[kruinice (z — %e’h)2 +y? = %e’h.}

Priklad 4.7. Sestrojte vrstevnice plochy z = In

Valcové plochy s osou z

Pomoci vrstevnic 1ze v nékterych pifpadech poznat tvar plochy S C R? dané rovnici F(z,y, z) =
0. Napriklad jestlize vrstevnice pro z = h jsou pro vSechna h stejné kiivky C, vznika plocha
S posouvanim kiivky C' podél osy z. V takovém piipadé vétsinou nezavisi funkce F'(z,y, z) na
proménné z. Takové plochy se nazyvaji vdlcové plochy nebo wdlce s osou z. Napriklad plocha
S C R? dand rovnici

22— 4y +22 =0



neni hyperbola, ale hyperbolicky vélec, ktery vznikne posouvanim hyperboly
(z+1)2—49? =1

podél osy z.

Poznamka. Obecné neni pravda, ze pokud rovnice F(z,y, z) = 0 uréuje vélcovou plochu s osou z, nezavisi
funkce F(x,y, z) na proménné z. Jako pifklad uvedu rovince

Fi(z,y,2) =2 —4y* +20 =0 a Fy(z,y,2) = (x2—4y2+2x)(z2+1) =0,

ktery urcuji stejny hyperbolicky valec.

Kuzelové plochy

Jestlize jsou pro h > 0 vrstevnice dany rovnici gp(%, %) =0, je
F(z,y,2) =0 = F(E,y,l) = (p(g, Q) =0
2’z 2z

a jedna se o tzv. kuzZelové plochy s vrcholem v pocatku soustavy souradnic. Tyto plochy vznikaji
tak, ze je v roviné z = 1 ddna kiivka ¢(z,y) = 0 a plocha je tvorena polopiimkami, které spojuji
pocatek souradnic s body této kiivky. Napriklad plocha dand rovnici

2 2

xr
2 4y?+2y2=0, 2>0, tj 45+%
z z

+22 =0, 2>0
z
je tvofena polopiimkami, které zac¢inaji v poc¢atku soufadnic a prochézeji body kruznice
24+ (y+1)i=1, z=1.
Rotaéni plochy

Dalsi zajimavé plochy, které se budou ¢asto objevovat v piikladech, jsou plochy, jejiz vrstevnice
jsou kruznice se stfedem v poc¢atku (nebo prézdné mnoziny). Rovnice takovych ploch ma vétsinou
tvar F(z,y,2) = f(y/2%+ y?,z) = 0. Takové plochy vznikaji rotaci kiivky

flx,2)=0, x>0,
kolem osy z a nazyvaji se rotacni plochy s osou rotace z. Napiiklad plocha dana rovnici
3x2—|—3y2+22\/m—22:0
je rota¢ni plocha, ktera vznika rotaci kiivky
31‘2—1—2233—,22:(), >0,
tj. poloptimek z = 3x a z = —z, z > 0, kolem osy z. Je tedy tvorena dvémi kuzely.

Dalsi informace o plochach lze ziskat tak, ze budeme podobné jako vrstevnice zkoumat
pruniky plochy s rovinami x = zg a y = yo.



