
Cvičeńı 7.2.

1. Tečna ke křivce dané parametricky

Jestliže jsou x = x(t), kde a < t < b, tj.

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , kde t ∈ (a, b)

parametrické rovnice křivky C ⊂ R3 a t0 ∈ (a, b), je vektor

t = x′(t0) =
(
x′(t0).y′(t0), z′(t0)

)
tečný vektor ke křivce C v bodě x0 =

(
x(t0), y(t0), z(t0)

)
.

Tedy parametrické rovnice tečny ke křivce C v bodě x0 jsou

x = x0 + t s , s ∈ R ,

neboli v souřadnićıch

x = x(t0) + x′(t0) s , y = y(t0) + y′(t0) s , z = z(t0) + z′(t0) s , s ∈ R .

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Necht’ je křivka C definována parametrickými rovnicemi

x(t) =
(
2 cos2 πt, 4 cos πt sin πt, 4t2

)
, t ∈ R .

Najděte jej́ı tečnu v bodě, který odpov́ıdá hodnotě parametru t = 1
4
.[

paramterické rovnice tečny jsou x(t) =
(
1− πt, 2, 1

4
+ t

)
, t ∈ R.

]
Př́ıklad 1.2. Necht’ je křivka C definována parametrickými rovnicemi

x(t) =
(
ln

(
t +

√
1 + t2

)
,
√

1− t2 arccos t, (1 + 2t)cos t
)

, t ∈ (−1
2
, 1) .

Najděte jej́ı tečnu v bodě, který odpov́ıdá hodnotě parametru t = 0.[
paramterické rovnice tečny jsou x(t) =

(
t, 1

2
π − t, 1 + 2t

)
, t ∈ R.

]
2. Tečná rovina k ploše dané parametrickými rovnicemi

Řešený př́ıklad

Př́ıklad 2.1.r. Necht’ je v R3 dána plocha S parametrickými rovnicemi x = x(r, ϕ)

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , z = ϕ , r > 0 , ϕ ∈ R

a jej́ı bod A, pro který je r = 2 a ϕ = 1
3
π, tj. A =

[
1;
√

3; 1
3
π
]
.

Křivka C1 s parametrickými rovnicemi x1(ϕ) = x
(
2, ϕ

)
, tj.

x = 2 cos ϕ , y = 2 sin ϕ , z = ϕ , ϕ ∈ R ,
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lež́ı v ploše S a procháźı bodem A (pro ϕ = 1
3
π). Jej́ı tečný vektorr v bodě A je

t1 =
dx1

dϕ

(
1
3
π
)

=
(
−
√

3, 1, 1
)
.

Křivka C2 s parametrickými rovnicemi x2(r) = x
(
r, 1

3
π
)
, tj.

x = 1
2
r, , y =

√
3

2
r , z = 1

3
π , r > 0 ,

lež́ı v ploše S a procháźı bodem A (pro r = 2) a jej́ı tečný vektor v bodě A je

t2 =
dx2

dr
(2) =

(
1
2
,
√

3
2

, 0
)
.

Jestliže v bodě A existuje k ploše S tečná rovina P , je to rovina daná bodem A a rov-
noběžná s dvěmi tečnými vektory t1 a t2. Proto jsou jej́ı parametrické rovnice

x = a + t1u + t2v , u, v ∈ R

nebo v souřadnićıch

x = 1−
√

3 u + 1
2
v , y =

√
3 + u +

√
3

2
v , z = 1

3
π + u , u, v ∈ R .

Protože vektor normály k ploše S v bodě A je

n = t1 × t2 = −1
2

(√
3,−1, 4) ,

je tečná rovina P dána rovnićı n · (X − A) = 0, tj.

√
3
(
x− 1

)
−

(
y −

√
3
)

+ 4
(
z − 1

3
π
)

= 0 , tj.
√

3 x− y + 4z = 4
3
π .

Neřešený př́ıklad

Př́ıklad 2.1. Necht’ je v R3 dána plocha S rovnićı z = 3x2 − y3. Abychom dostali para-
metrické rovnice této plochy, můžeme položit

x = u , y = v , z = 3u2 − v3 .

Za předpokladu, že existuje tečná rovina k ploše S v bodě A, pro který je x = 1 a y = 2,
najděte jej́ı rovnici. [

x(s, t) = (1 + s, 2 + t,−1 + 6s− 12t), s, t ∈ R,

neboli 6(x− 1)− 12(y − 2)− (z + 1) = 0.

]

Řešený př́ıklad

Př́ıklad 2.2.r. Ukažte, že plocha S ⊂ R3 definovaná rovnićı

z = 3
√

x3 + y3 , x, y ∈ R ,

nemá v bodě A = [0; 0; 0] tečnou rovinu.
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Řešeńı: Plocha S je dána parametrickými rovnicemi

x = u , y = v , z = 3
√

u3 + v3 , (u, v) ∈ R2 ,

a bodu A odpov́ıdaj́ı hodnoty parametr̊u u = v = 0.
Křivka v = 0, tj. křivka daná parametrickými rovnicemi

x = u , y = 0 , z = 3
√

u3 = u , u ∈ R ,

lež́ı v dané ploše a pro u = 0 procháźı bodem A. Tečný vektor k této křivce, tu = (1, 0, 1), muśı proto
ležet v tečné rovině.

Podobně muśı v tečné rovině ležet tečný vektor ke křivce, dané parametrickými rovnicemi

x = 0 , y = v , z = 3
√

v3 = v , v ∈ R ,

tj. vektor tv = (0, 1, 1).
V ploše S uvažujme křivku, pro kterou je u = v = t. Jej́ı parametrické rovnice jsou

x = t , y = t , z = 3
√

t3 + t3 = 3
√

2 t , t ∈ R .

Pro t = 0 procháźı tato křivka bodem A a jej́ı tečný vektor je t =
(
1, 1, 3

√
2
)
.

Snadno se přesvědč́ıme, že vektory

tu = (1, 0, 1) , tu = (0, 1, 1) a t =
(
1, 1,

3
√

2
)
,

které by měly všechny ležet v tečné rovině k ploše S v bodě A = [0; 0; 0], jsou lineárně nezávislé, a tedy
v jedné rovině nelež́ı.

3. Limity funkćı v́ıce proměnných

Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1.r. Najděte limity

lim
[x,y]→[1;0]

ln
(
x + ey

)√
x2 + y2

a lim
[x,y]→[0;0]

ln
(
x + ey

)√
x2 + y2

.

Řešeńı: Protože pro [x, y] = [1, 0] je
ln

(
x + ey

)√
x2 + y2

∣∣∣
[1,0]

= ln 2 dobře definovaný výraz, je

lim
[x,y]→[1;0]

ln
(
x + ey

)√
x2 + y2

= ln 2 .

V bodě [x, y] = [0, 0] dostaneme
ln

(
x + ey

)√
x2 + y2

∣∣∣
[0,0]

∼ 0

0
, tj. neurčitý výraz. Uvažujme

limitu v bodě [0, 0] vzhledem k ose x, tj. na př́ımce y = 0. Pak je

lim
[x,y]→[0;0]

y=0

ln
(
x + ey

)√
x2 + y2

= lim
x→0

ln(x + 1)

|x|
.

Ale protože plat́ı

lim
x→0+

ln(x + 1)

|x|
= 1 6= lim

x→0−

ln(x + 1)

|x|
= −1 ,
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limita lim
[x,y]→[0;0]

ln
(
x + ey

)√
x2 + y2

neexistuje.

Př́ıklad 3.2.r. Najděte limitu lim
[x,y]→[0;0]

x2 + y2√
1 + x2 + y2 − 1

.

Řešeńı: Dosazeńım bodu [x, y] = [0, 0] zjist́ıme, že se jedná o limitu neurčitého výrazu 0
0
.

Ale protože

x2 + y2√
1 + x2 + y2 − 1

=
x2 + y2√

1 + x2 + y2 − 1

√
1 + x2 + y2 + 1√
1 + x2 + y2 + 1

=

=

(
x2 + y2

)(√
1 + x2 + y2 + 1

)
1 + x2 + y2 − 1

=
√

1 + x2 + y2 + 1 ,

je lim
[x,y]→[0;0]

x2 + y2√
1 + x2 + y2 − 1

= 2.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Najděte limitu lim
[x,y]→[0;0]

xy2

x2 + y2
.

[
0 .

]
Př́ıklad 3.2. Najděte limitu lim

[x,y]→[0;7]

sin xy

x
.

[
7 .

]
Př́ıklad 3.3. Dokažte, že limita lim

[x,y]→[0;0]

x2y2

x2y2 + (x− y)2
neexistuje.

Řešený př́ıklad

Př́ıklad 3.3.r. V přednášce se ukazovalo, že limita lim
[x,y]→[0;0]

x2y

x4 + y2
je rovna nule po každé př́ımce, která

procháźı počátkem. Ukážeme, jak lze naj́ıt křivka y = x2, po které neńı limita lim
[x,y]→[0;0]

x2y

x4 + y2
rovna

nule.
Zavedeme polárńı souřadnice

x = r cos ϕ , y = r sinϕ , r > 0 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π .

V těchto souřadnićıch je funkce v limitě rovna

f(r, ϕ) =
r3 cos2 ϕ sinϕ

r4 cos4 ϕ + r2 sin2 ϕ
=

r cos2 ϕ sinϕ

sin2 ϕ + r2 cos4 ϕ
.

Pro pevné r > 0 uvažujme funkci

F (ϕ) =
∣∣f(r, ϕ)

∣∣ =
r cos2 ϕ | sinϕ|

sin2 ϕ + r2 cos4 ϕ

a budeme hledat jej́ı maximum pro ϕ ∈ 〈0, 2π〉. Protože se jedná o funkci spojitou na kompaktńım
intervalu, existuje na tomto intervalu jej́ı maximum. To může funkce F (ϕ) nabývat v kraj́ıch bodech
intervalu, tj. pro ϕ = 0 nebo ϕ = 2π, v bodě ϕ = π, kde derivace neexistuje, nebo v bodech, kde
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F ′(ϕ) = 0. Protože F (0) = F (π) = F (2π) = 0, neńı v těchto bodech maximum. V závislosti na znaménku
sinϕ dostaneme pro derivaci na intervalech (0, π) a (π, 2π)

F ′(ϕ) = ± r(
sin2 ϕ + r2 cos4 ϕ

)2

((
−2 cos ϕ sin2 ϕ + cos3 ϕ

)(
sin2 ϕ + r2 cos4 ϕ

)
−

− cos2 ϕ sinϕ
(
2 cos ϕ sinϕ− 4r2 cos3 ϕ sinϕ

))
.

Extrém může nastat pouze v bodech, kde je F ′(ϕ) = 0. Z toho dostaneme rovnici

cos ϕ
(
cos2 ϕ + 2 sin2 ϕ

)(
r2 cos4 ϕ− sin2 ϕ

)
= 0 .

Z toho plyne, že bud’ je cos ϕ = 0 nebo sin2 ϕ = r2 cos4 ϕ. Je-li cos ϕ = 0, je F (ϕ) = 0, a tedy v těchto
bodech neńı maximum. To bude funkce F (ϕ) nabývat v bodech, kde je

sin2 ϕ = r2 cos4 ϕ , tj. | sinϕ| = r cos2 ϕ .

Po dosazeńı zjist́ıme, že v těchto bodech je F (ϕ) = 1
2 . Když se vrát́ıme k proměnným x a y dostaneme z

tohoto vztahu
r| sinϕ| = r2 cos2 ϕ , tj. |y| = x2 .
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