Cviceni 7.2.

1. Tec¢na ke kirivce dané parametricky
Jestlize jsou x = x(t), kde a < t < b, tj.
r=ux(t), y=y), z=2=z(t), kde té€(a,b)
parametrické rovnice kiivky C C R? a tg € (a,b), je vektor
t = x/(to) = (2'(to).¥/ (to), 7' (t0))

tecny vektor ke kiivee C v bodé xo = (z(to),y(to), 2(t0))-
Tedy parametrické rovnice tecény ke kiivce C v bodé xq jsou

X=X0+ts, seR,
neboli v soufadnicich

x=x(to) +2'(to) s, y=ylto) +y'(te)s, z==z(to) +2'(to)s, seR.

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Necht je kiivka C definovdna parametrickymi rovnicemi
x(t) = (2 cos® t, 4 cos wt sin 7, 4t2) , teR.

Najdéte jeji tecnu v bodeé, ktery odpovida hodnoté parametru ¢t = }L.

[paramterické rovnice tecny jsou x(t) = (1 —mt, 2,3 + t), te R.}

Piiklad 1.2. Necht je kiivka C definovdna parametrickymi rovnicemi

x(t) = (ln(t +V1+12),vV1— 12 arccost, (1 + 215)“’”) , te(—3,1).

Najdeéte jeji tecnu v bodé, ktery odpovidd hodnoté parametru ¢ = 0.
[paramterické rovnice tefny jsou x(t) = (¢, 3m —t,142t), ¢t € R.}

2. Te¢na rovina k plose dané parametrickymi rovnicemi

RESENY PRIKLAD

Priklad 2.1.r. Necht je v R?® ddna plocha S parametrickymi rovnicemi x = x(r, ©)
T=rcosp, Yy=rsingp, 2=, r>0, pelk

a jeji bod A, pro ktery jer =2 a ¢ = %w, tj. A= [1; V3; %W]
Kfiivka C; s parametrickymi rovnicemi x;(¢) = x(2, gp)7 tj.

r=2cosp, y=2snp, z=¢, peR,



lezi v plose S a prochazi bodem A (pro ¢ = %W) Jeji tecny vektorr v bodé A je

tr= S0 (kn) = (~VE,L1).

=
Kfiivka Cy s parametrickymi rovnicemi Xo(r) = x(r, %7‘(‘), t].
T, Yy=%T, zz%w, r>0,

lezi v plose S a prochézi bodem A (pro r = 2) a jeji tecny vektor v bodé A je

dx

Jestlize v bodé A existuje k plose S tecna rovina P, je to rovina dana bodem A a rov-
nobézna s dvémi tecnymi vektory t; a ty. Proto jsou jeji parametrické rovnice

X =a-+tiu+tw, u, v € R
nebo v soutradnicich
le—\/gu—i—%v, y:\/g—l—u—l—‘/Tgv, z:%w+u, u, v €R.
Protoze vektor normaly k plose S v bodé A je
n=t xty=—1(v3-14),
je tecna rovina P déna rovnici n - (X — A) =0, tj.
V3(r—1)— (y—V3) +4(e—37) =0, tj. V3a—y+4z=1r.

NERESENY PRIKLAD

Ptiklad 2.1. Necht je v R?® ddna plocha S rovnici z = 322 — 3. Abychom dostali para-
metrické rovnice této plochy, muzeme polozit

r=u, Y=0, z=3u?—v3.

Za ptredpokladu, ze existuje tecna rovina k plose S v bodé A, pro ktery jez =1 a y = 2,
najdéte jeji rovnici.
x(s,t) = (1+s,2+t,—146s—12t), s, t € R,
neboli 6(z — 1) — 12(y — 2) — (z+ 1) = 0.

RESENY PRIKLAD

Piiklad 2.2.r. Ukazte, ze plocha S C R? definované rovnici

z=v/x3+y3, z,yeR,

nemd v bodé A = [0;0;0] tetnou rovinu.



Reseni: Plocha S je ddna parametrickymi rovnicemi

r=u, y=v, z=ud+0v3, (u,v) € R?,

a bodu A odpovidaji hodnoty parametra v = v = 0.
Kiivka v = 0, tj. kfivka dand parametrickymi rovnicemi
z=u, y=0, z=ud=u, ueR,

lezi v dané plose a pro u = 0 prochdz{ bodem A. Te¢ny vektor k této kiivce, t, = (1,0, 1), musi proto
lezet v te¢né rovineé.
Podobné musi v te¢né roviné lezet tecny vektor ke kiivce, dané parametrickymi rovnicemi

r=0, y=v, z=+Vvdi=u0, veR,

tj. vektor t, = (0,1,1).
V ploge § uvazujme kiivku, pro kterou je u = v = t. Jeji parametrické rovnice jsou

r=t, y=t, z=B+t3=72¢t, teR.

Pro t = 0 prochazi tato kiivka bodem A a jeji tecny vektor je t = (17 1, \3/5)
Snadno se presvédéime, ze vektory

tu:(17071)a tu:(ovlvl) a t:(lvlv\?/i)a

které by mély vSechny lezet v tecné roviné k plose S v bodé A = [0; 0; 0], jsou linedrné nezdvislé, a tedy

v jedné roviné nelezi.
3. Limity funkci vice proménnych

RESENE PRIKLADY

Priklad 3.1.r. Najdéte limity

_ ln(x + ey) ) ln(a: + ey)
lim ———= a lim ————=.
[2,y]—=110] /22 + 92 [.9]=[0:0] /22 + y?
S , . In(z +e) ; VR
Reseni: Protoze pro [x,y] = [1,0] je ———= = In2 dobfe definovany vyraz, je
V2 +y? Lol
In (SL’ + ey)

=In2.
[zy]=[10] /22 4 92

ln(x + ey)

vVt +y? ‘[0,0]

limitu v bodé [0, 0] vzhledem k ose x, tj. na ptimce y = 0. Pak je

0
V bodé [z,y] = [0,0] dostaneme ~ 5 tj. neurcity vyraz. Uvazujme

In(z+e¥)  In(z+1)

li =
[Iang)[l();()] A /xQ + y2 1‘1£>I(1] ’x‘

Ale protoze plati
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y
limita lim ln(x te )

[2.9]=[00] /22 + y?

2 2
Pifklad 3.2.r. Najdéte limitu  lim Tty

el =[0:0) \/1T4+ 22 + 32 — 1

neexistuje.

Reseni: Dosazenim bodu [z,y] = [0, 0] zjistime, Ze se jednd o limitu neuréitého vyrazu 2
Ale protoze
22 4y B 22 4y /1—|—x2+y2+1_
VIi+2+y2 -1 1+ 22 4+ -1 \/1+224+y*+1
(@ +y?) (Vi+a+y +1)
_ T @ A1,
I+ 22121 +r+y*+
2 2
x
je  lim +Y _o
[2y]=00:0] /1 + 22 4+ 92 — 1
NERESENE PRIKLADY
. . . y?
Priklad 3.1. Najdéte limitu lim ———. [O }
[y —[0:0] 2% + Y
sin x
Piiklad 3.2. Najdéte limitu  lim Y [7.]
[zyl=[07] T
22y
Priklad 3.3. Dokazte, ze limita  lim o 5 Deexistuje.
2.y —[050] 22y? + (x — y)
RESENY PRIKLAD
. . 2y
Priklad 3.3.r. V prednésce se ukazovalo, ze limita  lim ——=— je rovna nule po kazdé piimce, ktera
[z,y]—[0;0] % + Y
2
prochézi pocatkem. Ukdzeme, jak lze najit kiivka y = 22, po které neni limita  lim Ty rovna

[o.yl—[0:0] 24 + 32
nule.
Zavedeme polarni soutadnice

T=rcosp, Yy=rsing, r>0, 0<p<2m.

V téchto soutadnicich je funkce v limité rovna

r3 cos? psin @ rcos? psin @

frop) =

rdcost o +r2sin®p  sin®p +r2cost g
Pro pevné r > 0 uvazujme funkci

7 cos? | sin |

F(p) = |f(r.o)| = sin? ¢ + r2 cost

a budeme hledat jeji maximum pro ¢ € (0,27). Protoze se jednd o funkci spojitou na kompaktnim
intervalu, existuje na tomto intervalu jeji maximum. To muze funkce F(yp) nabyvat v krajich bodech
intervalu, tj. pro ¢ = 0 nebo ¢ = 2w, v bodé ¢ = m, kde derivace neexistuje, nebo v bodech, kde

4



F'(p) = 0. Protoze F(0) = F(r) = F(27) = 0, neni v téchto bodech maximum. V zdvislosti na znaménku
sin ¢ dostaneme pro derivaci na intervalech (0,7) a (m, 27)
F'(p) = £ ! 5 ((—2 cos psin? p + cos® (p) (sin2ap+r2 cos? <p) —
(sin® o + 72 cos? )

— cos® psin <p(2 cos @ sin ¢ — 472 cos® psin go)) .
Extrém muze nastat pouze v bodech, kde je F'(p) = 0. Z toho dostaneme rovnici
cos cp(0052 © + 2sin? <p) (r2 cos? ¢ — sin? <p) =0.

Z toho plyne, ze bud je cosp = 0 nebo sin? ¢ = 72 cos* . Je-li cosp = 0, je F(p) = 0, a tedy v téchto
bodech neni maximum. To bude funkce F'(¢) nabyvat v bodech, kde je

sin? =rZcostp, tj. |sinp|=rcos’p.

Po dosazeni zjistime, ze v téchto bodech je F () = % Kdyz se vratime k proménnym x a y dostaneme z
tohoto vztahu
rlsing| = r?cos® o, tj. |yl =2>.



