Cviceni 8.1.
1. Parcialni derivace

RESENY PRIKLAD

Piiklad 1.1.r. Najdéte parcidlni derivace funkee f(z,y,z) = (zz) V¥,
Resent: Pii vypoctu parcidlni derivace podle z je y a z konstantni, a proto se jednd o
derivaci funkce typu z¢, kde a = y/y? + 22 je konstanta. Derivace pak je

2 2
=\y?+ 22 (z2) Vot

Pti vypoctu parcialni derivace podle y je x a z konstantni, a proto se jedna o derivaci
funkce typu aV¥’***, kde a = zz je konstanta. Derivace pak je

0 [
9 _ (22)VY' In(xz) - S
dy VYR + 22
Pti vypoctu parcialni derivace podle z je x a y konstantni, a proto se jedna o derivaci

funkce typu (go(z))wz). Jestlize napiseme f(z,y,z) = exp(\/gﬂ + 22 1n(xz)> (tady je
expx = €”), dostaneme

% = (mz)\/m <—sz+ = In(zz) + —— y22+ Z2> .

NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y, 2 \/ 2%y + \/y? + 3z.

o= 2y fo- 20°\/y? + 324y
X 5 KT )
\/2x2y+\/y2+3z 2\/2$2y+\/y2+3z\/y2~|—32
3
f,z = .
4\/2x2y~|— VY2 + 3212 + 32
Piiklad 1.2. Najdéte parcidlni derivace funkce f( ) =1 3y
2. rcidlni derivi un x,y,2) =In ———F——.
P 2 Fo 322 + 9% + 322 s —2z
v 22 42 + 22 ’y_y(x2+y2+z2)’ vz_$2+y2+22
2x +vy
Priklad 1.3. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y, z) = arctg 5
z—2x
Fo- 2(y + z) Fo- z—2x
T Qe+ y)? o+ (2 - 20)? Y Qe+ y)? 4 (2 - 20)2
o= —2r—vy



Piiklad 1.4. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y,2) = /2 — 22 — y? - arctg zz.

—xarctg rz 2y/2 — %2 — 92
f,.T: g + 22y7
2 — 22 —q2 1+ 222
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_ —yarctgzrz
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Priklad 1.5. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y, z) = arccos .
=Yy

_ Atz -
f,x = 5
(z—y)/(x+2)(x —2y — 2)

—r —Z

Ju = (x — y)\/(a:1+ 2)(x — 2y — 2) ’

o= Jeroa— =9 _

2xz

Piiklad 1.6. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y,z) = arcsin :
r—Yy
_f - 2 i,
T - —y+ 22w —y—222)
2xz

N At

f’z_\/(x—y—l—sz)(x—y—sz). 1

9 _ 3z
Priklad 1.7. Najdéte parcialni derivace funkce f(z,y,z) = z* (3 T 2$U ) :
Y
fz=2x 2t 32— Sr7z (2-a 32717
) 3+ 2y 3+2y \3+2y

6222(x —2) [ 2—a \*" o[ 2—x 5 2—x
fy= 5 , f.=3z In .
(34 2y) 3+ 2y 3+ 2y 3+ 2y
y—i—z):D

Piiklad 1.8. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y,2) = (
r—y
e (35) () )
r—y r—y r—y

Ca(rtz) (y+2\T o (y+z\"
f’y_(l‘—y)Q(l‘—y) ’ f’z_ﬂ:—y<fv—y) '
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Pi#iklad 1.9. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y,z2) = | —————.
r—y

2z/5—1 _ 2z/5 _
Fo=tale =) (@ = 209?) " @ — )75 — L (a2 — 209?) " (a — )7,

22/5-1 _ 22/5 _
[y =—Sayz(a® — 2xy?) / (x—1y)~ /% + (2 — 2zy?) / (z —1y)~5/°,

fao=3(a* = 209?)" (@ = y) " In(a? — 20?)
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Piiklad 1.10. Najdéte parcidlni derivace funkce f(z,y, z) = arctg

2. Derivace podle vektoru, gradient funkce

Necht je déna funkce f(x) = f(x1,z2,...,7,), bod a = [a1;as;...;ay], ktery je vnitfim bodem
Dy a vektor v = (v1,v2,...,vy,). V okoli bodu ¢t = 0 je pak definovana funkce proménné ¢

F(t) = f(a+vt) = f(a1 + vit,as + vat, ..., an + vut) .

Jestlize existuje derivace

Ui ,
oL (@) = fu(@) = F'(0).

nazyva se derivace funkce f(x) podle vektoru v v bodé a.
Je-li s jednotkovy vektor, tj. ||s|| = 1, nazyvé se derivace podle vektoru s derivace ve sméru s.

M4-1i funkce f(x) spojité parcidlni derivace, je

g—gradf-v:zn:ﬁ

- Vi
ov i=1 5:61

kde grad f = ( fi, 2.0, f,n)7 tj. vektor, jehoz slozky jsou parcidlni derivace funkce f(x) podle
proménnych x;.

RESENE PRIKLADY

Priklad 2.1.r. Najdéte derivaci funkce f(x,y) = 2* — 2y + y* v bodé a = [1; 1] ve sméru
vektoru s, ktery svira s kladnym smérem osy x thel a.

Resent: Smér s dan jednotkovym vektorem s = (cosa,sina). Protoze funkce f(z,y) =
x? — xy + y? m4 spojité parcidlni derivace, je

fia) =s-grad f(1,1),

kde of of
grad f(1,1) = (%, 8_y>(1,1) —(1,1).

Proto je
fi(1,1) = (cosa,sina) - (1,1) = cosa + sin v .

Piiklad 2.2.r. Najdéte derivaci diferencovatelné funkce y = f(x) v bodé a ve sméru v a
urcete, ve kterém sméru je tato derivace nejvétsi a ve kterém je rovna nule.

Reseni: Protoze je funkce y = f(x) diferencovatelnd je derivace ve sméru v, tj. ||[v|| = 1,
rovna

fo(a) = v - grad f(a). (1)



Jestlize napiseme

grad f(a) = (fi(a), fa(@),.... fn(a)) = [erad f(a)]|s, (2)

kde
Jerad f(@)] = |3 (72(@)
a s, ||s|| = 1, je smér vektoru gradientu, plyne z (1) a (2)

fi(a) = ||grad f(a)H S-V = ngadf(a)H cos v,

kde « je tthel mezi jednotkovymi vektory s a v.
Tedy derivace je nejvétsi ve sméru rovnobézném se smérem gradientu a je rovna nule
v kazdém sméru, ktery je na smér gradientu kolmy.

Protoze teény vektor ke kiivce C € R"*! dané parametrickymi rovnicemi
x=a+vt, y= fla+vt)

v bodé [a, f(a)] je
t= (V7 f\ll(a)) )

je tento vektor nejstrméjsi, tj. mé nejvétsi posledni slozku, ma-li vektor v smér vektoru grad f(a).
To lze interpretovat také tak, ze pokud sestrojime v roviné R™ vrstevnice funkce y = f(x),
bude mit vektor gradientu funkce f(x) v bodé a smér, ve kterém jsou vrstevnice nejhustsi.

Poznamka: Ve sméru v, které jsou kolmé na grad f(a) je derivace funkce y = f(x) podle vektoru v v bodé
a rovna nule. To ndm naznacuje, ze v téchto smérech by mohla byt funkce y = f(x) konstantni. Proto
lze ocekdvat, ze pro vrstevnici y = f(x) = ¢ = f(a) bude vektor grad f(a) kolmy k plose S C R™ dané
rovnici f(x) = c¢ = f(a) v bodeé a, tj. bude vektorem normadly. Pozdéji uvidime, ze tomu tak skutecné je.
Proto 1ze psdt rovnici teéné roviny k plose S C R™, kterd je déna rovnic{ f(x) = ¢ v bodé a, pro
ktery je f(a) = ¢ ve tvaru
(grad f(a))-(x —a) = 0.

Priklad 2.3.r. Podle definice naleznéte derivaci funkce

flay) = D)

22 1 42 pro [z,y] # [0,0], £(0,0) =0

podle vektoru e; = (1,0), e2 = (0,1) av=-e; +e2 = (1,1).
Resent: Podle definice najdeme derivaci funkce f(x) podle vektoru v v bodé a tak, ze sestrojime
funkei jedné proménné F(t) = f(a+ vt) a

ooy AF(2)
@) =—=2—|_,
Pro v = e; mame Fi(t) = f(¢,0) =0, a tedy
of
/ = — —
Fle,(0,0) = 8x(0’0) 0.



Pro v = ey je F5(t) = f(0,t) =0, a tedy

0
F} o,(0,0) = 85(0, 0)=0.

Pro v = e + e2 dostaneme F(t) = f(t,t) =t, a tedy

dF(t)
!/
=—7 =1,
fV (07 0) dt
V tomto pifpadé neplati rovnost f(0,0) = v - grad f(0,0).
Priklad 2.4.r. Najdéte derivaci funkece f(z,y) = /2 — 22 — y? v bodé a = [1, 0] ve sméru
tecny ke grafu funkce y = In — v bodé a.

x

Resent: Funkee f (z,y) m4 na mnoziné z? + y* < 2 spojité parcidlni derivace

o — N p—

_x7 = e _—,
@x( v) /2 — 22 — g2 Jdy /2 — 12 — 2

Proto je na této mnoziné diferencovatelnd a jeji derivace podle vektoru v v bodé a = [1, 0]
lze najit podle vztahu

fi(1,0) =v-grad f(1,0) = v - (—1,0) = —v; .

Graf funkce y = — urcuje v roviné xy kiivku C s parametrickymi rovnicemi
x

1
r=t, yzlnzz—lnt.
Protoze bod a = [1,0] odpovid4d hodnoté parametru ¢ = 1, je vektor tecny ke kiivce C v
bodé a rovna t = (1, —1). A protoze ||t|| = v/2, mdme derivovat ve sméru
t (17 _1>

V2

Hledana derivace tedy je

1 1
'(1,0)=v-(-1,0) = —— ale muze byt také — ).
L0 =v (10=-— it take )

Poznamka. Pfi vypoctu sméru, ve kterém mame derivovat, jsme mohli postupovat také podle

1
pozndmky k piikladu 2. Uvazovali bychom funkci z = h(x,y) = In — — y. Graf funkce y = In —
x x
1
je pak vrstevnice funkce z = h(x,y) pro z = 0, tj. kiivka C dand rovnici h(z,y) =In— —y = 0.
x

1
Proto je norméla ke grafu funkce y = In — v bodeé [1; 0] rovnobézna s vektorem n = grad h(1,0) =
x

(—=1,—1), a tedy te¢na je rovnobéznd s vektorem t = (1, —1) nebo t = (—1,1).



NERESENE PRIKLADY

1—
Piiklad 2.1. Najdéte derivaci funkce f(x,y) = arcsin T Y\ bode a = [0,1] ve sméru
x
tecny ke grafu funkce y = cosx v bodé a. [il ]
Priklad 2.2. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = In(z? + y?) v bodé a = [1, 1] ve sméru
1
normaly ke grafu funkce y = =V bodé a. [:I:% V5 ]
Priklad 2.3. Najdéte derivaci funkce f(z,y) =y + /vy + vz v bodé a = [4, 1] ve sméru
tecny ke grafu funkce z = 4y® v bodé a. [:i: 221“/\%3 }

Piiklad 2.4. Najdéte derivaci funkce f(z,y,2) = /22 + y>+ 22 v bodé A = [1,2, —2] ve
sméru normaly k roviné 4x —y + z = 0. [0 ]

3. Te¢nd rovina ke grafu funkce z = f(z,y)
Necht mé funkce f(x,y) spojité parcialni derivace. Jeji graf z = f(z,y) je plocha v t¥{rozmérném

prostoru a lezi na ni bod A = [a1;a9,as], kde ag = f(a1,a2). Rovnice teéné roviny k plose
z = f(x,y) v bodé A pak je

z— f(a1,a2) = g‘i(al,ag) (:c — al) + g‘?};(al,ag) (y — ag). (3)

V nékolika dalsich prikladech bude tkolem sestrojit tec¢nou rovinu ke grafu funkce
z = f(z,y), nebude-li zndm bod dotyku, ale pouze smér normdly teéné roviny. Proto
budeme muset bod dotyku nejprve spocitat.

RESENE PRIKLADY

Priklad 3.1.r. Najdéte rovnici tecné roviny ke grafu funkce z = f(z,y) = In2z + 92,
ktera je kolma na primku P

e )

Resent: Rovnice (4) jsou vlastné soustava dvou linearnich rovnic, které urcuji pirimku jako
prunik dvou ploch. Abychom nasli smérovy vektor primky P, prejdeme k parametrickym
rovnicim. Ty dostaneme tak, ze polozime

x y—1  z—=2

3 3 9

t,
kde t € R je parametr. Po upravé dostaneme parametrické rovnice piimky P ve tvaru

r=3t, y=1-3t, 2=2-09¢, teR.



Tedy smérovy vektor piimky P je
(3,-3,-9) ~(1,—-1,-3) =s.

Oznacme A = [a1;a; f(a1,a2)] zatim nezndmy bod dotyku. Vektor normély ke grafu
funkce z = f(z,y) v bodé A je roven

n = (f".(a1,a2), f (a1, a2), —1) = <i,2a2, —1> -

aq
Tento vektor musi byt rovnobézny s vektorem s. Proto musi existovat A € R takové, ze

1
n=JX\s < — =)\, 2a=-)\, —1=-3\.
3]

7 téchto rovnic dostaneme pro souradnice bodu dotyku

\ =

1
57 a1:3’ a9 = —
A protoze

as=f(3,-1) =l6+%, 13- =1 [6-H=-1,

je rovnice tecné roviny

b k=1 (-3 L+ ).

Piiklad 3.2.r. Najdéte rovnici tec¢ny ke kiivce C, ktera je ddna jako prunik rota¢niho parabo-
loidu S uréeného rovnici z = 22 +y? a roviny P, kterd prochézi body A; = [6;0;0], Az = [0;4;0]
a As = [0;0; 3], v bodé [z¢;0; 2] € C.

Reseni: Nejjednodussi bude popsat kiivku C jako prinik dvou ploch, tj. jako feseni soustavy
dvou rovnic. Jedna rovnice je rovnice paraboloidu

z=a2" 4y (5)
a druhd rovnice bude rovnice roviny P. Jedna z moznosti jak ji sestrojit, je vzit vektory
vo = Ay — A1 = (—6,4,0), vy = A3 — A1 = (—6,0,3),
které lezi v roviné P a napsat jeji parametrické rovnice
X = Ay +vo15 + v3it, (s,t)eRQ,
nebo popsat rovinu P jako feSeni rovnice
(X — Ap) - (vo1 X v31) =0.

Ale protoze body A;, Ao a As maji specidlni polohu, jsou pruseciky roviny s osami soufadnic,
Ize rovinu P popsat tzv. usekovou rovnici roviny
Yy

x z
AN | 6
6+4+3 (6)



(rovina vytind na souradnicovych osach useky 6, 4 a 3). Vsechny tyto rovnice jsou ekvivalentni,
ale dale budeme pouzivat rovnici roviny (6).

Na kiivce C, tj. na mnoziné bodu, kde plati (5) a (6), budeme hledat body, jejichz y—ova
soufadnice je rovna nule. Pro tyto body musi platit

z =2, %x—i—%z:l, tj. x1=-2, z1=4 nebo :BQZ%, zgz%
Takto jsme na kiivce C nasli dva body X; = [-2;0;4] a Xy = [%;O; %], ve kterych budeme

pocitat rovnice tec¢ny.

Rovnice te¢en bude v daném piipadé nejjednodussi zapsat jako prunik tecné roviny k para-
boloidu § v bodé X}, a roviny P.

V bodé X; dostaneme podle (3) rovnici teény jako prunik rovin

z—4=—-4(zx+2), 20+ 3y + 4z =12
a v bodé X5 jako prunik rovin

=3(z—3), 2z+3y+4z=12.

=]

Z J—
7 téchto rovnic bychom mohli snadno ziskat parametrické rovnice tecen

r=-2+3t, y=14t, z=4—12t pro X; =[-2;0;4],

x %+3t, y = —14t, z:%+9t pro ng[%;O;%].

NERESENY PRIKLAD

Piiklad 3.1. Sestrojte rovnici teéné roviny ke grafu funkce z = f(x,y) = zy, kterd je
kolmé na piimku, kterd prochézi body A = [2;0;1] a B = [0; —1;0].
[2x—|—y+z+220.]



