Cviceni 8.2.
1. Derivace slozené funkce

VETA. Necht je funkce F'(u,v,w) diferencovatelnd. Jsou-li diferencovatelné funkce

U:U(x7y7z)a w =

u:u<x7y7’z)7 w(x7y7z)

je diferencovatelna také funkce f(z,y, z), kterd je definovana vztahem

f(x,y, 2) = Flu(z,y, 2), v(z, y, 2), w(z,y, 2))
a plati
of _ 0F ou 0F ou _oF o
dr  Ou dx Ov dxr  Ow Ox’
9f _OF ou OF v OF ow
Oy Oudy Ovdy Ow dy’
of _OF ou  OF o OF du
dz  Ou 0z Ov dz Ow 0z

RESENE ULOHY

Piiklad 1.1.r. Necht jeu = 2®> +y?> av = L Necht funkee f(z,y) spliiuje rovnici
Yy

O o1

Yor ~ ay =/

Jakou rovnici spliuje funkce F'(u,v) definovand vztahem f(z,y) = F <x2 + 92, 5)7

Resend: Pro parcidln{ derivace funkce f (x,y) plati

of 8Fau+8F81) x@_F+18F
dr  Ou 0x = Ov Ox ou y ov’
of _OF Qu  OF Ov _ 8_F _x OF
dy  Oudy O ay Y ou y? Ov
Kdyz dosadime tyto vztahy do (1), dostaneme
OF 10F (9F x OF

2\ OF
neboli <1 + x_2) 5 = F. A protoze T v, dostaneme pro funkci F'(u,v) rovnici
Y v Yy

oF
<1+U)3v F.
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Priklad 1.2.r. Ukazte, ze kazda funkce f(z,y, z), pro kterou je f(z,y,2) = sz(E, Z—),

2y
kde F'(u,v) je diferencovatelnd funkce, spliiuje rovnici
of of , _of
— 4+ 2y — — =2f. 2
x8x+y3y+282 / )
Reseni: Kdyz oznac¢ime v = — a v = —, dostaneme pro parcidlni derivace funkce
< Y
f(z,y,2) = xzF(u,v)
of OF Ou OF Ov OF
Y bt Wil QY -
ox +xz(8u8x+6v 8x) S
OF _ ., (OF u  OF v\ _ az' oF
oy oudy v dy)  y* Ov’
0z ou 0z Ov 0z) 2z Ou y Ov
Po dosazeni do rovnice (2) zjistime, ze tento vztah skute¢né plati.
Priklad 1.3.r. Necht je f(z,y) diferencovatelnd funkce. Definujme funkci
F(r,p) = f(rcosp,rsing). (3)

Najdéte vztah mezi parcidlnimi derivacemi funkei f(x,y) a F(r, ¢).

Resend: V tomto piikladé se vlastné jedna o prevod derivaci podle kartézskych souradnic
x, y na derivace podle polarnich souradnic r, ¢, které jsou definovany vztahy

T=Trcosyp, Yy=rsiny, r>0, 0<p<27.

Jestlize derivujeme rovnost (3) podle r a ¢ (kdyz se na tento vztah podivéte, podle jinych
ani derivovat nemuzeme), dostaneme

@_g@ ﬁ@—cos %—i—sin ﬁ
or  0x Or Oy Or ¥ or gp&y’
OF _9for ofoy o of o)

% 0z 0p T oy a(’p——rsmw%%—rcosgpa—y.

Pomoci téchto rovnic jsou vyjadieny parcialni derivace podle polarnich souradnic pomoci
parcialnich derivaci podle kartézskych. Pokud nas zajima vyjadieni parcialnich derivaci
podle x a y pomoci derivaci podle proménnych r a ¢, budeme predchozi vztahy chapat
jako soustavu dvou rovnic s nezndmymi parcidlnimi derivacemi f’, a f’ . Jejf feseni ddva

or ¥y r Op’ oy Y or r 0o
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Priklad 1.1. Najdéte parcidlni derivace 8_£ a a—‘; funkce f(z,y) = F(x +y,z —y).
of OF OF o0f OF OF
o 8u+8v’ oy Ou Ov’ cusTHY, v=r-y
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Priklad 1.2. Ukazte, ze funkce f(z,y) = g——l—@(xy), kde p(u) je diferencovatelna funkce,
T

je feSenim rovnice

2 Of of

2
— — gy = =0.
ox wy Jy ty

Priklad 1.3. Do rovnice of of

20J  20) _
iy (x—y)f
zy

zaved'te nové proménné u = xy a v = :
r+y

Priklad 1.4. Necht je funkce f(z,y) FeSeni rovnice

(w+2y)%—(2x+y)g—§=(w2—y2)f

a funkce F(u,v) je definovdna vztahem F (/22 + ay + y? xy) = f(z,y). Jakou rovnici
spliuje funkce F'(u,v)? [Fo+3F=0.]

Priklad 1.5. Necht je funkce f(z,y) FeSeni rovnice
0 3}
of o

Tor Y oy 25
Najdéte rovnici pro funkci F'(u,v), kterd je definovéana vztahem f(z,y) = uF(u,v), kde
u:xyavzﬁyy? [Eu:O.}
Priklad 1.6. Do rovnice of of

T o +y 8_3/ =2f
zaved'te nové proménné u = 2% 4+ y? a v = Tty [uFU =F }

NZZEST
Priklad 1.7. Necht je funkce f(z,y) feSeni rovnice

of  of ..

Najdéte rovnici pro funkci F'(u, v), kterd je definovédna vztahem (x+y)2f(z,y) = F(u,v),

r—Yy
deu=z+yav ey [F,=0.]




Priklad 1.8. Do rovnice

[ of
9 Y por—
5 +x By +2f
zaved'te nové proménné u =22 —y? a v =In —2. [F,=F]
T+y
Piiklad 1.9. Pieved'te rovnici
of of
-2~
(w45, ~ vy,

do proménnych u a v, které jsou definovany vztahy

u=In+/22+y?, v:arctgg.
T

Priklad 1.10. Necht je funkce f(z,y) Fesen{ rovnice

,Of o1

Yor ~ ay =/

Najdéte rovnici pro funkei F'(u, v), kterd je definovana vztahem f(x,y) = e " F(u,v), kde

u:\/x2+y2av:arctg% [F,=0.]

Pi#iklad 1.11. Pro funkci f(x,y,2) = F(f, z), kde F(u,v) je diferencovatelnd funkce,
Y
spocitejte vyraz
0 0 0
x —f +y f +z f

oz Yoy 78
0]

Priklad 1.12. Ukazte, ze pro kazdou diferencovatelnou funkci F'(u, v) je funkce f(x,y, z)

definovand vztahem f(z,y,z) = x”F(i, %), kde n, a a 3 jsou realna cisla, feSenim
“’x
rovnice of f f
T ==+« + Bz nf.
ox

2. Konstrukce funkce vice proménnych ze znalosti jejich parcidlnich derivaci !

V prednésce jsme ukazali, ze pokud ma diferencovatelna funkce na oteviené konvexni mno-

ziné M C R™ v8echny parcidlni derivace rovny nule, je na M konstantni. Nasledujici piiklady
ukazuji, jak lze najit funkci, jejiz parcidlni derivace zname.

0
Priklad 2.1.r. Najdéte funkci z = z(x,y), kterd je feSenim rovnice - + 2y a spliuje

dy

podminku z(x,z?) = 1.

IToto sem nepatif, protoze jesté nebyl integralni pocet. Pivodné jsem to zamyslel jako pifklad na
zéménnost parcidlnich derivaci. Nechdm to tam jenom proto, ze to mam.
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Reseni: Kdyz pocitame parcidlni derivaci podle proménné vy, je = konstantni. Proto vsechny

0
funkce z(z,y), pro které je a—z = 2% 4 2y, jsou
Y

z(m,y):/(x2+2y)dy+C:x2y+y2+C.

Ale na rozdil od funkci jedné proménné, muze “integracni konstanta” C' zaviset na proménné z.
Tedy musi byt
2(z,y) = 2%y + 4% + p(2),

kde funkce ¢ nezavisi na proménné y.
Podminka z(z,2?) = 1 pak znamen4, ze (do vztahu pro z(z,y) musime dosadit y = ?)

2z, =zt +at o) =1, tj. o) =1-2"
Tedy hledand funkce z(z,y) je

2(x,y) =1 — 22" + 2%y + 2.

Priklad 2.2.r. Najdéte vsechny diferencovatelné funkce U(x,y, z), pro které plati

ou ou ou
%:256—11/—2, 6—y:—33—|—4y—22, gz—x—Qy—l—ﬁz.

Reseni: 7 prvni rovnice dostaneme integraci podle x pii konstantnich y a z (proto muze inte-
graceni konstanta zaviset na y a z)

U(z,y,2) 21'2—l'y—$2+¢(y,2). (4)

Kdyz dosadime toto vyjadfeni funkce U(x,y, z) do druhé a tfeti rovnice, dostaneme

(zg——x—i—?yp——x+4y—22, g——x+§§——x—2y+62,
neboli o0 o0
a—y:4y—2z, $:—2y+6z.
Integrace prvni z téchto rovnic podle y pii konstantnim z vede ke vztahu
Dy, 2) = 29" = 2yz + ¢(2) . (5)
Dosazenim do druhé rovnice, ziskdme vztah
oY

5, = W) =2 +6z, . () =62
z

Tedy ¢(z) = 322 + C, kde C je libovolna konstanta. Zpétné dosazeni do (5) a (4) pak d4

Uz,y,2) =2 —ay —xz+2y° — 292+ 32" + C.

Priklad 2.3.r. Najdéte vSechny diferencovatelné funkce U(x,y), pro které plati

ou ou
= =2 =z 2y.



Resend: Budeme postupovat jako v pfedchozim pifkladu. Integraci prvni rovnice podle proménné
x pii konstantnim y, dostaneme

Uz,y) =a* —zy +p(y) .
Kdyz dosadime toto vyjadieni funkce U(z,y) do druhé rovnice, dostaneme

%(y] =-—z+¢y)=z-2y, tj. ¢(y)=22-2y.

Jestlize se na tento vztah podivate podronéji, vidite, ze jeho leva strana nezavisi na proménné
z, kdezto pravé strana na proménné z zévisi. Ze to nenf mozné, je vidét napiiklad z toho, kdyz
derivujeme tuto rovnost parcialné podle z, tj. podle x pfi konstantnim y. Protoze je na levé
strané konstanta, vede tato derivace ke sporu 0 = 2. Proto zddnd funkce U(x,y), kterd ma
uvedené derivace neexistuje.

Tento piiklad ukazuje, Ze nemuzeme uplné libovolné zadat parcidlni derivace funkce vice
proménnych, ale ze mezi nimi musi existovat néjaky vztah.



