
Cvičeńı 9.1.

1. Parciálńı derivace vyšš́ıho řádu

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 1.1. Pro funkci f(x, y) = x ln(xy) najděte
∂3f

∂x2∂y
.

[
0 .

]
Př́ıklad 1.2. Pro funkci f(x, y, z) = exyz najděte

∂2f

∂x∂y∂z
.

[
(x2y2z2 + 3xyz + 1)exyz,

]
Př́ıklad 1.3. Najděte všechny parciálńı derivace třet́ıho řádu funkce f(x, y) = y cos(x2 +
y2). 

f,xxx = 8x3y sin(x2 + y2)− 12xy cos(x2 + y2) ,

f,xxy = (8x2y2 − 2) sin(x2 + y2)− 4(x2 + y2) cos(x2 + y2) ,

f,xyy = 8xy3 sin(x2 + y2)− 12xy cos(x2 + y2) ,

f,yyy = (8y4 − 6) sin(x2 + y2)− 24y2 cos(x2 + y2) .


Př́ıklad 1.4. Najděte všechny parciálńı derivace do druhého řádu funkce f(x, y, z) =
x2zey2−z2

.  f,xx = 2zey2−y2
, f,xy = 4xyzey2−z2

,

f,xz = 2x(1− 2z2)ey2−z2
, f,yy = 2x2z(1 + 2y2)ey2−z2

,

f,yz = 2x2y(1− 2z2)ey2−z2
, f,zz = 2x2(2z2 − 3)ey2−z2

.


2. Diferenciály vyšš́ıho řádu

Necht’ má funkce f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) spojité derivace k–tého řádu. Pak funkci proměnné
h = (h1, h2, . . . , hn), resp. prměnné dx = (dx1, dx2, . . . , dxn), definovanou předpisem

dkf(x;h) =
n∑

i1,...,ik=1

∂kf(x)
∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

hi1hi2 . . . hik

dkf(x; dx) =
n∑

i1,...,ik=1

∂kf(x)
∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

dxi1 dxi2 . . . dxik

nazýváme diferenciál k–tého řádu (nebo k–tý diferenciál) funkce f(x).
Diferenciál k–tého řádu funkce f(x) lze také vyjádřit ve tvaru

dkf(x;h) =
∑

k1+...+kn=k

k!
k1! k2! . . . kn!

∂kf(x)
∂xk1

1 ∂xk2
2 . . . ∂xkn

n

hk1
1 hk2

2 . . . hkn
n ,

dkf(x; dx) =
∑

k1+...+kn=k

k!
k1! k2! . . . kn!

∂kf(x)
∂xk1

1 ∂xk2
2 . . . ∂xkn

n

dxk1
1 dxk2

2 . . . dxkn
n .

Speciálně je druhý diferenciál funkce n proměnných f(x1, . . . , xn) roven

d2f(x; dx) =
n∑

i=1

∂2f(x)
∂x2

i

dx2
i + 2

∑
1≤i<k≤n

∂2f(x)
∂xi∂xk

dxi dxk .
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a n–tý diferenciál funkce dvou proměnných f(x, y) je roven

dnf(x, y; dx, dy) =
n∑

k=0

(
n

k

)
∂nf(x, y)
∂xn∂yn−k

dxk dyn−k .

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 2.1. Najděte diferenciál třet́ıho řádu funkce f(x, y) = y cos(x2 + y2) v bodě
a =

[
0,
√

π
]
.

[
d3f(0,

√
π) = 12π dx2 dy + 24π dy3.

]
Př́ıklad 2.2. Najděte diferenciály prvńıho a druhého řádu funkce f(x, y, z) = x2zey2−z2

v bodě a = [1, 1, 1]. [
df(1, 1, 1) = 2 dx + 2 dy − dz ,

d2f(1, 1, 1) = 2 dx2 + 8 dx dy − 4 dx dz + 6 dy2 − 4 dy dz − 2 dz2.

]

Př́ıklad 2.3. Najděte druhý diferenciál funkce f(x, y) =
1 + x + y

1− x + y
.[

d2f =
4(1 + y) dx2 − 4(1 + x + y) dx dy + 4x dy2

(1− x + y)3
.

]
Př́ıklad 2.4. Najděte třet́ı diferenciál funkce f(x, y) = x3 + y3 − 3xy(x− y).[

d3f = 6( dx3 − 3 dx2 dy + 3 dx dy2 + dy3) .
]

3. Taylor̊uv polynom funkce v́ıce proměnných

Necht’ má funkce f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) v bodě a diferenciál k–tého řádu. Pak polynom

Tk(x) = f(a) + df(a;x− a) + 1
2! d2f(a;x− a) + . . . + 1

k! dk(a;x− a) =
k∑

r=0

1
r!

drf(a;x− a)

nazýváme Taylor̊uv polynom funkce f(x) se středem v bodě a.

Neřešené př́ıklady

Př́ıklad 3.1. Najděte aproximaci funkce f(x, y, z) = x2zey2−z2
v okoĺı bodu a = [1, 1, 1]

Taylorovým polynomem druhého stupně.[
T3 = 1 + 2(x− 1) + 2(y − 1)− (z − 1) + (x− 1)2 + 3(y − 1)2 − (z − 1)2+

+4(x− 1)(y − 1)− 2(x− 1)(z − 1)− 2(y − 1)(z − 1) .

]
Př́ıklad 3.2. Najděte Taylor̊uv polynom druhého stupně funkce f(x, y) = 3x2+2y3−6xy
v bodech, kde se jej́ı prvńı diferenciál rovná nule.

Jakou kvadratickou plochou je v okoĺı těchto bod̊u aproximována funkce f(x, y)?
v bodě [0; 0] je T2 = 3x2 − 6xy = 3

(
(x− y)2 − y2

)
;

hyperbolický paraboloid

v bodě [1; 1] je T2 = −1 + 3(x− 1)2 − 6(x− 1)(y − 1) + 6(y − 1)2,

neboli T2 = −1 + 3
((

(x− 1)− (y − 1)
)2

+
(
y − 1

)2
)
;

eliptický paraboloid
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Př́ıklad 3.3. Funkci f(x, y, z) = x3 + y2 + 1
2
z2 − 3xz − 2y + 2z aproximujte Taylorovým

polynomem druhého stupně v okoĺı bod̊u, kde je prvńı diferenciál funkce roven nule.
v bodě [1; 1; 1] je T2 = 3(x− 1)2 + 3(x− 1)(z − 1) + 1

2
(z − 1)2 + (y − 1)2,

neboli T2 = 1
2

(
(z − 1) + 3(x− 1)

)2
+ (y − 1)2 − 3

2
(x− 1)2;

v bodě [2; 1; 4] je T2 = −9 + 6(x− 2)2 + 3(x− 2)(z − 4) + 1
2
(z − 4)2 + (y − 1)2,

neboli T2 = −9 + 1
2

(
(z − 4) + 3(x− 2)

)2
+ (y − 1)2 + 3

2
(x− 2)2.
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