Cviceni 9.2.

1. Parcialni derivace vyssiho fadu slozené funkce

RESENY PRIKLAD

Priklad 1.1.r. Necht funkce f(x,y) spliuje rovnici
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Jakou rovnici spliuje funkce F'(u,v), kterd je definovédna vztahem

f(x,y)=F< - 4 )
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Podle véty o derivaci slozené funkce je
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Pro druhé parcidlni derivace funkce f(z,y) pak mdme
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Protoze e a — jsou funkce proménnych v a v musime je podle proménnych x a y
U
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derivovat jako slozené funkce. To znamena, ze plati
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Po dosazeni a tipravé dostaneme pro druhé derivace funkce f(z,y) podle x a y vztahy
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Tedy pro funkci F'(u,v) plati
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NERESENE PRIKLADY

Piiklad 1.1. Ovérte, ze kazda funkce f(x,t) = p(z—ct) +1(x+ct), kde p(u) a 1(v) jsou

dvakrat spojité diferencovatelné funkce a c je konstanta, je fesenim tzv. vinové rovnice
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[faw = () +0"(0), far = E9"(u) + U (v).

Priklad 1.2. Necht je funkce F(u,v) € Cy(R?) a funkce f(z,y) je definovédna vztahem
fla.y) = F(u(z,y),v(z,y)), kde

w(z,y) =Inva2+y>  a  o(zy) =y>.
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Piiklad 1.3. Necht je funkce F(u,v) € Cy(R?) a funkce f(z,y) je definovéana vztahem
fla,y) = F(u(z,y), v(z,y)), kde
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Priklad 1.4. Necht je funkce F(u,v) € Cy(R?) a funkce f(z,y) je definovdna vztahem
fx,y) = F(u(z,y),v(z,y)), kde

u(z,y) :g a  v(z,y)=In(z+vV1+az?).
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Priklad 1.5. Necht je funkce F(u,v) € Cy(R?) a funkce f(z,y) je definovéana vztahem
fla,y) = F(u(z,y), v(z,y)), kde
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Priklad 1.6. Necht je f(z,y) dvakrat spojité diferencovatelnd funkce. Definujme funkci

F(r,¢) = f(rcosp,rsing)
a pomoci parcidlnich derivaci funkce F'(r, ¢) napiste vyraz
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2. Skalarni a vektorova pole v R3, operitory gradient, rotace a divergence

Skalarni pole F = F(z,y, z) na mnoziné M C R? se nazyva funkce F : M — R. Hodnota funkce
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pifpadé mé vektor v R? tii slozky. Proto pro vektorové pole budeme ¢asto pouzivat zapis

f(xuya Z) = (fx(l'ayy Z)yfy(l')% z),fz(a:,y,z)), nebo zkrdcené f = (fx)fyyfz)a

kde fz, fy a f. jsou funkce na mnoziné M (nejsou to ale skalarni funkce).
Jiny zapis vektorové funkce je pomoci baze. Pokud oznacime jednotkové vektory ve sméru
osy x, resp. y, resp. z jako i, resp. j, resp. k, lze vektorové pole zapasat jako

f(z,y,2) = fo(@,y,2)i+ fy(2,y,2)] + fo(z,y,2) k, nebo zkrdcene = foi+ fyj+ f2k.

K diferencovatelnému skalarnimu poli F' lze sestrojit vektorové pole grad F', tj. vektorové
pole
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Pii zapisu gradientu a nékterych jinych operaci se pouzivé tzv. operator nabla, ktery se zapisuje

jako
o 0 0 0 0 0
V= a9 0. | b V=i o-d oo k.
(6m y 82) Hebo 8x1+8y‘]+8z
Pokud timto operdtorem pusobime zleva na skalarni diferencovatelné pole F', dostaneme vekto-

rové pole
VF =grad F'.

ITo je tady navic, ale mohlo by se to hodit ve fyzice



Poznamenejme, ze to neni to samé jako F'V, ¢imz se rozumi diferencialni operator
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ktery skalarnimu diferencovatelnému poli G prifadi vektorové pole

(FV)G:F%i+F%j+F%k:FgradG.
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Piiklad 2.1. Pro skaldrni pole F(x,y,2) = 22 + xy + z2 + y? + yz + 22, je
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grasz( ):(2x+y+z,x+2y+z,x+y+2z):

Ale ne kazdé vektorové pole je gradient néjakého skaldrniho pole.

Priklad 2.2. Ukazte, ze vektorové pole
f=Q2r+y—2)i+(z+2y—2)j+(+y—22)k

neni gradient zadného skaldrniho pole.

Resend: Slozky uvedeného vektorového pole jsou

Jestlize predpokladame, ze toto vektorové pole je gradientem skaldrniho pole F, tj. ze plati
f = grad F', musi platit rovnosti
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Jestlize ale derivujeme prvni rovnici podle proménné z a posledni rovnici podle proménné z,

dostaneme
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Tyto rovnosti jsou ale vedou sporu —1 = 1, a proto zadnd skalarni funkce F(x,y, z), pro kterou
je grad F' = f neexistuje.

Obecné je-li f = (fs, fy, f-) spojité diferencovatelné vektorové pole, tj. funkce f,, f, a f.
maji spojité parcidlni derivace, které je gradient funkce F', musi byt
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Podobné jako v predchazejicim piipadé zjistime, ze je to mozné pouze tehdy, kdyz plati
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Lze ukazat, ze pokud jsou pro spojité diferencovatelné vektorové pole f = (fs, fy, f.) splnény
uvedené podminky, existuje alespon lokdlné, tj. v okoli kazdého bodu, skalarni pole F' takové,



ze f = grad F'. Podminky pro to, aby bylo spojité diferencovatelné vektorové pole f gradientem
néjakého skalarniho pole, lze zapsat ve tvaru
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Kazdému diferencovatelnému vektorovému poli f = (f;, fy, f-) muzeme definovat vektorové
pole rot f, ¢ti rotace f, pomoci vztahu

ort = (2 O 00 08 0%y 1),

Podminku (1) pro to, aby vektorové pole f bylo gradient néjakého skalarniho pak lze zapsat ve
tvaru
rotf =0.

Operaci rotace lze zapsat pomoci vektorového soucinu diferencidlniho operatoru V s vektorovym
polem f jako
rotf =V x f.

Priklad 2.3. Pro vektorové pole z piikladu 2.1., tj. prof = 2z +y+ 2,2+ 2y + 2z, + y + 22),
je rot f = 0. Proto je toto pole gradient néjakého skaldrniho pole. V nasem piipadé je toto pole
napiiklad F(z,y,2) = 22 + zy + 22 + y?> + yz + 22

Pro vektorové pole z piikladu 2.2., tj. pro f = (2x4+y—z,x+2y—=z, x+y—2z), jerot f = (2,—-2,0).
Tedy pro toto vektorové pole neexistuje zadné skalarni pole F'(z,y, z) takové, ze f = grad F.

Piiklad 2.4. Jedna ze zdkladnich rovnic elektrostatiky, kterd vlastné vyjadiuje zdkon zachovami
enegrie, je rovnice
rotE=0,

kde vektorové pole E(z,y,z) = (E,, Ey, E,) se nazyvé intenzita elektrického pole. Z tohoto
vztahu plyne, ze vektorové pole E je gradient jistého skalarniho pole. Lze tedy psat

E=—gradyp,
kde ¢ = p(z,y, ) je skaldrni pole, které se nazyva potencidl elektrostatického pole.

Zabyvejme se jesté otazkou, jak pozname, ze dané vektorové pole f = (f;, fy, f-) je rotace
néjakého vektorového pole. Matematicky lze tuto tlohu formulovat tak, Ze pro dané spojité
diferencovatelné vektorové pole f hleddme dvakrat spojité diferencovatelné vektorové pole g =
(92 9y, 9=) takové, ze rot g = f. Kdyz tuto rovnici rozepiseme pomoci slozek, dostaneme soustavu
t¥i rovnic
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Abychom z této soustavy rovnic vylouéili hledané funkce g, g, a g., derivujeme prvni rovnost
podle z, druhou podle y, treti podle z a secteme. Tak dostaneme rovnost
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se nazyva divergence vektorového pole f(z, y, z). Divergenci vektorového pole f 1ze zapsat pomoci
skalarniho sou¢inu operdtoru V a vektorového pole f jako

divf=V.f.
Plati tvrzeni, Ze spojité diferencovatelné vektorové pole f je lokdlné rotace néjakého vektorového

pole pravé tehdy, jestlize je
divf=0.

Priklad 2.5. Jedno z trvzeni teorie elektromagnetického pole je, Ze neexistuji magnetické naboje
(monopdly). Matematicky lze toto tvrzeni zapsat pomoci vztahu
divB =0,

kde B = (B, By, B>) je vektorové pole magnetické indukce. To ale znamend, ze existuje vekto-
rové pole A = (A;, Ay, A;) takové, ze

B=rotA.
Toto vektorové pole A se nazyva vektorovy potencial.

Ve fyzice a vlastné v celé matematice se ¢asto setkavame s diferencidlnim operatorem druhého
fadu, ktery dvakrat diferencovatelnému skaldrnimu poli F' = F(x,y, z) piitazje skaldrni pole
O*F N O*F N O*F
ox2  Oy? 022

AF = div(grad F) =

Tento operator se nazyva Laplaceuv operator.

Piiklad 2.6. V teorie elektrostatického pole se ukazuje, ze vztah mezi hustotou elektrického
naboje p = p(x,y, z) a vektorem elektrické indukce D zapsat ve tvaru

divD =p.

Vztah mezi vektory elektrické indukce a vektorem intenzity elektrického pole zavisi na prostiedi.
V nejjednodussim pripadé mé tento vztah tvar

D=c¢cE,
kde € je konstanta, ktera se nezyva permitivita. V takovém prostiedi proto plati
divE =2
€
Jestlize vezmeme do tvahy, Zze pro elektrostatické pole je
rot E=0, neboli E = —grady,

kde ¢ = ¢(z,y, z) je potencidl elektrostatického pole, dostaneme pro potencidl elektrostatického
pole rovnici

div(grad <p) =Ap= —g .



