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Prednaska 1
Mnoziny cisel

Osnova piednasky

. Mnozina prirozenych ¢isel N; axiém matematické indukce; ptiklad:

SE = In(n+1)2n+1).
k=1

. Mnozina celych ¢isel Z a mnozina racionéalnich ¢isel Q.
. Realnd ¢isla jako desitkové rozvoje.

. Omezené mnoziny.

. Supremum a infimum mnoziny.

. Véta o supremu a infimu.

. Symboly 400; mnozina R*.

. Kartézsky souc¢in mnozin, mnozina R".

. Vzdalenost bodu v R™.

. Okoli U.(a) a prstencové okoli P.(a) bodu a € R".

. Okoli bodu £o00.

. Vnitini bod mnoziny, vnéjsi bod mnoziny, hrani¢ni bod mnoziny.
. Vnitfek mnoziny a oteviena mnozina.

. Hromadny bod mnoziny a izolovany bod mnoziny.

Piiklad: M = {l, n e N}.
n
Uzavér mnoziny a uzaviena mnozina.
Hranice mnoziny.
Omezené mnoziny v R™.

Kompaktni mnoziny v R"™.



V této casti prednasky se budeme kratce zabyvat mnozinami ¢isel, které budeme pouzivat.
Mnozina prirozenych cisel

Vychézime z mnoziny prirozenych ¢isel, ktera popisuji pocet prvkiu koneénych mnozin.
Tyto mnoziny jsou

N={1,23,...} nebo No={0,1,2,...}.

Na mnoziné prirozenych ¢isel jsou definovany operace sc¢itani, nasobeni a usporadani, tj.
ny < ng, které jsou, predpokladam, vSem znamé.

V matematice se mnozina ptirozenych cisel definuje pomoci axiému. My se témito
axiémy zabyvat nebudeme. Uvedeme pouze jeden z nich, ktery se ¢asto pouziva k dukazu
toho, ze néjaka vlastnost plati pro vSechna ptirozend cisla.

Axiém matematické indukce. Nechtf ma mnozina M C N nésledujici vlastnosti:

1. 1eM,
2. jestlize je n € M, pak je (n+1) € M.

Pak je M =N.

Priklad. Dokazte, ze pro kazdé n € N plati

];k2:12+22+32+...+n2:%n(n—l—l)(Zn—i—l). (1)

RESEND: Nechf je M mnozina viech n € N, pro kterd plati (1). Staci ukdzat, Ze tato
mnozina ma vlastnosti 1. a 2.
Pron =1 je

1
1.1.2.3,

1
Zk’2:12=1:
k=1

a tedy 1 € M.
Predpokladejme, ze n € M. To znamend, ze pro n plati (1). Musime ukézat, ze z
tohoto predpokladu plyne, ze (n + 1) € M, tj. Ze plati

n+1
SE=in+1)((n+1)+1)2n+1)+1)=%(n+1)(n+2)(2n+3).
k=1

Protoze predpokladame, ze pro n plati (1), je
n+1

SE=1+2+.. 4+n2+n+1)=inn+1)2n+1)+ (n+1)* =
k=1

-~

=t(n+1)(2n*+ T +6) =g (n+1)(n+2)(2n+3),

atedy (n+1) e N.
Podle axiomu matematické indukce je proto M = N.



Mnozina celych cisel

Mnozinu celych ¢isel zavadime proto, abychom mohli definovat operaci od¢itani. V
mnoziné prirozenych ¢isel nema rovnice ny + x = ny fesSeni pro vschna nq, no € N. Proto
zavadime mnozinu vSech teseni téchto rovnic. Tato mnozina se nazyva mnozina celych
¢isel a budeme ji znacit

Z=A...,-2-1,0,1,2,...}.

V této mnoziné jsou definovany znamé operace scitani, odéitani, nasobeni a usporadani.
Mnozina racionalnich c¢isel

Tato mnozina se zavadi proto, abychom mohli definovat operaci déleni. V. mnoziné
celych ¢isel nema rovnice xz; = zo TeSeni pro vSechna zi, zo € Z, kde 2z, # 0. Proto
rozSitujme mnozinu celych ¢isel o vSechna teSeni téchto rovnic. Tim ziskdme mnozinu
raciondlnich ¢isel, kterou budeme znacit Q. Mnozinu racionalnich cisel lze ztotoznit s
mnozinou

Q= {E, kde z € Z an € N jsou nesoudélné} .
n

To znamend, Ze nejvétsi spolecny délitel ¢isel |z| a n je jedna.
Na mnoziné racionélnich ¢isel jsou definovany znamé operace sc¢itani, odcitani, naso-
beni, déleni nenulovym ¢islem a uspotradani.

Mnozina realnych cisel

R. Tuto mnozinu nedefinujeme proto, abychom definovali nové algebraické operace jako
jsme to délali dive, ale proto, abychom v mnoziné raciondlnich ¢isel zaplnili jisté ”diry”
a v jistém smyslu mnozinu racionalnich ¢isel ” ziaplnili”.

Nebudeme se zabyvat presnou definici realnych ¢éisel, protoze to presahuje ramec
prednasky, ale uvedeme pouze jisty popis mnoziny realnych cisel

Kdyz pouzijeme desitkovy zéapis realného ¢isla x, tj. budeme ¢islo x psat ve tvaru
nekonecného fetézce Cisel

T = ag,a102,...0y ..., kde ay€Z a ay,as ...=0,1,...,9,
lze ukazat, ze racionalni ¢isla odpovidaji fetézcum
T = ap,A01,...0p00n41 - - - Antp,

tj. periodickym fetézcum. Proto je lze zadat i v tomto tvaru pomoci koneéného poctu
¢isel. Vsechny ostatni fetézce odpovidaji tzv. iraciondlnim ¢islum. Abychom tedy zadali
iracionalni ¢islo, musime zadat nekonecnou posloupnost znakii.

Pti takové definici neni snadné definovat algebraické operace mezi redlnymi ¢isly. Proto
se mnozina realnych c¢isel definuje jinak.

Jedna z dulezitych vlastnosti mnoziny redlnych ¢isel je existence tzv. suprema a infima
jistych mnozin.



Definice. Mnozina M C R se nazyva shora omezena, kdyz existuje K € R takové, ze pro
kazdé x € M je x < K.

Mnozina M C R se nazyva zdola omezend, kdyz existuje K € R takové, ze pro kazdé
reMijex > K.

Mnozina M C R se nazyva omezend, kdyz existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M je
2] < K.

Poznamka: Lze také fict, ze mnozina M C R je omezenda pravé tehdy, kdyz je omezena

shora i zdola.

Je-li mnozina M shora omezend, neni ¢islo K v definici jediné. Dulezitou ilohu hraje
nejmensi ¢islo, které omezuje mnozinu M shora. Toto ¢islo budeme nazyvat supremum
mnoziny M. Podobné se infimum mnoziny M nazyva nejvétsi omezeni mnoziny M zdola.

Definice. Cislo S se nazyvéa supremum mnoziny M, kdyz

1. prokazdéx e Mjex < S a
2. pro kazdé S' < S existuje x € M takové, ze x > S’.

Supremum mnoziny M budeme znacit sup M.

Poznamka: K zapisu takovych vyroku se v matematice pouzivaji znacky, které se nazyvaji
kvantifikatory. Méli byste védét, ze znak Vo € M znamena pro kazdé x z mnoziny M,
a znacka dr € M znamend, Ze existuje x z mnoziny M. Pomoci téchto znacek je S
supremum mnoziny M praveé tehdy, kdyz

1. VeeMijex< M,

2. VS < S 3dre M takové, ze v > 5.

Definice. Cislo s se nazyvé infimum mnoziny M, kdyz

1. VeeMijex>sa
2. Vs >sdr e M takové, ze x < §.

Infimum mnoziny M budeme znacit inf M.

Jednu z hlavnich vlastnosti mnoziny realnych ¢isel vyjadiuje tvrzeni nasledujici véty:
Véta (o supremu a infimu).
Kazda neprazdna shora omezena podmnozina M C R ma sup M € R.
Kazda neprazdnd zdora omezend podmnozina M C R ma inf M € R.

Poznamka: Naptiklad mnozina racionalnich ¢isel Q vlastnost z predchozi véty nema. Tteba
mnozina M vsech raciondlnich éfsel ¢ € Q takovych, ze ¢*> < 2 je neprézdna, protoze
{0} € M, a omezend, protoze pro kazdé ¢ € M je |q| < 2. V mnoziné redlnych ¢isel je
sup M = V2 ainf M = —/2. Ale lze ukazat, ze tato ¢isla jsou iracionalni.

Poznamka: Casto se také pouzivé terminologie, ze pokud je sup M € M, nazyva se mazi-
mum mnoziny M, a pokud je inf M € M, nazyva se minimum mnoZiny M.

Napiiklad interval Z = (—1,1) C R m4 supremum supZ = 1, které je jeho maximem,
protoze {1} € Z, m4 infimum inf Z = —1, které ale neni jeho minimum, protoze {—1} ¢ 7.
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Rozsifena mnozina realnych cisel

Existence suprema a infima mnoziny bude pro mnohé ivahy v matematické analyze
podstatnd. Proto se mnozina redlnych ¢isel R rozsituje tak, aby véta o supremu a in-
fimu platila pro vSechny podmnoziny mnoziny R. Tim ziskdme tzv. rozsitfenou mnozinu
realnych ¢isel, kterou budeme znacit R*.

Mnozina R* se skladd z mnoziny realnych ¢isel a dvou symbolu —oo a 400, tj.

R*=RU{—00, +o0},

takovych, ze pro kazdé x € R plati —oo < & < 4-00.

Jestlize mnozina M C R neni shora omezend, je z definice suprema snadno vidét, ze
sup M = +o0. Podobné pro zdola neomezenou mnozinu M je inf M = —oo.

Prézdnd mnozina () je omezend shora i zdola libovolnym reilnym ¢islem. Proto je
podle definice sup ) = —oo a inf ) = +00. To ndm umoziiuje vypustit ve vété o supremu
a infimu predpoklady o mnoziné M. Takto dostaneme vétu:

Véta. Pro kazdou mnozinu M C R* existuje sup M € R* a inf M € R*.

V mnoziné R* bohuzel nelze rozumné definovat vSechny algebraické operace. Ale
nékteré aritmetické operace lze rozsitit z mnoziny redlnych ¢isel na mnozinu R*. Defi-
nuje se | + ool = | — oo = +o0 a

+ (+00) = +oo  pro kazdé a € R;
+ (—00) = —oco  pro kazdé a € R;
— (+00) = —o00  pro kazdé a € R;
— (—00) = +00  pro kazdé a € R;
a-(+00) =400 prokazdé a € R*, a > 0;
a-(+o00) = —oo prokazdé a € R*, a < O0;
a-(—00) = —oo prokazdé a € R*, a > 0;
a-(—o00) = +oo prokazdé a € R*, a <0
é —0 pro kazdé a € R;
‘%’:—i—oo pro kazdé a e R*, a #0.
Dalsi operace zustavaji nedefinoviny. Jedna se zejména o operace +00 — oo, 0+ (+00), g
+oo . . . L s
a Too' Vyrazy takového typu je casto nazyvaji neurcité vyrazy.

Mnozina R"

Pro kazdé dvé mnoziny A a B je definovan kartezsky soucin A x B jako mnozina vSech
usporddanych dvojic (a,b), kde a € A a b € B. Tedy

AXB:{(a,b);aEA,bE B}.



Ve druhé poloviné semestru budeme pracovat s mnozinou uspoiadanych n—tic realnych
¢isel. Jeji prvky budeme c¢asto znacit tuénymi pismeny, tj. x = (z1,%2,...,%,), kde
X1, To, ..., T, € R. Tuto mnozinu budeme znacit R" a lze ji definovat jako kartezsky
sou¢in n mnozin R, tj.

RP=RxRx---xR.

n—krat

Oteviené a uzaviené mnoziny v R”

V prednasce budeme casto pouzivat pojmy oteviend a uzaviend mnozina. Tyto mno-
ziny se v matematice definuji pomoci pojmu okoli bodu. My budeme okoli bodu mnoziny
definovat pomoci vzdalenosti. Navic se nebudeme zabyvat obecnou vzdalenosti bodu
mnoziny, tzv. metrikou, ale budeme pouzivat pouze jednu definici vzdalenosti bodu v
R™, ktera ma obvykly geometricky vyznam.

Definice. Necht jsou x = (1, %9,...,2,) 2y = (y1,¥2,---,Yn) body v R™. Vzddlenost
bodu x od bodu y definujeme jako

dx,y) = lly = x| = V(g1 = 22) + (g2 — 22)? + ... + (Y — 20)?. (2)

Specidlné v mnoziné redlnych ¢isel R definujeme vzdalenost d(z,y) = |y — z|.
Véta. Vzdalenost ma nasledujici vlastnosti:

1. pro kazdé x, y € R™ plati d(x,y) = d(y,x) > 0;

2. d(x,y) =0 prave tehdy, kdyz x = y;

3. prokazdé x,y,z € R" je d(x,y) < d(x,2z) + d(z,y)
Poznamka: Vlastnost 1. z véty vyjadiuje, ze vzdéalenost bodu x od bodu y je stejna jako
vzdalenost bodu y od bodu x. Vlastnost 2. tvrdi, Ze jediny bod, ktery méa od bodu x
nulovou vzdalenost, je samotny bod x.

Vlastnost 3. je matematické vyjadieni znamé vlastnosti, ze soucet délek dvou stran
trojihelnika je vétsi nez délka tieti strany. Proto se ¢asto nazyva trojihelnikova nerovnost.

Poznamka: Kdyz je M libovolnd mnozina, nazyva se kazda funkce p : M x M — (0, 00), kterd ma
vlastnosti uvedené ve vété, metrika a mnozina M spolu s metrikou p se nazyva metricky prostor.
Nize uvedené definice okoli bodu, oteviené a uzaviené mnozin je stejnd ve vSech metrickych
prostorech.

Definice. Okoli bodu a € R" (s polomérem € > 0) je mnozina
U.(a) = {x e R"; d(x,a) < e} .
Prstencové okoli bodu a € R™ (s polomérem ¢ > 0) je mnozina
P.(a)={x€R"; 0<d(x,a) <c} =U.(a)\{a}.

Specidlné v mnoziné redlnych ¢isel je okoli U.(a) = (a — ¢,a + €).



V rozsitené mnoziné redlnych ¢isel R* mame navic body +oo. Okoli téchto bodu
definujeme jako intervaly

U(+00) = (k, +00), Up(—0) = (=00, k), kde keR.

Pomoci okoli 1ze body v R" rozdélit vzhledem k dané mnoziné M na vnitini, vnéjsi a
hrani¢ni body mnoziny M.
Definice.
Bod a € R™ se nazyva vnitind bod mnoziny M praveé tehdy, kdyz existuje jeho okoli U(a)
takové, ze U(a) C M.
Bod a € R” se nazyva vnéjsi bod mnoziny M pravé tehdy, kdyz existuje jeho okoli U(a)
takové, ze U(a) C M kde M™ = R™\ M je doplnék mnoziny M v R".
Bod a € R" se nazyva hranicni bod mnoziny M pravé tehdy, kdyz pro kazdé jeho okoli
U(a) jeU(a)N M # () a U(a) N Meomp £ ().

Definice. Necht je M C R"™. Mnozina v$ech vnitinich bodi mnoziny M se nazyva vnitrek
mmnoziny M. Vnittek mnoziny M budeme znacit M°.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva otevrend, pokud je rovna svému vnitiku, tj. pokud
plati M = M°.

Poznamka: Tato definice je ekvivalentni tvrzeni, ze mnozina M C R” je oteviena prave
tehdy, kdyz je kazdy bod mnoziny M jeji vnitini bod.

vvvvvv

Definice. Bod a se nazyva hromadnym bod mnozZiny M C R" praveé tehdy, kdyz je pro
kazdé jeho prstencové okoli P.(a) N M # ().

Poznédmka: Z definice hromadného bodu mnoziny M plyne, ze kazdé okoli hromadného
bodu obsahuje nekone¢né mnoho bodu, které lezi v mnoziné M. Ptfitom samotny hro-
madny bod a nemusi pattit do mnoziny M.

Definice. Bod a € M se nazyva izolovany bod mnozZiny M C R™ pravé tehdy, kdyz
existuje jeho okoli U.(a) takové, ze U.(a) N M = {a}.
Piiklad: Necht je
1
M = {— :neN }
n
je pro okoli

1
pak jsou vSechny body z,, = — izolované, protoze kdyz zvolime ¢ =
n

Uc(xp) N M = {z,}.
Bod x = 0 je hromadny bod mnoziny M, protoze pro dané € > 0 obsahuje okoli U, (0)

(n+ 1)

1
bod z,, kde n > —, ktery patii do mnoziny M.
€

Definice. Necht je M C R". Uzdvér mnoziny M je sjednoceni mnoziny M a mnoziny
vsech hromadnych bodu M. Uzavér mnoziny M budeme znacit M.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva uzavrend, pokud je rovna svému uzaveru, tj. pokud
plati M = M.



Poznamka: Ekvivalentni definice uzaviené mnoziny je: Mnozina M C R" je uzaviena
pravé tehdy, kdyz obsahuje vSechny své hromadné body.

Poznamka: Lze ukazat, ze vnitfek mnoziny M je nejvétsi oteviend podmnozina mnoziny M a
uzavér mnoziny M je nejmensi uzaviena nadmnozina M.

Poznamka: Mezi otevienymi a uzavienymi mnozinami existuje jednoduchy vztah:

Mnozina M je oteviena pravé tehdy, kdyz je jeji doplnék M°™P uzaviend mnozina.
Mnozina M je uzaviend praveé tehdy, kdyz je jeji doplnék M™P oteviend mnozina.
Definice. Hranice mnoziny M se nazyvd mnozina h(M) = M N Mcomp,

Poznamka: Jinymi slovy je hranice mnoziny M mnozina vsech jejich hrani¢nich bodu.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva omezend pravé tehdy, kdyz existuje K € R takové,
ze pro kazdé x € M je

A(x,0) = x| = /et + a3 +... + a2 < K.

Definice. Mnozina M C R"”, kterd je omezena a uzaviend, se nazyva kompaktns.

Poznamka: Diulezitost kompaktnich mnozin spoc¢ivd v jejich nésledujici, ne zrovna trividlni,
vlastnosti. Nechf je A mnozina a M, C R", kde a € A, je systém otevienych mnozin ta-

kovych, ze M C |J M,. Mnozina M je kompaktni pravé tehdy, kdyz existuje koneénd mnozina
acA

T
{a1,...,a,} C A takovd, ze M C |J M,,. Toto tvrzeni se nékdy formuluje tak, ze mnozina M

=1
je kompaktni pravé tehdy, kdyz z jejiho otevieného pokryti lze vybrat koneéné pokryti.

Existuji dalsi dulezité podmnoziny R™ jako naptiklad souvislé mnoziny, konvexni
mnoziny atd. Tyto mnoziny budeme definovat pozdéji, az je budeme potiebovat.



