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V této části přednášky se budeme krátce zabývat množinami č́ısel, které budeme použ́ıvat.

Množina přirozených č́ısel

Vycháźıme z množiny přirozených č́ısel, která popisuj́ı počet prvk̊u konečných množin.
Tyto množiny jsou

N = {1, 2, 3, . . .} nebo N0 = {0, 1, 2, . . .} .

Na množině přirozených č́ısel jsou definovány operace sč́ıtáńı, násobeńı a uspořádáńı, tj.
n1 ≤ n2, které jsou, předpokládám, všem známé.

V matematice se množina přirozených č́ısel definuje pomoćı axiómů. My se těmito
axiómy zabývat nebudeme. Uvedeme pouze jeden z nich, který se často použ́ıvá k d̊ukazu
toho, že nějaká vlastnost plat́ı pro všechna přirozená č́ısla.

Axióm matematické indukce. Necht’ má množina M⊂ N následuj́ıćı vlastnosti:

1. 1 ∈M,

2. jestliže je n ∈M, pak je (n + 1) ∈M.

Pak je M = N.

Př́ıklad. Dokažte, že pro každé n ∈ N plat́ı

n∑
k=1

k2 = 12 + 22 + 32 + . . . + n2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1) . (1)

Řešeńı: Necht’ je M množina všech n ∈ N, pro která plat́ı (1). Stač́ı ukázat, že tato
množina má vlastnost́ı 1. a 2.

Pro n = 1 je
1∑

k=1

k2 = 12 = 1 = 1
6
· 1 · 2 · 3 ,

a tedy 1 ∈M.
Předpokládejme, že n ∈ M. To znamená, že pro n plat́ı (1). Muśıme ukázat, že z

tohoto předpokladu plyne, že (n + 1) ∈M, tj. že plat́ı

n+1∑
k=1

k2 = 1
6
(n + 1)

(
(n + 1) + 1

)(
2(n + 1) + 1

)
= 1

6
(n + 1)(n + 2)(2n + 3) .

Protože předpokládáme, že pro n plat́ı (1), je

n+1∑
k=1

k2 = 12 + 22 + . . . + n2︸ ︷︷ ︸ +(n + 1)2 = 1
6
n(n + 1)(2n + 1) + (n + 1)2 =

= 1
6
(n + 1)(2n2 + 7n + 6) = 1

6
(n + 1)(n + 2)(2n + 3) ,

a tedy (n + 1) ∈ N.
Podle axiómu matematické indukce je proto M = N.
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Množina celých č́ısel

Množinu celých č́ısel zavád́ıme proto, abychom mohli definovat operaci odč́ıtáńı. V
množině přirozených č́ısel nemá rovnice n1 + x = n2 řešeńı pro všchna n1, n2 ∈ N. Proto
zavád́ıme množinu všech řešeńı těchto rovnic. Tato množina se nazývá množina celých
č́ısel a budeme ji značit

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} .

V této množině jsou definovány známé operace sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, násobeńı a uspořádáńı.

Množina racionálńıch č́ısel

Tato množina se zavád́ı proto, abychom mohli definovat operaci děleńı. V množině
celých č́ısel nemá rovnice xz1 = z2 řešeńı pro všechna z1, z2 ∈ Z, kde z1 6= 0. Proto
rozšǐrujme množinu celých č́ısel o všechna řešeńı těchto rovnic. T́ım źıskáme množinu
racionálńıch č́ısel, kterou budeme značit Q. Množinu racionálńıch č́ısel lze ztotožnit s
množinou

Q =
{ z

n
, kde z ∈ Z a n ∈ N jsou nesoudělná

}
.

To znamená, že největš́ı společný dělitel č́ısel |z| a n je jedna.
Na množině racionálńıch č́ısel jsou definovány známé operace sč́ıtáńı, odč́ıtáńı, náso-

beńı, děleńı nenulovým č́ıslem a uspořádáńı.

Množina reálných č́ısel

V matematické analýze je nejd̊uležitěǰśı množina reálných č́ısel, kterou budeme značit
R. Tuto množinu nedefinujeme proto, abychom definovali nové algebraické operace jako
jsme to dělali dř́ıve, ale proto, abychom v množině racionálńıch č́ısel zaplnili jisté ”d́ıry”
a v jistém smyslu množinu racionálńıch č́ısel ”zúplnili”.

Nebudeme se zabývat přesnou definićı reálných č́ısel, protože to přesahuje rámec
přednášky, ale uvedeme pouze jistý popis množiny reálných č́ısel

Když použijeme deśıtkový zápis reálného č́ısla x, tj. budeme č́ıslo x psát ve tvaru
nekonečného řetězce č́ısel

x = a0, a1a2, . . . an . . . , kde a0 ∈ Z a a1, a2, . . . = 0, 1, . . . , 9 ,

lze ukázat, že racionálńı č́ısla odpov́ıdaj́ı řetězc̊um

x = a0, a1, . . . anan+1 . . . an+p ,

tj. periodickým řetězc̊um. Proto je lze zadat i v tomto tvaru pomoćı konečného počtu
č́ısel. Všechny ostatńı řetězce odpov́ıdaj́ı tzv. iracionálńım č́ısl̊um. Abychom tedy zadali
iracionálńı č́ıslo, muśıme zadat nekonečnou posloupnost znak̊u.

Při takové definici neńı snadné definovat algebraické operace mezi reálnými č́ısly. Proto
se množina reálných č́ısel definuje jinak.

Jedna z d̊uležitých vlastnost́ı množiny reálných č́ısel je existence tzv. suprema a infima
jistých množin.
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Definice. Množina M ⊂ R se nazývá shora omezená, když existuje K ∈ R takové, že pro
každé x ∈ M je x ≤ K.
Množina M ⊂ R se nazývá zdola omezená, když existuje K ∈ R takové, že pro každé
x ∈ M je x ≥ K.
Množina M ⊂ R se nazývá omezená, když existuje K ∈ R takové, že pro každé x ∈ M je
|x| ≤ K.

Poznámka: Lze také ř́ıct, že množina M ⊂ R je omezená právě tehdy, když je omezená
shora i zdola.

Je-li množina M shora omezená, neńı č́ıslo K v definici jediné. Důležitou úlohu hraje
nejmenš́ı č́ıslo, které omezuje množinu M shora. Toto č́ıslo budeme nazývat supremum
množiny M . Podobně se infimum množiny M nazývá největš́ı omezeńı množiny M zdola.

Definice. Č́ıslo S se nazývá supremum množiny M , když

1. pro každé x ∈ M je x ≤ S a

2. pro každé S ′ < S existuje x ∈ M takové, že x > S ′.

Supremum množiny M budeme značit sup M .

Poznámka: K zápisu takových výrok̊u se v matematice použ́ıvaj́ı značky, které se nazývaj́ı
kvantifikátory. Měli byste vědět, že znak ∀x ∈ M znamená pro každé x z množiny M ,
a značka ∃x ∈ M znamená, že existuje x z množiny M . Pomoćı těchto značek je S
supremum množiny M právě tehdy, když

1. ∀x ∈ M je x ≤ M ,

2. ∀S ′ < S ∃x ∈ M takové, že x > S ′.

Definice. Č́ıslo s se nazývá infimum množiny M , když

1. ∀x ∈ M je x ≥ s a

2. ∀s′ > s ∃x ∈ M takové, že x < s′.

Infimum množiny M budeme značit inf M .

Jednu z hlavńıch vlastnost́ı množiny reálných č́ısel vyjadřuje tvrzeńı následuj́ıćı věty:

Věta (o supremu a infimu).
Každá neprázdná shora omezená podmnožina M ⊂ R má sup M ∈ R.
Každá neprázdná zdora omezená podmnožina M ⊂ R má inf M ∈ R.

Poznámka: Např́ıklad množina racionálńıch č́ısel Q vlastnost z předchoźı věty nemá. Třeba
množina M všech racionálńıch č́ısel q ∈ Q takových, že q2 < 2 je neprázdná, protože
{0} ∈ M , a omezená, protože pro každé q ∈ M je |q| ≤ 2. V množině reálných č́ısel je
sup M =

√
2 a inf M = −

√
2. Ale lze ukázat, že tato č́ısla jsou iracionálńı.

Poznámka: Často se také použ́ıvá terminologie, že pokud je sup M ∈ M , nazývá se maxi-
mum množiny M , a pokud je inf M ∈ M , nazývá se minimum množiny M .

Např́ıklad interval I = (−1, 1〉 ⊂ R má supremum sup I = 1, které je jeho maximem,
protože {1} ∈ I, má infimum inf I = −1, které ale neńı jeho minimum, protože {−1} /∈ I.
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Rozš́ı̌rená množina reálných č́ısel

Existence suprema a infima množiny bude pro mnohé úvahy v matematické analýze
podstatná. Proto se množina reálných č́ısel R rozšǐruje tak, aby věta o supremu a in-
fimu platila pro všechny podmnožiny množiny R. T́ım źıskáme tzv. rozš́ı̌renou množinu
reálných č́ısel, kterou budeme značit R∗.

Množina R∗ se skládá z množiny reálných č́ısel a dvou symbol̊u −∞ a +∞, tj.

R∗ = R ∪ {−∞, +∞} ,

takových, že pro každé x ∈ R plat́ı −∞ < x < +∞.
Jestliže množina M ⊂ R neńı shora omezená, je z definice suprema snadno vidět, že

sup M = +∞. Podobně pro zdola neomezenou množinu M je inf M = −∞.
Prázdná množina ∅ je omezená shora i zdola libovolným reálným č́ıslem. Proto je

podle definice sup ∅ = −∞ a inf ∅ = +∞. To nám umožňuje vypustit ve větě o supremu
a infimu předpoklady o množině M . Takto dostaneme větu:

Věta. Pro každou množinu M ⊂ R∗ existuje sup M ∈ R∗ a inf M ∈ R∗.

V množině R∗ bohužel nelze rozumně definovat všechny algebraické operace. Ale
některé aritmetické operace lze rozš́ı̌rit z množiny reálných č́ısel na množinu R∗. Defi-
nuje se |+∞| = | −∞| = +∞ a

a + (+∞) = +∞ pro každé a ∈ R;

a + (−∞) = −∞ pro každé a ∈ R;

a− (+∞) = −∞ pro každé a ∈ R;

a− (−∞) = +∞ pro každé a ∈ R;

a · (+∞) = +∞ pro každé a ∈ R∗ , a > 0;

a · (+∞) = −∞ pro každé a ∈ R∗ , a < 0;

a · (−∞) = −∞ pro každé a ∈ R∗ , a > 0;

a · (−∞) = +∞ pro každé a ∈ R∗ , a < 0;
a

±∞
= 0 pro každé a ∈ R;∣∣∣a

0

∣∣∣ = +∞ pro každé a ∈ R∗ , a 6= 0 .

Daľśı operace z̊ustávaj́ı nedefinovány. Jedná se zejména o operace +∞−∞, 0 · (±∞),
0

0

a
±∞
±∞

. Výrazy takového typu je často nazývaj́ı neurčité výrazy.

Množina Rn

Pro každé dvě množiny A a B je definován kartezský součin A×B jako množina všech
uspořádaných dvojic (a, b), kde a ∈ A a b ∈ B. Tedy

A×B =
{
(a, b) ; a ∈ A , b ∈ B

}
.
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Ve druhé polovině semestru budeme pracovat s množinou uspořádaných n–tic reálných
č́ısel. Jej́ı prvky budeme často značit tučnými ṕısmeny, tj. x = (x1, x2, . . . , xn), kde
x1, x2, . . . , xn ∈ R. Tuto množinu budeme značit Rn a lze ji definovat jako kartezský
součin n množin R, tj.

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n–krát

.

Otevřené a uzavřené množiny v Rn

V přednášce budeme často použ́ıvat pojmy otevřená a uzavřená množina. Tyto mno-
žiny se v matematice definuj́ı pomoćı pojmu okoĺı bodu. My budeme okoĺı bodu množiny
definovat pomoćı vzdálenosti. Nav́ıc se nebudeme zabývat obecnou vzdálenost́ı bod̊u
množiny, tzv. metrikou, ale budeme použ́ıvat pouze jednu definici vzdálenosti bod̊u v
Rn, která má obvyklý geometrický význam.

Definice. Necht’ jsou x = (x1, x2, . . . , xn) a y = (y1, y2, . . . , yn) body v Rn. Vzdálenost
bodu x od bodu y definujeme jako

d(x,y) = ‖y − x‖ =
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + . . . + (yn − xn)2 . (2)

Speciálně v množině reálných č́ısel R definujeme vzdálenost d(x, y) = |y − x|.

Věta. Vzdálenost má následuj́ıćı vlastnosti:

1. pro každé x, y ∈ Rn plat́ı d(x,y) = d(y,x) ≥ 0;

2. d(x,y) = 0 právě tehdy, když x = y;

3. pro každé x, y, z ∈ Rn je d(x,y) ≤ d(x, z) + d(z,y)

Poznámka: Vlastnost 1. z věty vyjadřuje, že vzdálenost bodu x od bodu y je stejná jako
vzdálenost bodu y od bodu x. Vlastnost 2. tvrd́ı, že jediný bod, který má od bodu x
nulovou vzdálenost, je samotný bod x.

Vlastnost 3. je matematické vyjádřeńı známé vlastnosti, že součet délek dvou stran
trojúhelńıka je větš́ı než délka třet́ı strany. Proto se často nazývá trojúhelńıková nerovnost.

Poznámka: Když je M libovolná množina, nazývá se každá funkce ρ : M×M → 〈0,∞), která má
vlastnosti uvedené ve větě, metrika a množina M spolu s metrikou ρ se nazývá metrický prostor.
Nı́že uvedené definice okoĺı bodu, otevřené a uzavřené množin je stejná ve všech metrických
prostorech.

Definice. Okoĺı bodu a ∈ Rn (s poloměrem ε > 0) je množina

Uε(a) =
{
x ∈ Rn ; d(x, a) < ε

}
.

Prstencové okoĺı bodu a ∈ Rn (s poloměrem ε > 0) je množina

Pε(a) =
{
x ∈ Rn ; 0 < d(x, a) < ε

}
= Uε(a) \ {a} .

Speciálně v množině reálných č́ısel je okoĺı Uε(a) = (a− ε, a + ε).
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V rozš́ı̌rené množině reálných č́ısel R∗ máme nav́ıc body ±∞. Okoĺı těchto bod̊u
definujeme jako intervaly

Uk(+∞) = (k, +∞) , Uk(−∞) = (−∞, k) , kde k ∈ R .

Pomoćı okoĺı lze body v Rn rozdělit vzhledem k dané množině M na vnitřńı, vněǰśı a
hraničńı body množiny M .

Definice.
Bod a ∈ Rn se nazývá vnitřńı bod množiny M právě tehdy, když existuje jeho okoĺı U(a)
takové, že U(a) ⊂ M .
Bod a ∈ Rn se nazývá vněǰśı bod množiny M právě tehdy, když existuje jeho okoĺı U(a)
takové, že U(a) ⊂ M comp, kde M comp = Rn \M je doplněk množiny M v Rn.
Bod a ∈ Rn se nazývá hraničńı bod množiny M právě tehdy, když pro každé jeho okoĺı
U(a) je U(a) ∩M 6= ∅ a U(a) ∩M comp 6= ∅.

Definice. Necht’ je M ⊂ Rn. Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny M se nazývá vnitřek
množiny M . Vnitřek množiny M budeme značit M◦.

Definice. Množina M ⊂ Rn se nazývá otevřená, pokud je rovna svému vnitřku, tj. pokud
plat́ı M = M◦.

Poznámka: Tato definice je ekvivalentńı tvrzeńı, že množina M ⊂ Rn je otevřená právě
tehdy, když je každý bod množiny M jej́ı vnitřńı bod.

Asi nejd̊uležitěǰśı z pojmů, které nyńı definujeme, je pojem hromadného bodu množiny.

Definice. Bod a se nazývá hromadným bod množiny M ⊂ Rn právě tehdy, když je pro
každé jeho prstencové okoĺı Pε(a) ∩M 6= ∅.
Poznámka: Z definice hromadného bodu množiny M plyne, že každé okoĺı hromadného
bodu obsahuje nekonečně mnoho bod̊u, které lež́ı v množině M . Přitom samotný hro-
madný bod a nemuśı patřit do množiny M .

Definice. Bod a ∈ M se nazývá izolovaný bod množiny M ⊂ Rn právě tehdy, když
existuje jeho okoĺı Uε(a) takové, že Uε(a) ∩M = {a}.

Př́ıklad: Necht’ je

M =
{ 1

n
; n ∈ N

}
.

pak jsou všechny body xn =
1

n
izolované, protože když zvoĺıme ε =

1

(n + 1)2
je pro okoĺı

Uε(xn) ∩M = {xn}.
Bod x = 0 je hromadný bod množiny M , protože pro dané ε > 0 obsahuje okoĺı Uε(0)

bod xn, kde n >
1

ε
, který patř́ı do množiny M .

Definice. Necht’ je M ⊂ Rn. Uzávěr množiny M je sjednoceńı množiny M a množiny
všech hromadných bod̊u M . Uzávěr množiny M budeme značit M .

Definice. Množina M ⊂ Rn se nazývá uzavřená, pokud je rovna svému uzávěru, tj. pokud
plat́ı M = M .

7



Poznámka: Ekvivalentńı definice uzavřené množiny je: Množina M ⊂ Rn je uzavřená
právě tehdy, když obsahuje všechny své hromadné body.

Poznámka: Lze ukázat, že vnitřek množiny M je největš́ı otevřená podmnožina množiny M a
uzávěr množiny M je nejmenš́ı uzavřená nadmnožina M .

Poznámka: Mezi otevřenými a uzavřenými množinami existuje jednoduchý vztah:
Množina M je otevřená právě tehdy, když je jej́ı doplněk M comp uzavřená množina.
Množina M je uzavřená právě tehdy, když je jej́ı doplněk M comp otevřená množina.

Definice. Hranice množiny M se nazývá množina h(M) = M ∩M comp.

Poznámka: Jinými slovy je hranice množiny M množina všech jej́ıch hraničńıch bod̊u.

Definice. Množina M ⊂ Rn se nazývá omezená právě tehdy, když existuje K ∈ R takové,
že pro každé x ∈ M je

d(x,0) = ‖x‖ =
√

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n ≤ K .

Definice. Množina M ⊂ Rn, která je omezená a uzavřená, se nazývá kompaktńı.

Poznámka: Důležitost kompaktńıch množin spoč́ıvá v jejich následuj́ıćı, ne zrovna triviálńı,
vlastnosti. Necht’ je A množina a Ma ⊂ Rn, kde a ∈ A, je systém otevřených množin ta-
kových, že M ⊂

⋃
a∈A

Ma. Množina M je kompaktńı právě tehdy, když existuje konečná množina

{a1, . . . , ar} ⊂ A taková, že M ⊂
r⋃

i=1
Mai . Toto tvrzeńı se někdy formuluje tak, že množina M

je kompaktńı právě tehdy, když z jej́ıho otevřeného pokryt́ı lze vybrat konečné pokryt́ı.

Existuj́ı daľśı d̊uležité podmnožiny Rn jako např́ıklad souvislé množiny, konvexńı
množiny atd. Tyto množiny budeme definovat později, až je budeme potřebovat.
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