Prednaska 10
Diferencialy a parcialni derivace vyssich rada
Osnova prednasky

. Kvadraticka aproximace funkce vice proménnych.

. Diferencial druhého fadu.

. Parcialni derivace druhého radu.

. Zéaménnost parcidlnich derivaci druhého radu.

. Vyjadreni diferencialu druhého fddu pomoci parcialnich derivaci.

. Zapis diferencialu druhého radu pomoci Hessovy matice.

. Zobrazeni t¥idy Cy(M).

. Priklad: diferencidl druhého #adu funkce f(z,y) =z arctgg v bodé a = [1;1].
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. Parcialni derivace k—tého tadu.
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. Zameénnost parcidlnich derivaci k—tého radu.
. Funkce tiidy Ci(M).

. Diferencidl k—tého radu.
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. Vyjadreni diferencidlu k—tého radu pomoci parcialnich derivaci.

. Derivace k—tého radu slozené funkce.
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. Piiklad: parcidlni derivace druhého tadu funkce f(z,y) = F(2® + 32, 2y).
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. Tayloruv polynom funkce vice proménnych.
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. Piiklad: Tayloruv polynom druhého fadu funkce f(x,y) = x arctg Y v bods a = [1; 1].
x

Jak jsme se uz zminili diive, je diferenciadlni pocet zalozen na tom, ze se danou funkci
y = f(x) snazime v okoli bodu a aproximovat polynomy. V minulych prednaskéch jsme
se snazili aproximovat danou funkci polymomem prvniho fadu, tj. linearni funkci. To nas
vedlo k pojmu diferencidlu funkce. Nyni se budeme snazit aproximovat funkci y = f(x) v
okoli bodu a polynomy vyssiho Fadu.

Diferencial a parcialni derivace druhého fadu

Pti aproximaci kvadratickymi polynomy se snazime zapsat funkci ve tvaru

n n h
fla+h) =f(a)+ > chi+ > ciphjhe +m2(a,h),  kde  lim |m2(a, )|

=0.
i=1 k=1 h—0 |/h[[?

Je ziejmé, ze takova funkce f(x) musi mit v bodé a prvni diferenciél
df(a,h) = > cihy = > fi(a) by,
i=1 i=1
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tedy musi platit

fla+h) = f(a) + df(ah) + 3 cphshy+m(ah), kde lim @, )|

=0.
jk=1 h—0 ||h|?

Meli byste védeét, ze pro funkei jedné proménné F'(t), kterd ma druhou derivaci, je
takova aproximace dana Taylorovym polynomem druhého radu, t;j.

a?
F(a+7)=F(a)+ F'(a)7 + 3 F"(a)7* +12(a,7), kde lim o2t 2 i
T— T

=0. (1)
V analogii s timto vztahem budeme pro funkci n proménnych psat
f(a+h) = f(a) +df(a,h) + 3 d°f(a,h) +m(a,h)

a kvadratickou funkci d2f(a, h) proménné h nazyvat diferencidlem funkce f(x) druhého
fadu v bodé a.

Podobné jako pro derivaci podle vektoru vezmeme h pevné a definujme funkci jedné
proménné F(t) = f(a+ th). Pokud ma tato funkce v bodé ¢ = 0 derivaci druhého tédu,
plati pro ni podle (1)

F(t) = F(0) + F'(0)t + £ F"(0)t* + n2(0, 1) .
Protoze F'(0) = f(a) a predpoklddame, ze je funkce f(x) diferencovatelnd v bodé a, je

=1 0x;

F'(0) = fu(a) =

(a) h; .

Pro druhou derivaci funkce F'(t) dostaneme formalné

F”()—jt(p'()) %(igi( +th)h ) ikai(ai)(aﬂh)hihk.

i=1

Tedy pro t = 0 je formalné

F'(0) = %6’% ( Qxi) (a) iy,

0
Aby tyto ivahy nebyly pouze formélni, budeme pozadovat, aby byly vsechny funkce 3
T

diferencovatelné v bodé a. To nas vede k nésledujici definici.
Definice. Rekneme, 7e funkce f(x) ma v bodé a diferencidl druhého 7ddu nebo krétce
druhy diferencidl, jestlize

1. funkce f(x) ma diferenciél v néjakém okoli bodu a,

2. vsechny parcidlni derivace f;(x) jsou diferencovatelné v bodé a.



Druhy diferencidl funkce f(x) v bodé a budeme znacit df(a, h) a je to kvadratickd forma,
(funkce) proménné h

d2f(a, h) = d(df(x, h))(a, h) = 'kf_jla%c (gi)(a) hii (2)

kde df(x,h) povazujeme za funkci proménné x.

Pro zobrazeni F(x) do R* definujeme druhy diferencial po slozkach, tj. zobrazeni F(x)
mé& druhy diferenciél v bodé a praveé tehdy, kdyz kazda jeho slozka F,.(x), r =1, 2, ..., k,
mé druhy diferencidl v bodé a. Diferencidl kazdé slozky je pak dan vztahem (2), kde
nahradime funkeci f(x) funkei F,.(x).

Ze vztahu (2) vidime, ze pro vypocet diferencidlu druhého fadu budeme pottebovat
parcialni derivace parcidlnich derivaci, tzv. parcidlni derivace druhého tadu, neboli druhé
parcialni derivace.

Definice. Necht existuje parcidlni derivace (x) funkce f(x) v néjakém okoli bodu

31:2-

)(a), nazyvame toto ¢islo druhd parcidlnd

. . s 0
a. Jestlize existuje parcidlni derivace 8_(
Lk

al’i

derivace funkce f(x) podle proménnych z; a x; v bodé a.

Pro druhé parcialni derivace budeme ¢asto pouzivat znaceni

0 (0f o L
8_3@%((9%) a) = 011,07, (a) = fh(a).

Poznamka. V obecném piipadé je nutné zachovavat poradi, ve kterém derivujeme, tj.
obecné neplati f7;(a) = f;(a). Ale napiiklad vztah (2) pro druhy diferencial uz na poradi
derivaci nezavisi. Pro funkce, které maji druhy diferencidl plati nasledujici dulezita véta.

Véta. Necht je f(x1,5) funkce dvou proménnych, jejiz parcidlni derivace fi(x) a fiy(x)
existuji v néjakém okoli bodu a = (a1, az). Jestlize maji funkee f’,(x) a f,(x) diferencial
v bodé a, je f,(a) = f5(a).

DUKAz: Necht parcidln{ derivace f’)(x) a f’(x) existujf na mnoziné Ks = (a1 —9, a1 +9) x (az —
d,as + 6) pro 0 < h < § uvazujme funkci

F(h) = %(f(a1+h,02+h) —f(a1+h,a2)—f(al,a2—|—h)+f(a1,a2)).

1
Zvolme h pevné a oznac¢me (1) = f(x1,a2 + h) — f(z1,a2). Protoze F(h) = 2 (p(ar + h) —
go(al)), plyne z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté, ze existuje © € (0, 1) takové, ze

F(h) = wl(al}j on.

A protoze ¢(x1) = f' (21, a2 + h) — f' (21, a2), dostaneme
Ly o
F(h) = h fa (al + ©h,az + h) f’l(al + @h,ag) .
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Protoze je parcidlni derivace f';(x) diferencovatelnd v bodé a, je

fi(a1 +Oh,ay + h) = fi(a) + f11(a)Oh + f5i(a)h +n(a, (Oh, 1)),
fh (a1 +Oh,az) = fi(a) + f11(a)Oh + n(a, (©h,0)).

Proto je
a,Oh,h) n(a, (©h,0)
F(h):f,/21(3)+n( ) ( ) :
h h
h
Kdyz pouzijeme toho, ze }llin}) n(HE;;H ) = 0, dostaneme v limité

lim F(h) = f% .
hg&r (h) 721(3)

Analogicky, pouze s tim rozdilem, ze misto funkce ¢(z1) zavedeme funkci 1 (z2) = f(a1+h, x2)—
f(a1,x2), se ukaze, ze

lim F(h) = f" .
hg& (h) ,12(3)

Srovnanim téchto limit pak dostaneme uvedené tvrzeni.

Dusledek. M&-li funkce f(x) druhy diferencidl v bodé a, plati pro kazdé i,k = 1,2,...,n

a%k@i)(a) - aii (g_;D(a)'

DUKAZ: Protoze funkce dvou proménnych

F(:Cia $k> - f(a17 ey A1, Ly Qg 1y o ooy Af—1y Ty A1 - - - aan)
mé diferencidl druhého fadu, spliiuje vSechny predpoklady predchozi véty, ze které plyne bez-

prostfedné uvedené tvrzeni.

Protoze pro funkce, které maji druhy diferencial jsou parcidlni derivace zaménné, tj.
nezavisi na poradi, ve kterém derivujeme, lze vztah (2) pséat ve tvaru

2 f(a, h) = if,’{i(a) P+ 3 Tu(@) bk = iff;xa) W2 S fh@ b ()

Velmi c¢asto se i pro diferencidly druhého fadu pouziva pro nezavisle proménné h; znacka
dz;. Pak mé vztah (3) v obecném bodé x tvar

df = X fi(x)deyday = Y f(x)daf +2 30 fli(x) de; day . (4)
ik=1 i=1 1<i<k<n

Specidlné pro funkci tii proménnych f(z,y, z) je

df(z,y,2) = fh,dz* + Iy dy® + f7.dz" + 2 [y dedy +2f7 dedz+2f dydz.

Poznamka. Existuje jesté jeden uzitecny zapis druhého diferencidlu funkece f(x). Zavedeme
tzv. Hessovu matict

1(x) fla(x) ... fl(x)
H() = (Ha) = (f4(0). 4. Ho = | 70 209 J6
(%) fia(x) - (%)



Ze zameénnosti druhych parcidlnich derivaci plyne, ze Hessova matice je symetricka, tj.
plati H (x) = H(x). KdyZ zavedeme sloupcovou matici

hl C‘lxl
h dx

h = ,2 , resp. dx = . ? ,
h,, dx,,

1ze druhy diferenciél (3), resp. (4), zapsat jako
d®f =h"H(x)h, resp. d’f = (dx) H(x)dx.

kde h”, resp. (dx))T je transponovand matice (tj. fadek) k matici (sloupci) h, resp. dx.
Tento tvar druhého diferencidlu se ndm bude hodit pozdéji.

Uvedena véta o zaménnosti parcialnich derivaci vyzaduje existenci diferencialu vsech

prvnich parcidlnich derivaci. Tento predpoklad se da v konkrétnich pripadech pomérné
slozité ovérit. Jedna z moznosti, jak zajistit existenci druhého diferencidlu, dava nasledu-
jici véta.
Véta. Necht m4 funkce f(x) v n¢jakém okoli bodu a vSechny parcidlni derivace druhého
radu, které jsou spojité v bodé a. Pak mé funkce f(x) v bodé a diferencial druhého réadu.
DUKAZ: Protoze jsou viechny druhé parcidlni derivace spojité v bodé a, maji podle véty z minulé
prednasky vSechny parcidlni derivace f,,i (x) diferencidl v bodé a. Tedy funkce f(x) ma v bodé
a druhy diferencial.

Z uvedené véty plyne, ze pokud mé funkce f(x) na oteviené mnoziné M spojité vsechny
druhé parcidln{ derivace, majf na M druhy diferencidl a pro kazdé x € M plati f7, (x) =
'ti(%). Pro mnozinu vech funkef f(x), které maji na oteviené mnoziné M spojité vsechny

parcialni derivace druhého fadu, se zavadi specialni oznaceni.

Definice. Jestlize mé zobrazeni f(x) na oteviené mnoziné M C R™ spojité parcidlni de-
rivace druhého tadu, tj. vSechny jeho slozky f,.(x) maji na mnoziné M spojité parcidlni
derivace druhého tadu, nazyva se zobrazeni tridy Cy na mnoziné M. Mnozina vSech zob-
razeni tiidy Cy na mnoziné M se obvykle znaci Cy(M).

Tvrzeni predchozi véty lze formulovat také tak, ze zobrazeni tiidy Cy(M) mé na
mnoziné M diferencial druhého fadu a vSechny jeho parcidlni derivace druhého fadu jsou
zdmeénné.

V minulé prednasce jsme zavedli zobrazeni tiidy Co(M) a Cy(M). Snadno se ukdze,
ze plati inkluze Co(M) C C1(M) C Co(M).

Ale abychom ovéfili predpoklady posledni véty, musime znat obé parcidlni derivace f”/,(a)
a f7.(a). Z toho divodu nemd uvedend véta pro zjistovani zdménnosti parcidlnich derivaci
prakticky vyznam. Bez dukazu (i kdyz ten neni az tak slozity) uvedeme jesté jednu vétu.
Véta. Necht v néjakém okoli bodu a existuji parcidln{ derivace f';(x) a fh(x)a necht je fhi(x) =
(f/z)/k(x) spojitd v bodé a. Pak v bodé a existuje f7;(a) = (f’k) (a) a plati f7;(a) = f;(a).

/
)

5



Priklad. Najdéte druhy diferenciél funkee f(x,y) = x arctg Y ¥ bodé a = [1,1].
x

RESEN{: Pro parcidlni derivace funkce f(z,y) dostaneme

of Wy of a?
L —arctg > — —7— e a—
Oz & 2 +y?’ oy w2+ y?

Druhé parciélni derivace funkce f(z,vy)

o*f — 213 0% f 21> o*f —2z%y

or? (22 + 32)2 97y - (22 + 2)2 0y = @+ 02 (6)

jsou spojité na celém R?\ {[0, 0]}. Proto existuje druhy diferencidl funkce f(x,y) v bodé
[1,1] a podle (3) nebo (4) je

d*f(1,1) = =3 hi + hihy — $ hi = —1 da® + dxdy — 5 dy°.
Parcialni derivace a diferencial k—tého radu

Parcialni derivace k—tého tadu budeme definovat jako parcidlni derivaci parcidlni de-
rivace (k — 1)-ntho tédu.

Definice. Jestlize existuje parcidlni derivace

o ak—lf akf
(a) = ()= fih (@),
al’ik a$ik718$ik72 ce 8:1:1-1 83:%8@,%1 c. 3:1:1-1
nazyva se parcidini derivace funkce f(x) fddu k podle proménnych x;,, @iy, ..., T; V
bodé a.

Stejné jako pro parcidlni derivace druhého tadu zavisi obecné parcialni derivace k—
tého tadu na poradi, ve kterém derivujeme. Ale plati véty analogické uvedenym vétam
pro druhou derivaci, které zarucuji, ze jsou parcidlni derivace zaménné.

Véta. Necht jsou vSechny parcidlni derivace funkce f(x) do fddu (k — 2) véetné diferen-
covatelné v néjakém okoli bodu a a vsechny (k — 1)—ni parcidlni derivace maji diferencial
v bodé a. Pak existuji vSechny parcidlni derivace funkce f(x) do fadu k vcetné a nezdvisi
na poradi, ve kterém derivujeme.

Véta. Necht v néjakém okoli bodu a existuji viechny parcialni derivace funkce f(x) az do
fadu k véetné a vSechny parcialni derivace fadu k jsou spojité v bodé a. Pak jsou vSechny
parcidlni derivace funkce f(x) az do fadu k véetné zaménné.

~ e~/

né M spojité vSechny parcialni derivace az do fadu k véetné. Pro takové funkce zavadime
specialni oznaceni.

Definice. Jestlize mé zobrazeni f(x) na oteviené mnoziné M C R™ spojité parcidlni
derivace do fadu k véetné, tj. vSechny jeho slozky f.(x) maji na mnoziné M spojité
parcialni derivace do fadu k, nazyva se zobrazeni tridy Cj na mnoziné M. Mnozina vSech
zobrazeni tiidy Cj na mnoziné M se obvykle znaci Cy(M).
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Z uvedenych vét plyne

Véta. Je-li f(x) € Cx(M), jsou vsechny parcidlni derivace funkce f(x) az do fadu k
véetné v kazdém bodé mnoziny M zaménné.

Poznamka. Jestlize jsou vSechny parcidlni derivace funkce f(x) do fadu k v bodé a
zaménné, pouziva se obvykle pro parcidlni derivaci zkracené oznaceni

ok ok

(a = a),
0, 0xy, ... Ox;, Ozt oxk> . Oxkn

kde k = k1 + ko + ...+ k, a k; je pocet parcidlnich derivaci podle proménné xy, ke pocet
parcidlnich derivaci podle proménné x5 atd. Pfitom pro k; = 0 se symbol 92? vynechava.
Napriklad

f(7) (a) = o f (a) = o f (a).
/1214514 (9%18%281‘181'481’5813181;4 a$§’8$281‘i8$5

Nyni zavedeme diferencial k—tého fadu. Definice je v podstaté zobecnéni definice di-
ferencialu druhého tadu, ktery byl definovan jako diferencial diferencialu prvniho radu.

Definice. Rekneme, 7e funkce f(x) mé v bodé a diferencidl 7ddu k nebo diferencidl k—tého
radu, jestlize:
1. v8echny parcidlni derivace funkce f(x) az do fadu (k—2) véetné jsou diferencovatelné
v néjakém okoli bodu a,

2. vSechny parcidlni derivace funkce f(x) fadu (k — 1) jsou diferencovatelné v bodeé a.

Diferencial fddu k funkce f(x) v bodé a, tj. d*f(a, h), je pak definovdn vztahem
d*f(a,h) = d(d*' f(x,h))(a,h), (7)

kde diferencidl (k — 1)-niho fddu povazujeme za funkci proménné x.

Diferencial k-tého fadu zobrazeni F(x) je definovan po slozkach.

Pozndmka. Z definice diferencidlu k-tého fadu (7) plyne, ze diferencidl k-tého fadu v
bodé a je mocninnd funkce vektorové proménné h stupné k.

Ptimo z definice diferencidlu k—tého radu a uvedenych vét o zaménnosti parcialnich
derivaci plyne
Véta. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a diferenciél k-tého fadu, jsou vSechny jeji parcidlni
derivace do tadu k véetné v bodé a zameénné.

Snadné dusledky definice diferencidlu k—tého fadu a predchozich vét jsou nasledujici
dve véty.

Véta. Mé-li zobrazeni F(x) na mnoziné M diferenciél fadu k, tj. mé diferencial fadu k v
kazdém bodé mnoziny M, je tiidy Cy_1(M).

Véta. Je-li zobrazeni F(x) € Ci(M), mé na mnoziné M diferencidl k-tého fadu.
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Z téchto vét plyne inkluze

C()(M) D) Cl(M) D) CQ(M) D...D Ok(M) DR

Definice. Zobrazeni F(x) se nazyva tridy Cu (M) nebo hladké na M, jestlize je tiidy
Cr(M) pro kazdé k € N.

Poznamka. Se zobrazenimi tiidy C (M) se uz docela dobie pocita. Ale jsou jesté lepsi zobrazen,
které se daji v néjakém okoli kazdého bodu x € M vyjadfit pomoci mocninné fady. Takova
zobrazeni se nazyvaji analytickd a obvykle se jejich mnozina znaci C,,(M).

Jak jiz vime, diferencidly prvniho fadu lze vyjadrit pomoci parcidlnich derivaci prvniho
radu jako
df(x,h) =37

=10

(X) hz .

Z definice (7) plyne pro diferencidl druhého rddu

ioen) = 3 =21 0 hen
32100y o
a obecné dostaneme pro diferencial k—tého radu
" f(x,h)= (%) hi,hi, - .. B, . (8)

1,82, =1 8[Ei181'i2 e 8%

Jestlize si uvédomime, ze jsou parcidlni derivace v (8) zaménné, vidime, ze ¢leny, které se
lisi pouze poradim parcialnich derivaci, jsou stejné. Pocet permutaci k—prvkové mnoziny
je k!. Jestlize se parcidlnich derivacich objevuje index x; ki—krat, pocet derivaci podle
druhé proménné ko—krat atd., nezméni se permutace, jestlize permutujeme k;—prvkovou
mnozinu, kterd obsahuje parcialni derivace podle 1, ko—prvkovou mnozinu, ktera obsahuje
parcidlni derivace podle xs atd. Po tomto uspotrddéni lze (8) zapsat ve tvaru

Eem= % d -

x) M nk2 ke (9
Fntho k=i Rl ol - Byl Oz oak? .8xﬁn( o " ©)

Poznédmka. Pro funkci dvou proménnych ma vztah (9) tvar

k! ok f k k! ok f
d2 h) = RS — BBk —
f(X7 ) r+§:kr! 5! 8$§8I‘2§ (X) 17¢2 r;()r! . (k} — T‘)' 81‘71«8%]2{77“ (X) 11%2
k [k ok f i
= ————(x)hihs ",
=0 <7“) Bw’iaxS_T( ) hihy

ktery pripomind binomickou znamou vétu

(a k __ k k r _k—r
1+a2)"= > - atas .

r=0



Proto lze formalné psat k—ty diferencidl funkce dvou proménnych ve tvaru

0 0 \k
d* f(x,h) = (h h ) .
S R P WLC
Pro soucet n ¢lenu mé binomickd véta tvar
k! ki k k
(a1 +ag+...+ap)* = atas? . ..oapn,
k1+k+2+...+kn=kk1! kQ' .. kn' L2
a proto lze opét formalné psat
6 8 0 \k
d*f(x,h) = (h h oA hy — .

Parcialni derivace a diferecialy vyssich fadu slozené funkce

Nyni se budeme zabyvat parcialnimi derivacemi slozené funkce. Z minulé prednasky
vime, ze je-li F(y) diferencovatelnd definovand na mnoziné Y C R™ a y = y(x) diferen-
covatelné zobrazen{ mnoziny X C R™ do mnoziny Y, je slozend funkce f(x) = F(y(x))
diferencovatelnd na mnoziné X a pro jeji parcidlni derivace plati

of m §F Ay,
500 = 250 (v(x)) 52 ). (10)

=1
Jestlize je F'(y) € Co(Y) ay(x) € Co(X) (ale staci i slabsi predpoklady), muzeme rovnost
(10) derivovat podle zx. A protoze jsou za uvedenych predpokladu vsechny parcidlni
derivace druhého radu zaménné, dostaneme

of 0 (0f m oF Yy B
Or;0x,  Oxp (8@) ,; oxy, (8%( y(x )) o0x; (X)> -
B OF oy, OF 0 [0y, B
B ; (8xk <8yr (y(x))) 0x; (x) + Ay, (Y(X>) 8_xk(0wz (X>)> -
(9 (OF oy, , . Oy, F 0%y, _
B ,;1 (szlays(ﬁy)(Y(X)) Oxy, (x) Ox; (x Ay, ( (x )) Ox; Gmk( )) B
o 9r 0ys 8yr u 0y,
oF . ., P
kde jsme pro parcialni derivaci — ( ay (X))) museli pouzit vztah pro derivaci slozené
funkce. '

Pro parcialni derivace vyssiho fadu plati nasledujici véta:
Véta. Necht jsou X € R" a' Y C R™ oteviené mnoziny. Necht je g : X — Y zobrazeni
tiidy Cr(X) a funkce F : Y — R je tiidy Ci(Y). Pak je slozend funkce f = Fog: X — R
tidy Cy(X).

Parcidlni derivace vyssiho tadu slozené funkce je pocitaji podobné, jak jsme vyse
ukazali pro parcialni derivace druhého radu.



Priklad. Necht je funkce F(u,v) € C3(R?) a funkce f(z,y) je definovdna vztahem
flx,y) = F(u(m,y),v(x,y)), kde u(x,y) = 2% + y* a v(z,y) = xy. Vyjddiete parcidlni
0?f 0*f O°f ) o . ,O0F OF 0°r oF O*F
922" Dz a R pomoci parcialnich derivaci % 90’ D’ Jude a Bk
RESEN{: Nejprve najdeme parcidlni derivace

ou 5 ou 5 v v

_—= €T s —_— = s —_— = s —_— =

ox dy Y or Y dy
které budeme pti vypoctu casto potiebovat. Podle véty o parcidlni derivaci slozené funkce
dostaneme pro parcialni derivace prvniho radu

af _ OF Ou  OF 0v OF OF

or  Ou Ox + v Ox ou
of OF Ou OF 0Ov oF oF

- = 4 =2 .
dy ou dy  Ov 8y Y ou ov
Druhé parcialni derivace ziskame tak, ze derivujeme prvni parcidlni derivace. Musime si

ale uvédomit, ze pokud derivujeme funkci F' nebo jeji derivace, jedna se o derivaci slozené
funkce. Postupné dostaneme

derivace

2
o = o0 (7 50) T (050) =25, 25 () v (50) =
OF 0 (OF\ 0 0 (0F\ 0 0
—2 52 (5 (G 5 5 (5 5) v (5 (5 )—+—(—)a§i)
OF 0*F O*F O*F O*F
—28—u+2x(2xa—+ya B >+y(2x8uav+y01}2> =
OF , O°F O*F , O°F
—26—u+4x W+4xy08 + 3/ 57

Pro dalsi parcidlni derivace druhého fadu uz nebudeme tak podrobné rozepisovat jednot-
livé kroky.

0*f 5 0 (8F> 0 <8F> oF

gy~ “og\ou) TVay\ae) T T
:4:1:y82—F+2x O°F —|—2202 —|—xy82F+a—F=
ou? Oudv Oudv ov? v
:41:y82—F+2(x +v°) O°F —|—wy82F+a—F
2 *f 8Fa 2 0 (OF auaﬁv OF o
0
o =2 a0 2y (au) o5, (50) =
—28—F++4y i—I—élacy O°F + 2? i
ou ou? Oudv o2’

Taylortv polynom funkce vice proménnych

Na zavér této prednasky uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci n proménnych,
coz je vlastné nahrazeni funkce f(x) v okoli bodu a polynomem, o kterém jsme se zminili
na zacatku prednasky.
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Véta. Necht m4d funkce f(x) v kazdém bodé tsecky x = a + th, t € (0,1) diferencial
(k + 1)-ntho radu. Pak existuje © € (0,1) takové, ze

1
(k+1)!

Flath) = f(a) + 1 df(a, )+ d*Fa b+ o d flah) d"*1 f(a+Oh, h)

k!

DUKAz: Uvazujme funkci F(t) = f(a+th), t € (0,1). Protoze m4 funkce f(x) v bodech tsecky
a+th, t € (0,1) diferencidl (k + 1)-niho fadu, méa v téchto bodech také funkce F'(t) derivace
az do fadu (k + 1). Podle Taylorova vzorce pro funkei jedné redlné proménné existuje © € (0,1)

takové, ze

F0),  F'(0)
t t .. t

oty e P

A protoze F(t) = f(a+ th) a funkce f(x) maji diferencidly az do fadu (k + 1), plati F)(t) =

d"f(a+th,h) pro kazdé r =0, 1, ..., k+ 1.

F®0) ,  FEY(0)

F(t) = F(0) +

Bez dukazu uvedeme jesté jednu vétu, kterd ukazuje, jak lze pomoci diferencidlu apro-
ximovat funkci n proménnych polynomy.

Véta. Necht je f(x) € Cx(M), kde M C R" je oteviend konvexn{ mnozina a a € M. Pro
kazdé h, pro které je a+ h € M plati

fla+h) :f(a)+%df(a,h)+%d2f(a,h)+...+%dkf(a,h)Jr??k(a,h),

kde Tim @ D)

= 0.
h—o |[h][*

Definice. Necht m4 funkce f(x) a v bodé a diferenciél k—tého fddu. Pak se polynom

Ty (x) :f(a)—i—%df(a,x—a)—l—%d2f(a,x—a)+...+%dkf(a,x—a)

stupné k v proménnych x;, i = 1, 2, ..., n, nazyva Tayloriuv polynom stupné k funkce
f(x) se sttedem v bodé a.

Piiklad. Najdéte Tayloruv polynom stupné 2 funkce f(x,y) = xarctgg se stiedem v
x

bodé a = [1,1].

RESENT: Parcialni derivace prvnfho a druhého fadu funkee f(z,%) jsme nasli v (5) a (6).

Protoze L / . 1 / L
f,1) =1ir, 1,1 =ir -1, f01) =1,
L =) 0=t 1 = -4,
je

df(L,1z—1y—1)=Er-Ha-1)+iy-1),
dzf([l,l],a:—l,y—l) = —%(l’—l

Tayloruv polynom stupné 2 se sttedem v bodé [1, 1] je

Dz,y)=gr+3(m=2)e-D+5@u-1)—3@-1)+5@-1F-1)-;@H-1"

11



