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Osnova přednášky
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Jak jsme se už zmı́nili dř́ıve, je diferenciálńı počet založen na tom, že se danou funkci
y = f(x) snaž́ıme v okoĺı bodu a aproximovat polynomy. V minulých přednáškách jsme
se snažili aproximovat danou funkci polymomem prvńıho řádu, tj. lineárńı funkćı. To nás
vedlo k pojmu diferenciálu funkce. Nyńı se budeme snažit aproximovat funkci y = f(x) v
okoĺı bodu a polynomy vyšš́ıho řádu.

Diferenciál a parciálńı derivace druhého řádu

Při aproximaci kvadratickými polynomy se snaž́ıme zapsat funkci ve tvaru

f(a + h) = f(a) +
n∑

i=1

cihi +
n∑

j,k=1

cjkhjhk + η2(a,h) , kde lim
h→0

∣∣η2(a,h)
∣∣

‖h‖2
= 0 .

Je zřejmé, že taková funkce f(x) muśı mı́t v bodě a prvńı diferenciál

df(a,h) =
n∑

i=1

cihi =
n∑

i=1

f ′,i(a) hi ,
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tedy muśı platit

f(a + h) = f(a) + df(a,h) +
n∑

j,k=1

cjkhjhk + η2(a,h) , kde lim
h→0

∣∣η2(a,h)
∣∣

‖h‖2
= 0 .

Měli byste vědět, že pro funkci jedné proměnné F (t), která má druhou derivaci, je
taková aproximace dána Taylorovým polynomem druhého řádu, tj.

F (a + τ) = F (a) + F ′(a)τ + 1
2
F ′′(a)τ 2 + η2(a, τ) , kde lim

τ→0

∣∣η2(a, τ)
∣∣

τ 2
= 0 . (1)

V analogii s t́ımto vztahem budeme pro funkci n proměnných psát

f(a + h) = f(a) + df(a,h) + 1
2
d2f(a,h) + η2(a,h)

a kvadratickou funkci d2f(a,h) proměnné h nazývat diferenciálem funkce f(x) druhého
řádu v bodě a.

Podobně jako pro derivaci podle vektoru vezmeme h pevné a definujme funkci jedné
proměnné F (t) = f(a + th). Pokud má tato funkce v bodě t = 0 derivaci druhého řádu,
plat́ı pro ńı podle (1)

F (t) = F (0) + F ′(0)t + 1
2
F ′′(0)t2 + η2(0, t) .

Protože F (0) = f(a) a předpokládáme, že je funkce f(x) diferencovatelná v bodě a, je

F ′(0) = f ′h(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) hi .

Pro druhou derivaci funkce F (t) dostaneme formálně

F ′′(t) =
d

dt

(
F ′(t)

)
=

d

dt

( n∑
i=1

∂f

∂xi

(a + th) hi

)
=

n∑
i,k

∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a + th) hihk .

Tedy pro t = 0 je formálně

F ′′(0) =
n∑
i,k

∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a) hihk .

Aby tyto úvahy nebyly pouze formálńı, budeme požadovat, aby byly všechny funkce
∂f

∂xi
diferencovatelné v bodě a. To nás vede k následuj́ıćı definici.

Definice. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a diferenciál druhého řádu nebo krátce
druhý diferenciál, jestliže

1. funkce f(x) má diferenciál v nějakém okoĺı bodu a,

2. všechny parciálńı derivace f ′,i(x) jsou diferencovatelné v bodě a.
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Druhý diferenciál funkce f(x) v bodě a budeme značit d2f(a,h) a je to kvadratická forma
(funkce) proměnné h

d2f(a,h) = d
(
df(x,h)

)
(a,h) =

n∑
i,k=1

∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a) hihk , (2)

kde df(x,h) považujeme za funkci proměnné x.
Pro zobrazeńı F(x) do Rk definujeme druhý diferenciál po složkách, tj. zobrazeńı F(x)

má druhý diferenciál v bodě a právě tehdy, když každá jeho složka Fr(x), r = 1, 2, . . . , k,
má druhý diferenciál v bodě a. Diferenciál každé složky je pak dán vztahem (2), kde
nahrad́ıme funkci f(x) funkćı Fr(x).

Ze vztahu (2) vid́ıme, že pro výpočet diferenciálu druhého řádu budeme potřebovat
parciálńı derivace parciálńıch derivaćı, tzv. parciálńı derivace druhého řádu, neboli druhé
parciálńı derivace.

Definice. Necht’ existuje parciálńı derivace
∂f

∂xi

(x) funkce f(x) v nějakém okoĺı bodu

a. Jestliže existuje parciálńı derivace
∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a), nazýváme toto č́ıslo druhá parciálńı

derivace funkce f(x) podle proměnných xi a xk v bodě a.

Pro druhé parciálńı derivace budeme často použ́ıvat značeńı

∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a) =

∂2f

∂xk∂xi

(a) = f ′′,ki(a) .

Poznámka. V obecném př́ıpadě je nutné zachovávat pořad́ı, ve kterém derivujeme, tj.
obecně neplat́ı f ′′,ki(a) = f ′′,ik(a). Ale např́ıklad vztah (2) pro druhý diferenciál už na pořad́ı
derivaćı nezáviśı. Pro funkce, které maj́ı druhý diferenciál plat́ı následuj́ıćı d̊uležitá věta.

Věta. Necht’ je f(x1, x2) funkce dvou proměnných, jej́ıž parciálńı derivace f ′,1(x) a f ′,2(x)
existuj́ı v nějakém okoĺı bodu a = (a1, a2). Jestliže maj́ı funkce f ′,1(x) a f ′,2(x) diferenciál
v bodě a, je f ′′,12(a) = f ′′,21(a).

Důkaz: Necht’ parciálńı derivace f ′,1(x) a f ′,2(x) existuj́ı na množině Kδ = (a1−δ, a1 +δ)× (a2−
δ, a2 + δ) pro 0 < h < δ uvažujme funkci

F (h) =
1
h2

(
f(a1 + h, a2 + h)− f(a1 + h, a2)− f(a1, a2 + h) + f(a1, a2)

)
.

Zvolme h pevné a označme ϕ(x1) = f(x1, a2 + h)− f(x1, a2). Protože F (h) =
1
h2

(
ϕ(a1 + h)−

ϕ(a1)
)
, plyne z Lagrangeovy věty o středńı hodnotě, že existuje Θ ∈ (0, 1) takové, že

F (h) =
ϕ′(a1 + Θh)

h
.

A protože ϕ′(x1) = f ′,1(x1, a2 + h)− f ′,1(x1, a2), dostaneme

F (h) =
1
h

(
f ′,1

(
a1 + Θh, a2 + h

)
− f ′,1

(
a1 + Θh, a2

))
.
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Protože je parciálńı derivace f ′,1(x) diferencovatelná v bodě a, je

f ′,1
(
a1 + Θh, a2 + h

)
= f ′,1(a) + f ′′,11(a)Θh+ f ′′,21(a)h+ η

(
a, (Θh, h)

)
,

f ′,1
(
a1 + Θh, a2

)
= f ′,1(a) + f ′′,11(a)Θh+ η

(
a, (Θh, 0)

)
.

Proto je

F (h) = f ′,21(a) +
η(a,Θh, h)

h
−
η
(
a, (Θh, 0)

)
h

.

Když použijeme toho, že lim
h→0

η(a,h)
‖h‖

= 0, dostaneme v limitě

lim
h→0+

F (h) = f ′′,21(a) .

Analogicky, pouze s t́ım rozd́ılem, že mı́sto funkce ϕ(x1) zavedeme funkci ψ(x2) = f(a1+h, x2)−
f(a1, x2), se ukáže, že

lim
h→0+

F (h) = f ′′,12(a) .

Srovnáńım těchto limit pak dostaneme uvedené tvrzeńı.

Důsledek. Má-li funkce f(x) druhý diferenciál v bodě a, plat́ı pro každé i, k = 1, 2, . . . , n

∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
(a) =

∂

∂xi

( ∂f

∂xk

)
(a) .

Důkaz: Protože funkce dvou proměnných

F (xi, xk) = f
(
a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an

)
má diferenciál druhého řádu, splňuje všechny předpoklady předchoźı věty, ze které plyne bez-
prostředně uvedené tvrzeńı.

Protože pro funkce, které maj́ı druhý diferenciál jsou parciálńı derivace záměnné, tj.
nezáviśı na pořad́ı, ve kterém derivujeme, lze vztah (2) psát ve tvaru

d2f(a,h) =
n∑

i=1

f ′′,ii(a) h2
i +

∑
i6=k

f ′,ik(a) hikk =
n∑

i=1

f ′′,ii(a) h2
i + 2

∑
1≤i<k≤n

f ′′,ik(a) hihk . (3)

Velmi často se i pro diferenciály druhého řádu použ́ıvá pro nezávisle proměnné hi značka
dxi. Pak má vztah (3) v obecném bodě x tvar

df =
n∑

i,k=1

f ′′,ik(x) dxi dxk =
n∑

i=1

f ′′,ii(x) dx2
i + 2

∑
1≤i<k≤n

f ′′,ik(x) dxi dxk . (4)

Speciálně pro funkci tř́ı proměnných f(x, y, z) je

df(x, y, z) = f ′′,xx dx2 + f ′′,yy dy2 + f ′′,zz dz2 + 2f ′′,xy dx dy + 2f ′′,xz dx dz + 2f ′′,yz dy dz .

Poznámka. Existuje ještě jeden užitečný zápis druhého diferenciálu funkce f(x). Zavedeme
tzv. Hessovu matici

H(x) =
(
Hik(x)

)
=

(
f ′′ik(x)

)
, tj. H(x) =


f ′′11(x) f ′′12(x) . . . f ′′1n(x)

f ′′21(x) f ′′22(x) . . . f ′′2n(x)

...
...

. . .
...

f ′′n1(x) f ′′n2(x) . . . f ′′nn(x)

 .
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Ze záměnnosti druhých parciálńıch derivaćı plyne, že Hessova matice je symetrická, tj.
plat́ı HT (x) = H(x). Když zavedeme sloupcovou matici

h =


h1

h2
...

hn

 , resp. dx =


dx1

dx2
...

dxn

 ,

lze druhý diferenciál (3), resp. (4), zapsat jako

d2f = hTH(x)h , resp. d2f =
(
dx

)T
H(x)dx .

kde hT , resp.
(
dx)

)T
je transponovaná matice (tj. řádek) k matici (sloupci) h, resp. dx.

Tento tvar druhého diferenciálu se nám bude hodit později.

Uvedená věta o záměnnosti parciálńıch derivaćı vyžaduje existenci diferenciálu všech
prvńıch parciálńıch derivaćı. Tento předpoklad se dá v konkrétńıch př́ıpadech poměrně
složitě ověřit. Jedna z možnost́ı, jak zajistit existenci druhého diferenciálu, dává následu-
j́ıćı věta.

Věta. Necht’ má funkce f(x) v nějakém okoĺı bodu a všechny parciálńı derivace druhého
řádu, které jsou spojité v bodě a. Pak má funkce f(x) v bodě a diferenciál druhého řádu.

Důkaz: Protože jsou všechny druhé parciálńı derivace spojité v bodě a, maj́ı podle věty z minulé
přednášky všechny parciálńı derivace f ′,i(x) diferenciál v bodě a. Tedy funkce f(x) má v bodě
a druhý diferenciál.

Z uvedené věty plyne, že pokud má funkce f(x) na otevřené množině M spojité všechny
druhé parciálńı derivace, maj́ı na M druhý diferenciál a pro každé x ∈ M plat́ı f ′′,ik(x) =
f ′′,ki(x). Pro množinu všech funkćı f(x), které maj́ı na otevřené množině M spojité všechny
parciálńı derivace druhého řádu, se zavád́ı speciálńı označeńı.

Definice. Jestliže má zobrazeńı f(x) na otevřené množině M ⊂ Rn spojité parciálńı de-
rivace druhého řádu, tj. všechny jeho složky fr(x) maj́ı na množině M spojité parciálńı
derivace druhého řádu, nazývá se zobrazeńı tř́ıdy C2 na množině M . Množina všech zob-
razeńı tř́ıdy C2 na množině M se obvykle znač́ı C2(M).

Tvrzeńı předchoźı věty lze formulovat také tak, že zobrazeńı tř́ıdy C2(M) má na
množině M diferenciál druhého řádu a všechny jeho parciálńı derivace druhého řádu jsou
záměnné.

V minulé přednášce jsme zavedli zobrazeńı tř́ıdy C0(M) a C1(M). Snadno se ukáže,
že plat́ı inkluze C2(M) ⊂ C1(M) ⊂ C0(M).

Ale abychom ověřili předpoklady posledńı věty, muśıme znát obě parciálńı derivace f ′′,ik(a)
a f ′′,ki(a). Z toho d̊uvodu nemá uvedená věta pro zjǐst’ováńı záměnnosti parciálńıch derivaćı
praktický význam. Bez d̊ukazu (i když ten neńı až tak složitý) uvedeme ještě jednu větu.

Věta. Necht’ v nějakém okoĺı bodu a existuj́ı parciálńı derivace f ′,i(x) a f ′,k(x) a necht’ je f ′′,ki(x) =(
f ′,i

)′
,k

(x) spojitá v bodě a. Pak v bodě a existuje f ′′,ik(a) =
(
f ′,k

)′
,i
(a) a plat́ı f ′′,ik(a) = f ′′ki(a).
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Př́ıklad. Najděte druhý diferenciál funkce f(x, y) = x arctg
y

x
v bodě a = [1, 1].

Řešeńı: Pro parciálńı derivace funkce f(x, y) dostaneme

∂f

∂x
= arctg

y

x
− xy

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

x2

x2 + y2
. (5)

Druhé parciálńı derivace funkce f(x, y)

∂2f

∂x2
=

−2y3

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂x∂y
=

2xy2

(x2 + y2)2
,

∂2f

∂y2
=

−2x2y

(x2 + y2)2
(6)

jsou spojité na celém R2 \ {[0, 0]}. Proto existuje druhý diferenciál funkce f(x, y) v bodě
[1, 1] a podle (3) nebo (4) je

d2f(1, 1) = −1
2
h2

1 + h1h2 − 1
2
h2

2 = −1
2

dx2 + dx dy − 1
2
dy2 .

Parciálńı derivace a diferenciál k–tého řádu

Parciálńı derivace k–tého řádu budeme definovat jako parciálńı derivaci parciálńı de-
rivace (k − 1)–ńıho řádu.

Definice. Jestliže existuje parciálńı derivace

∂

∂xik

(
∂k−1f

∂xik−1
∂xik−2

. . . ∂xi1

)
(a) =

∂kf

∂xik∂xik−1
. . . ∂xi1

(a) = f
(k)
,ikik−1...i1

(a) ,

nazývá se parciálńı derivace funkce f(x) řádu k podle proměnných xi1 , xi2 , . . . , xik v
bodě a.

Stejně jako pro parciálńı derivace druhého řádu záviśı obecně parciálńı derivace k–
tého řádu na pořad́ı, ve kterém derivujeme. Ale plat́ı věty analogické uvedeným větám
pro druhou derivaci, které zaručuj́ı, že jsou parciálńı derivace záměnné.

Věta. Necht’ jsou všechny parciálńı derivace funkce f(x) do řádu (k − 2) včetně diferen-
covatelné v nějakém okoĺı bodu a a všechny (k− 1)–ńı parciálńı derivace maj́ı diferenciál
v bodě a. Pak existuj́ı všechny parciálńı derivace funkce f(x) do řádu k včetně a nezáviśı
na pořad́ı, ve kterém derivujeme.

Věta. Necht’ v nějakém okoĺı bodu a existuj́ı všechny parciálńı derivace funkce f(x) až do
řádu k včetně a všechny parciálńı derivace řádu k jsou spojité v bodě a. Pak jsou všechny
parciálńı derivace funkce f(x) až do řádu k včetně záměnné.

Z praktického hlediska je nejd̊uležitěǰśı př́ıpad, kdy má funkce f(x) na otevřené množi-
ně M spojité všechny parciálńı derivace až do řádu k včetně. Pro takové funkce zavád́ıme
speciálńı označeńı.

Definice. Jestliže má zobrazeńı f(x) na otevřené množině M ⊂ Rn spojité parciálńı
derivace do řádu k včetně, tj. všechny jeho složky fr(x) maj́ı na množině M spojité
parciálńı derivace do řádu k, nazývá se zobrazeńı tř́ıdy Ck na množině M . Množina všech
zobrazeńı tř́ıdy Ck na množině M se obvykle znač́ı Ck(M).
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Z uvedených vět plyne

Věta. Je-li f(x) ∈ Ck(M), jsou všechny parciálńı derivace funkce f(x) až do řádu k
včetně v každém bodě množiny M záměnné.

Poznámka. Jestliže jsou všechny parciálńı derivace funkce f(x) do řádu k v bodě a
záměnné, použ́ıvá se obvykle pro parciálńı derivaci zkrácené označeńı

∂kf

∂xi1∂xi1 . . . ∂xik

(a) =
∂kf

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkn
n

(a) ,

kde k = k1 + k2 + . . . + kn a k1 je počet parciálńıch derivaćı podle proměnné x1, k2 počet
parciálńıch derivaćı podle proměnné x2 atd. Přitom pro ki = 0 se symbol ∂x0

i vynechává.
Např́ıklad

f
(7)
,1214514(a) =

∂7f

∂x1∂x2∂x1∂x4∂x5∂x1∂x4

(a) =
∂7f

∂x3
1∂x2∂x2

4∂x5

(a) .

Nyńı zavedeme diferenciál k–tého řádu. Definice je v podstatě zobecněńı definice di-
ferenciálu druhého řádu, který byl definován jako diferenciál diferenciálu prvńıho řádu.

Definice. Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a diferenciál řádu k nebo diferenciál k–tého
řádu, jestliže:

1. všechny parciálńı derivace funkce f(x) až do řádu (k−2) včetně jsou diferencovatelné
v nějakém okoĺı bodu a,

2. všechny parciálńı derivace funkce f(x) řádu (k− 1) jsou diferencovatelné v bodě a.

Diferenciál řádu k funkce f(x) v bodě a, tj. dkf(a,h), je pak definován vztahem

dkf(a,h) = d
(
dk−1f(x,h)

)
(a,h) , (7)

kde diferenciál (k − 1)–ńıho řádu považujeme za funkci proměnné x.

Diferenciál k-tého řádu zobrazeńı F(x) je definován po složkách.

Poznámka. Z definice diferenciálu k–tého řádu (7) plyne, že diferenciál k–tého řádu v
bodě a je mocninná funkce vektorové proměnné h stupně k.

Př́ımo z definice diferenciálu k–tého řádu a uvedených vět o záměnnosti parciálńıch
derivaćı plyne

Věta. Jestliže má funkce f(x) v bodě a diferenciál k–tého řádu, jsou všechny jej́ı parciálńı
derivace do řádu k včetně v bodě a záměnné.

Snadné d̊usledky definice diferenciálu k–tého řádu a předchoźıch vět jsou následuj́ıćı
dvě věty.

Věta. Má-li zobrazeńı F(x) na množině M diferenciál řádu k, tj. má diferenciál řádu k v
každém bodě množiny M , je tř́ıdy Ck−1(M).

Věta. Je-li zobrazeńı F(x) ∈ Ck(M), má na množině M diferenciál k–tého řádu.
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Z těchto vět plyne inkluze

C0(M) ⊃ C1(M) ⊃ C2(M) ⊃ . . . ⊃ Ck(M) ⊃ . . . .

Definice. Zobrazeńı F(x) se nazývá tř́ıdy C∞(M) nebo hladké na M , jestliže je tř́ıdy
Ck(M) pro každé k ∈ N.

Poznámka. Se zobrazeńımi tř́ıdy C∞(M) se už docela dobře poč́ıtá. Ale jsou ještě lepš́ı zobrazeńı,
které se daj́ı v nějakém okoĺı každého bodu x ∈ M vyjádřit pomoćı mocninné řady. Taková
zobrazeńı se nazývaj́ı analytická a obvykle se jejich množina znač́ı Cω(M).

Jak již v́ıme, diferenciály prvńıho řádu lze vyjádřit pomoćı parciálńıch derivaćı prvńıho
řádu jako

df(x,h) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(x) hi .

Z definice (7) plyne pro diferenciál druhého řádu

d2f(x,h) =
n∑

i,k=1

∂2f

∂xi∂xk

(x) hihk

a obecně dostaneme pro diferenciál k–tého řádu

dkf(x,h) =
n∑

i1,i2,...,ik=1

∂kf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

(x) hi1hi2 . . . hik . (8)

Jestliže si uvědomı́me, že jsou parciálńı derivace v (8) záměnné, vid́ıme, že členy, které se
lǐśı pouze pořad́ım parciálńıch derivaćı, jsou stejné. Počet permutaćı k–prvkové množiny
je k!. Jestliže se parciálńıch derivaćıch objevuje index x1 k1–krát, počet derivaćı podle
druhé proměnné k2–krát atd., nezměńı se permutace, jestliže permutujeme k1–prvkovou
množinu, která obsahuje parciálńı derivace podle x1, k2–prvkovou množinu, která obsahuje
parciálńı derivace podle x2 atd. Po tomto uspořádáńı lze (8) zapsat ve tvaru

dkf(x,h) =
∑

k1+k2+...+kn=k

k!

k1! · k2! · . . . · kn!

∂kf

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkn
n

(x) hk1
1 hk2

2 . . . hkn
n . (9)

Poznámka. Pro funkci dvou proměnných má vztah (9) tvar

d2f(x,h) =
∑

r+s=k

k!
r! · s!

∂kf

∂xr
1∂x

s
2

(x)hr
1h

s
2 =

k∑
r=0

k!
r! · (k − r)!

∂kf

∂xr
1∂x

k−r
2

(x)hr
1h

k−r
2 =

=
k∑

r=0

(
k

r

)
∂kf

∂xr
1∂x

k−r
2

(x)hr
1h

k−r
2 ,

který připomı́ná binomickou známou větu

(a1 + a2)k =
k∑

r=0

(
k

r

)
ar

1a
k−r
2 .
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Proto lze formálně psát k–tý diferenciál funkce dvou proměnných ve tvaru

dkf(x,h) =
(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2

)k
f(x) .

Pro součet n člen̊u má binomická věta tvar

(a1 + a2 + . . .+ an)k =
∑

k1+k+2+...+kn=k

k!
k1! · k2! · . . . · kn!

ak1
1 a

k2
2 . . . akn

n ,

a proto lze opět formálně psát

dkf(x,h) =
(
h1

∂

∂x1
+ h2

∂

∂x2
+ . . .+ hn

∂

∂xn

)k
f(x) .

Parciálńı derivace a difereciály vyšš́ıch řádu složené funkce

Nyńı se budeme zabývat parciálńımi derivacemi složené funkce. Z minulé přednášky
v́ıme, že je-li F (y) diferencovatelná definovaná na množině Y ⊂ Rm a y = y(x) diferen-
covatelné zobrazeńı množiny X ⊂ Rn do množiny Y , je složená funkce f(x) = F

(
y(x)

)
diferencovatelná na množině X a pro jej́ı parciálńı derivace plat́ı

∂f

∂xi

(x) =
m∑

r=1

∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂yr

∂xi

(x) . (10)

Jestliže je F (y) ∈ C2(Y ) a y(x) ∈ C2(X) (ale stač́ı i slabš́ı předpoklady), můžeme rovnost
(10) derivovat podle xk. A protože jsou za uvedených předpoklad̊u všechny parciálńı
derivace druhého řádu záměnné, dostaneme

∂2f

∂xi∂xk

=
∂

∂xk

( ∂f

∂xi

)
=

m∑
r=1

∂

∂xk

(∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂yr

∂xi

(x)
)

=

=
m∑

r=1

(
∂

∂xk

(∂F

∂yr

(
y(x)

))∂yr

∂xi

(x) +
∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂

∂xk

(∂yr

∂xi

(x)
))

=

=
m∑

r=1

(
m∑

s=1

∂

∂ys

(∂F

∂yr

)(
y(x)

) ∂ys

∂xk

(x)
∂yr

∂xi

(x) +
∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂2yr

∂xi∂xk

(x)

)
=

=
m∑

r,s=1

∂2F

∂yr∂ys

(
y(x)

) ∂ys

∂xk

(x)
∂yr

∂xi

(x) +
m∑

r=1

∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂2yr

∂xi∂xk

(x) ,

kde jsme pro parciálńı derivaci
∂

∂xk

(∂F

∂yr

(
y(x)

))
museli použ́ıt vztah pro derivaci složené

funkce.

Pro parciálńı derivace vyšš́ıho řádu plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta. Necht’ jsou X ⊂ Rn a Y ⊂ Rm otevřené množiny. Necht’ je g : X → Y zobrazeńı
tř́ıdy Ck(X) a funkce F : Y → R je tř́ıdy Ck(Y ). Pak je složená funkce f = F ◦g : X → R
tř́ıdy Ck(X).

Parciálńı derivace vyšš́ıho řádu složené funkce je poč́ıtaj́ı podobně, jak jsme výše
ukázali pro parciálńı derivace druhého řádu.
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Př́ıklad. Necht’ je funkce F (u, v) ∈ C2(R2) a funkce f(x, y) je definována vztahem
f(x, y) = F

(
u(x, y), v(x, y)

)
, kde u(x, y) = x2 + y2 a v(x, y) = xy. Vyjádřete parciálńı

derivace
∂2f

∂x2
,

∂2f

∂x∂y
a

∂2f

∂y2
pomoćı parciálńıch derivaćı

∂F

∂u
,

∂F

∂v
,

∂2F

∂u2
,

∂F

∂u∂v
a

∂2F

∂v2
.

Řešeńı: Nejprve najdeme parciálńı derivace

∂u

∂x
= 2x ,

∂u

∂y
= 2y ,

∂v

∂x
= y ,

∂v

∂y
= x ,

které budeme při výpočtu často potřebovat. Podle věty o parciálńı derivaci složené funkce
dostaneme pro parciálńı derivace prvńıho řádu

∂f

∂x
=

∂F

∂u

∂u

∂x
+

∂F

∂v

∂v

∂x
= 2x

∂F

∂u
+ y

∂F

∂v
,

∂f

∂y
=

∂F

∂u

∂u

∂y
+

∂F

∂v

∂v

∂y
= 2y

∂F

∂u
+ x

∂F

∂v
.

Druhé parciálńı derivace źıskáme tak, že derivujeme prvńı parciálńı derivace. Muśıme si
ale uvědomit, že pokud derivujeme funkci F nebo jej́ı derivace, jedná se o derivaci složené
funkce. Postupně dostaneme

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
2x

∂F

∂u

)
+

∂

∂x

(
y

∂F

∂v

)
= 2

∂F

∂u
+ 2x

∂

∂x

(∂F

∂u

)
+ y

∂

∂x

(∂F

∂v

)
=

= 2
∂F

∂u
+ 2x

(
∂

∂u

(∂F

∂u

) ∂u

∂x
+

∂

∂v

(∂F

∂u

) ∂v

∂x

)
+ y

(
∂

∂u

(∂F

∂v

) ∂u

∂x
+

∂

∂v

(∂F

∂v

) ∂v

∂x

)
= 2

∂F

∂u
+ 2x

(
2x

∂2F

∂u2
+ y

∂2F

∂u∂v

)
+ y

(
2x

∂2F

∂u∂v
+ y

∂2F

∂v2

)
=

= 2
∂F

∂u
+ 4x2 ∂2F

∂u2
+ 4xy

∂2F

∂u∂v
+ y2 ∂2F

∂v2
.

Pro daľśı parciálńı derivace druhého řádu už nebudeme tak podrobně rozepisovat jednot-
livé kroky.

∂2f

∂x∂y
= 2x

∂

∂y

(∂F

∂u

)
+ y

∂

∂y

(∂F

∂v

)
+

∂F

∂v
=

= 4xy
∂2F

∂u2
+ 2x2 ∂2F

∂u∂v
+ 2y2 ∂2F

∂u∂v
+ xy

∂2F

∂v2
+

∂F

∂v
=

= 4xy
∂2F

∂u2
+ 2

(
x2 + y2

) ∂2F

∂u∂v
+ xy

∂2F

∂v2
+

∂F

∂v
,

∂2f

∂y2
= 2

∂F

∂u
+ 2y

∂

∂y

(∂F

∂u

)
+ x

∂

∂y

(∂F

∂v

)
=

= 2
∂F

∂u
+ +4y2 ∂2F

∂u2
+ 4xy

∂2F

∂u∂v
+ x2 ∂2F

∂v2
.

Taylor̊uv polynom funkce v́ıce proměnných

Na závěr této přednášky uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci n proměnných,
což je vlastně nahrazeńı funkce f(x) v okoĺı bodu a polynomem, o kterém jsme se zmı́nili
na začátku přednášky.
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Věta. Necht’ má funkce f(x) v každém bodě úsečky x = a + th, t ∈ 〈0, 1〉 diferenciál
(k + 1)–ńıho řádu. Pak existuje Θ ∈ (0, 1) takové, že

f(a+h) = f(a)+
1

1!
df(a,h)+

1

2!
d2f(a,h)+. . .+

1

k!
dkf(a,h)+

1

(k + 1)!
dk+1f(a+Θh,h)

Důkaz: Uvažujme funkci F (t) = f(a + th), t ∈ 〈0, 1〉. Protože má funkce f(x) v bodech úsečky
a + th, t ∈ 〈0, 1〉 diferenciál (k + 1)–ńıho řádu, má v těchto bodech také funkce F (t) derivace
až do řádu (k+ 1). Podle Taylorova vzorce pro funkci jedné reálné proměnné existuje Θ ∈ (0, 1)
takové, že

F (t) = F (0) +
F ′(0)

1!
t+

F ′′(0)
2!

t2 + . . .+
F (k)(0)
k!

tk +
F (k+1)(Θ)
(k + 1)!

.

A protože F (t) = f(a + th) a funkce f(x) maj́ı diferenciály až do řádu (k + 1), plat́ı F (r)(t) =
drf(a + th,h) pro každé r = 0, 1, . . . , k + 1.

Bez d̊ukazu uvedeme ještě jednu větu, která ukazuje, jak lze pomoćı diferenciál̊u apro-
ximovat funkci n proměnných polynomy.

Věta. Necht’ je f(x) ∈ Ck(M), kde M ⊂ Rn je otevřená konvexńı množina a a ∈ M . Pro
každé h, pro které je a + h ∈ M plat́ı

f(a + h) = f(a) +
1

1!
df(a,h) +

1

2!
d2f(a,h) + . . . +

1

k!
dkf(a,h) + ηk(a,h) ,

kde lim
h→0

∣∣ηk(a,h)
∣∣

‖h‖k
= 0.

Definice. Necht’ má funkce f(x) a v bodě a diferenciál k–tého řádu. Pak se polynom

Tk

(
x) = f(a) +

1

1!
df(a,x− a) +

1

2!
d2f(a,x− a) + . . . +

1

k!
dkf(a,x− a)

stupně k v proměnných xi, i = 1, 2, . . . , n, nazývá Taylor̊uv polynom stupně k funkce
f(x) se středem v bodě a.

Př́ıklad. Najděte Taylor̊uv polynom stupně 2 funkce f(x, y) = x arctg
y

x
se středem v

bodě a = [1, 1].

Řešeńı: Parciálńı derivace prvńıho a druhého řádu funkce f(x, y) jsme našli v (5) a (6).
Protože

f(1, 1) = 1
4
π , f ′,x(1, 1) = 1

4
π − 1

2
, f ′,y(1, 1) = 1

2
,

f ′′,xx(1, 1) = −1
2
, f ′′,xy(1, 1) = 1

2
, f ′′,yy(1, 1) = −1

2
,

je

df
(
[1, 1], x− 1, y − 1

)
=

(
1
4
π − 1

2

)
(x− 1) + 1

2
(y − 1) ,

d2f
(
[1, 1], x− 1, y − 1

)
= −1

2
(x− 1)2 + (x− 1)(y − 1)− 1

2
(y − 1)2 ,

Taylor̊uv polynom stupně 2 se středem v bodě [1, 1] je

T2(x, y) = 1
4
π + 1

4
(π − 2)(x− 1) + 1

2
(y − 1)− 1

4
(x− 1)2 + 1

2
(x− 1)(y − 1)− 1

4
(y − 1)2 .
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