
Přednáška 11

Funkce definované implicitně a regulárńı zobrazeńı
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rovnićı F (x, y) = 0.
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Funkce definované implicitně

V prvńı části této přednášky se budeme zabývat následuj́ıćım problémem:

Je dáno s spojitých funkćı (r + s) proměnných

Fk(x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys) = Fk(x,y) , k = 1, 2, . . . , s .

Otázka je, kdy existuj́ı, alespoň lokálně, tj. v okoĺı daného bodu [a,b], spojité funkce
y1 = f1(x), y2 = f2(x), . . . , ys = fs(x) takové, že pro každé k = 1, 2, . . . , s plat́ı

Fk

(
x, f(x)

)
= Fk

(
x1, x2, . . . , xr, f1(x), f2(x), . . . , fs(x)

)
= 0

a jak naj́ıt jejich diferenciály, resp. parciálńı derivace.

Jak se obecně postupuje při řešeńı tohoto problému, ukážeme na nejjednodušš́ım
př́ıkladě r = s = 1.

Př́ıklad. Uvažujme rovnici

F (x, y) = 2y3 − xy2 + 2x2 − 5xy + y2 + 2x− y = (2y − x− 1)(y2 − 2x + y) = 0 . (1)

Naš́ım úkolem je naj́ıt spojité funkce y = y(x) takové, že

F
(
x, y(x)

)
= 2y3(x)− xy2(x) + 2x2 − 5xy(x) + y2(x) + 2x− y(x) = 0 .
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Je zřejmé, že body, které odpov́ıdaj́ı řešeńı rovnice (1) lež́ı na př́ımce 2y − x− 1 = 0
nebo na parabole y2 − 2x + y = 0. Proto má rovnice (1) pro y řešeńı

y1 = 1
2
(x + 1) pro x ∈ R nebo

y2 = 1
2

(
−1 +

√
8x + 1

)
pro x ≥ −1

8
nebo

y3 = 1
2

(
−1−

√
8x + 1

)
pro x ≥ −1

8
.

Obecně bychom za hodnotu y(x) pro každé x ≥ −1
8

mohli zvolit zcela libovolně jedno z
těchto tř́ı č́ısel. Např́ıklad funkce y(x) definovaná předpisem

y(x) =


1
2
(x + 1) pro x ≤ 0 ,

1
2

(
−1 +

√
8x + 1

)
pro x > 0 , x je racionálńı ,

1
2

(
−1−

√
8x + 1

)
pro x > 0 , x je iracionálńı ,

je řešeńım rovnice (1).
Nás ale nebudou zaj́ımat obecná řešeńı rovnic, ale pouze řešeńı, která jsou spojitá v

okoĺı daného x0. Pro takové x0 vybereme jedno z řešeńı rovnice (1). Např́ıklad pro x0 = 6
muśı mı́t y jednu z hodnot y1(6) = 7

2
nebo y2(6) = 3 nebo y3(6) = −4. Zvolme nař́ıklad

řešeńı y(6) = 3, které odpov́ıdá bodu X0 = [x0; y0] = [6; 3], který lež́ı na horńı části
paraboly y2 + y = 2x.

Budeme tedy hledat funkci y = y(x), která splňuje rovnici (1), pro kterou plat́ı y(6) = 3
a která je v bodě x0 = 6 spojitá. Protože hledáme spojitou funkci, muśıme nějakým
zp̊usobem zaručit, že pro dostatečně malá δ > 0 nepřejde řešeńı pro x ∈ (x0− δ, x0 + δ) =
(6 − δ, 6 + δ) z horńı části paraboly na jej́ı dolńı čast nebo na př́ımku. Proto budeme
pro tato x hledat řešeńı rovnice (1) pouze v dostatečně malém okoĺı bodu bodu y0, tj.
pouze pro y ∈ (y0 − ∆, y0 + ∆) = (3 − ∆, 3 + ∆), kde ∆ > 0 je dostatečně malé na
to, aby se obdélńık 〈6 − δ, 6 + δ〉 × 〈3 − ∆, 3 + ∆〉 prot́ınal křivkou danou rovnićı (1)
pouze v horńı části paraboly, ale dostatečně velké na to, aby měla rovnice (1) pro každé
x ∈ (3− δ, 3+ δ) řešeńı v intervalu (3−∆, 3+∆). Toto řešeńı je pak jediné a rovné funkci
y = y(x) = 1

2

(
−1 +

√
8x + 1

)
.

Tyto úvahy selhávaj́ı ve vrcholu paraboly, tj. v bodě V =
[
−1

8
;−1

2

]
, kde nemůžeme

rozhodnou, zda řešeńı y = y(x) bereme z dolńı nebo horńı části paraboly, a v pr̊useč́ıćıch
paraboly s př́ımkou, tj. v bodech P+ =

[
3; 2] a P− = [1; 1], ve kterých nev́ıme, zda se máme

pohybovat po parabole nebo po př́ımce. Pro takové body [x1; y1] je charakteristické, že
pro ně plat́ı nejen rovnice (1), ale také

∂F

∂y
(x1, y1) = 6y2

1 − 2x1y1 − 5x1 + 2y1 − 1 = 0 .

Mimo těchto bod̊u je možné pro každý bod [x0; y0], pro který plat́ı rovnice (1) naj́ıt
δ > 0 a ∆ > 0 taková, že pro každé x ∈ (x0− δ, x0 + δ) má rovnice (1) právě jedno řešeńı,
které lež́ı v intervalu (y0 −∆, y0 + ∆). Toto řešeńı definuje v okoĺı (x0 − δ, x0 + δ) funkci
y = y(x) takovou, že F

(
x, y(x)

)
= 0.

Tato funkce je diferencovatelná a pro jej́ı diferenciál plat́ı rovnost

dF (x, y) =
∂F

∂x
dx +

∂F

∂y
dy = 0 . (2)
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A protože F ′
y(x, y) 6= 0, plyne z této rovnosti

dy(x) = −F ′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

dx = y′(x) dx , neboli y′(x) = −F ′
x(x, y)

F ′
y(x, y)

. (3)

V našem př́ıpadě je rovnost (2)(
−y2 + 4x− 5y + 2

)
dx +

(
6y2 − 2xy − 5x + 2y − 1

)
dy = 0 .

Pomoćı derivace funkce y(x) lze tuto rovnici psát jako

−y2+4x−5y+2+
(
6y2−2xy−5x+2y−1

)
y′ = 0 , tj. y′(x) =

y2 − 4x + 5y − 2

6y2 − 2xy − 5x + 2y − 1
.

Speciálně v bodě [x0; y0] = [6; 3] je

2 dx− 7 dy = 0 , neboli dy = 2
7
dx , tj. y′(6) = 2

7
.

O správnosti tohoto výsledku se můžete přesvědčit př́ımo derivaćı funkce y = y(x) =
1
2

(
−1 +

√
8x + 1

)
v bodě x = 6.

Mnohem složitěǰśı úvahy vedou k tzv. větě o implicitńıch funkćıch. Uvedeme ji nejprve
pro jednu rovnici (n + 1) proměnných F (x1, x2, . . . , xn, y) = 0.

Věta. Necht’ je A = [a, b] = [a1, a2, . . . , an; b]. Necht’ je funkce F (x, y) = F (x1, . . . , xn, y)

spojitá v jistém okoĺı bodu A a má v tomto okoĺı parciálńı derivaci
∂F

∂y
(x, y), která je

spojitá v bodě A. Necht’ plat́ı F (a, b) = 0 a
∂F

∂y
(a, b) 6= 0.

Pak existuj́ı δ > 0 a ∆ > 0 taková, že ke každému x ∈ I =
{
x ; ‖x− a‖ < δ

}
odpov́ıdá

právě jedno y ∈ J =
{
y ; |y − b| < ∆

}
takové, že F (x, y) = 0.

T́ım je definována funkce
y = ϕ(x1, x2, . . . , xn) ,

která je spojitá na množině I.
Jestliže má funkce F (x, y) na množině I×J diferenciál k–tého řádu, má funkce y = ϕ(x)
diferenciál k–tého řádu na množině I.
Jestliže je funkce F (x, y) ∈ Ck(I × J ), je i funkce y = ϕ(x) ∈ Ck(I).

Pro funkce definované implicitně lze naj́ıt jejich derivace nebo diferenciály, i když
samotné funkce explicitně vyjádřit neumı́me. V praxi postupujeme tak, že najdeme prvńı
diferenciál funkce F (x, y),

dF (x, y) =
n∑

i=1

∂F

∂xi

(x,y) dxi +
∂F

∂y
(x,y) dy = 0 (4)

a z ńı diferenciál dy funkce y = y(x). Řešeńı této lineárńı rovnice pro neznámou dy existuje

v bodech, kde parciálńı derivace
∂F

∂y
(x, y) 6= 0 a je

dy = −
n∑

i=1

F ′
xi

F ′
y

(x, y) dxi . (5)
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Protože dy =
n∑

i=1

∂y

∂xi

(x,y) dxi, dostaneme z (5) pro parciálńı derivace funkce y = y(x)

∂y

∂xi

(x) = −
F ′

xi
(x, y)

F ′
y(x, y)

. (6)

Lze ovšem postupovat i tak, že derivujeme rovnici F
(
x, y(x)

)
= 0 podle proměnné xi.

Když použijeme větu o parciálńıch derivaćıch složené funkce, źıskáme soustavu

∂F

∂xi

(x, y) +
∂F

∂y
(x, y)

∂y

∂xi

(x) = 0 , (7)

ze které opět plyne (6).

Abychom našli druhý diferenciál d2y, respektive druhé parciálńı derivace
∂2y

∂xi∂xj

(x),

spoč́ıtáme druhý diferenciál funkce F (x, y), respektive jej́ı druhou derivaci podle proměn-

ných xi a xj. T́ımto zp̊usobem źıskáme lineárńı rovnici pro d2y, respektive
∂2y

∂xi∂xj

(x),

která má opět za podmı́nky F ′
y(x, y) 6= 0 jediné řešeńı.

Př́ıklad. Najděte všechny druhé parciálńı derivace funkce z = z(x, y) v bodě [1; 2], která
je v okoĺı bodu A = [1, 2, 0] definována jako řešeńı rovnice

F (x, y, z) = 2x2 − y2 + z3 + 6xyz + 2x = 0 . (8)

Řešeńı: Nejprve ověř́ıme předpoklady věty o implicitńıch funkćıch. Dosazeńım snadno
zjist́ıme, že F (1, 2, 0) = 0. Funkce F (x, y, z) ∈ C∞(R3) a protože F ′

,z(x, y, z) = 3z2 + 6xy,
je F ′

,z(1, 2, 0) = 12 6= 0.
Protože jsou splněny všechny předpoklady věty o implicitńıch funkćıch, definuje rov-

nice (8) na nějakém okoĺı bodu [1, 2] funkci z = z(x, y), jej́ıž hodnoty lež́ı v jistém okoĺı
bodu z = 0.

Abychom našli parciálńı derivace této funkce, derivujeme rovnici

2x2 − y2 + z3(x, y) + 6xyz(x, y) + 2x = 0

podle proměnných x a y. Tyto derivace dávaj́ı

4x + 3z2 ∂z

∂x
+ 6yz + 6xy

∂z

∂x
+ 2 = 0 , tj. 6yz + 4x + 2 +

(
6xy + 3z2

) ∂z

∂x
= 0 ,

−2y + 3z2 ∂z

∂y
+ 6xz + 6xy

∂z

∂y
= 0 tj. 6xz − 2y +

(
6xy + 3z2

) ∂z

∂y
= 0 .

(9)

Toto jsou rovnice, ze kterých můžeme za podmı́nky F ′
,z(x, y, z) = 6xy + 3z2 6= 0 naj́ıt

parciálńı derivace
∂z

∂x
a

∂z

∂y
. Speciálně pro x = 1, y = 2 a z = 0 dostaneme

6 + 12
∂z

∂x
(1, 2) = 0 , −4 + 12

∂z

∂y
(1, 2) = 0 , tj.

∂z

∂x
(1, 2) = −1

2
,

∂z

∂y
(1, 2) =

1

3
.

4



Abychom našli druhé parciálńı derivace, derivujeme rovnice (9). Jestliže derivujeme prvńı
rovnici podle proměnné x, dostaneme

6y
∂z

∂x
+ 4 +

(
6y + 6z

∂z

∂x

)∂z

∂x
+

(
6xy + 3z2

) ∂2z

∂x2
= 0 .

Protože pro x = 1, y = 2 a z = 0 je z′,x = −1
2
, dostaneme z této rovnice

∂2z

∂x2
(1, 2) =

2

3
.

Jestliže derivujeme prvńı rovnici v (9) podle proměnné y, dostaneme vztah

6z + 6y
∂z

∂y
+

(
6x + 6z

∂z

∂y

)∂z

∂x
+

(
6xy + 3y2

) ∂2z

∂x∂y
= 0 ,

ze kterého pro x = 1, y = 2, z = 0, z′,x = −1
2

a z′,y = 1
3

plyne
∂2z

∂x∂y
(1, 2) = − 1

12
.

Pokud budeme derivovat druhou rovnici v (9) podle proměnné x, dostaneme opět z′′,xy.
Derivaćı druhé rovnice podle proměnné y, źıskáme rovnici

6x
∂z

∂y
− 2 +

(
6x + 6z

∂z

∂z

)∂z

∂y
+

(
6xy + 3z2

) ∂2z

∂y2
= 0 ,

ze které v daném bodě plyne
∂2z

∂y2
(1, 2) = −1

6
.

Ukážeme ještě postup, který použ́ıvá diferenciál̊u funkce F (x, y, z). Pro jej́ı diferenciál
plat́ı

dF (x, y, z) = 4x dx− 2y dy + 3z2 dz + 6yz dx + 6xz dy + 6xy dz + 2 dx =

= (6yz + 4x + 2) dx + (6xz − 2y) dy + (6xy + 3z2) dz = 0 .

Všimněte si, že tento vztah je součet prvńı rovnice v (9) vynásobené dx a druhé vynáso-
bené dy, a tedy obsahuje obě tyto rovnice zároveň. Pro x = 1, y = 2 a z = 0 dostaneme

6 dx− 4 dy + 12 dz = 0 , tj. dz = −1
2
dx + 1

3
dy .

A protože dz = z′,x dx + z′,y dy, dostaneme opět z′,x(1, 2) = −1
2

a z′,y(1, 2) = 1
3
.

Při výpočtu druhého diferenciálu si muśıme uvědomit, že proměnné x a y jsou nezá-
vislé, a proto je d2x = d2y = 0. Naopak z je závislá na proměnných x a y, a proto nemuśı
platit d2z = 0. Druhý diferenciál funkce F (x, y, z) dává

(6z dy + 6y dz + 4 dx) dx + (6z dx + 6x dz − 2 dy) dy+

+(6y dx + 6x dy + 6z dz) dz + (6xy + 3z2)d2z = 0 .

Protože pro x = 1, y = 2, z = 0 je dz = −1
2
dx + 1

3
dy, plyne z této rovnice

−8 dx2 + 2 dx dy + 2 dy2 + 12 d2z = 0 , tj. d2z = 2
3
dx2 − 1

6
dx dy − 1

6
dy2 .

A protože d2z = z′′,xx dx2 +2z′′,xy dx dy +z′′,yy dy2, dostaneme srovnáńım těchto vztah̊u opět

z′′xx(1, 2) = 2
3
, z′′,xy(1, 2) = − 1

12
, z′′,yy(1, 2) = −1

6
.
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Př́ıklad. Necht’ je funkce F (x, y) = F (x1, x2, . . . , xn, y) spojitá v nějakém okoĺı bodu
[a, b

]
= [a1, a2, . . . , an, b], má v okoĺı tohoto bodu diferenciál prvńıho řádu a F ′

,y(a, b) 6= 0.
Pak je podle věty o implicitńıch funkćıch rovnićı F (x, y) = F (a, b) = C definována v okoĺı
bodu a právě jedna funkce y = f(x), jej́ıž hodnoty jsou v okoĺı bodu b a plat́ı f(a) = b.
Tato funkce má v bodě a diferenciál prvńıho řádu, a proto k jej́ımu grafu existuje v bodě
[a, b] tečná rovina. Jej́ı rovnice jsou

y − b =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) (x− ai) . (10)

Podle vztahu (6) jsou ale parciálńı derivace

∂f

∂xi

(a) = −
F ′

xi
(a, b)

F ′
,y(a, b)

.

Jestliže tento vztah dosad́ıme do (10) v vynásob́ıme F ′
,y(a, b), dostaneme rovnici tečné

roviny ve tvaru
n∑

i=1

F ′
,xi

(a, b) (xi − ai) + F ′
,y(a, b) (y − b) = 0 .

V tomto vyjádřeńı tečné roviny nehraje proměnná y speciálńı roli jako dř́ıve a můžeme ji
považovat za daľśı souřadnici xn+1.

Obecně plat́ı, že pokud je funkce F (x) = F (x1, x2, . . . , xn) spojitá v okoĺı bodu a =
[a1; a2; . . . ; an], má v okoĺı tohoto bodu diferenciál prvńıho řádu a ‖ grad F (a)‖ 6= 0,
definuje rovnice F (x) = F (a) v okoĺı bodu a jistou plochu v Rn. Tato plocha má v bodě
a tečnou rovinu, jej́ıž rovnice jsou

n∑
i=1

F ′
,i(a) (xi − ai) = 0 , neboli

(
grad F (a)

)
· (x− a) = 0 . (11)

Z tohoto vyjádřeńı je vidět, že vektor grad F (a) je normálový vektor k ploše definované
rovnici F (x) = F (a) v bodě a.

Uvedeme ještě obecnou větu pro větš́ı počet rovnic, tj. pro řešeńı problému uvedeného
na začátku přednašky.

Věta (o implicitńıch funkćıch). Necht’ je A = [a;b] = [a1, a2, . . . , ar; b1, b2, . . . , bs]. Necht’

jsou funkce Fk(x,y) = Fk(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys), k = 1, 2, . . . , s, spojité v jistém okoĺı

bodu A a maj́ı v tomto okoĺı všechny parciálńı derivace
∂Fk

∂y`

(x,y), které jsou spojité v

bodě A. Necht’ plat́ı

1. Fk(a,b) = 0, pro každé k = 1, 2, . . . , s;

2. detC 6= 0, kde C je matice se složkami Ck` =
∂Fk

∂y`

(a,b).

Pak existuj́ı δ > 0 a ∆ > 0 taková, že ke každému x ∈ I =
{
x ; ‖x− a‖ < δ

}
odpov́ıdá

právě jedno y ∈ J =
{
y ; ‖y − b‖ < ∆

}
takové, že pro všechna k = 1, 2, . . . , s plat́ı

Fk(x,y) = 0.
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Souřadnice yk tohoto bodu definuj́ı funkce

yk = ϕk(x1, x2, . . . , xr) , k = 1, 2, . . . , s ,

které jsou spojité na množině I.
Jestliže maj́ı všechny funkce Fk(x,y) na množině I × J diferenciál n–tého řádu, maj́ı
všechny funkce yk = ϕk(x) diferenciál n–tého řádu na množině I.
Jestliže jsou všechny funkce Fk(x,y) ∈ Cn(I × J ), jsou i všechny funkce ϕk(x) ∈ Cn(I).

Při výpočtech postupujeme podobně jako v př́ıpadě jedné rovnice. Nejprve najdeme
prvńı diferenciály funkćı Fk(x,y),

dFk =
r∑

i=1

∂Fk

∂xi

(x,y) dxi +
s∑̀
=1

∂Fk

∂y`

(x,y) dy` = 0 , (12)

a dostaneme soustavu rovnic pro dyk. Řešeńı této soustavy lineárńıch rovnic pro neznámé
dy` existuje v bodech, kde je determinant

D(x,y) = det
(∂Fk

∂y`

)
(x,y) =

D(F1, F2, . . . , Fs)

D(y1, y2, . . . , ys)
(x,y) 6= 0 . (13)

A protože dyk =
r∑

i=1

∂yk

∂xi

(x,y) dxi, najdeme velmi snadno z prvńıho diferenciálu také

parciálńı derivace.

Opět lze postupovat i tak, že derivujeme rovnice Fk

(
x,y(x)

)
= 0 podle proměnné xi.

Když použijeme větu o parciálńıch derivaćıch složené funkce, źıskáme soustavu

∂Fk

∂xi

(x,y) +
s∑̀
=1

∂Fk

∂y`

(x,y)
∂y`

∂xi

(x) = 0 . (14)

Tuto soustavu pro
∂yk

∂xi

můžeme za podmı́nky (13) jednoznačně vyřešit.

Abychom našli druhé diferenciály d2y`, respektive druhé parciálńı derivace
∂2yk

∂xi∂xj

(x),

spoč́ıtáme druhý diferenciál funkćı Fk(x,y), respektive jej́ı druhou derivaci podle proměn-

ných xi a xj. T́ımto zp̊usobem źıskáme soustavu rovnic pro d2y`, respektive
∂2yk

∂xi∂xj

(x),

která má opět za podmı́nky (13) jediné řešeńı.

Př́ıklad. Necht’ jsou funkce y = y(x) a z = z(x) v okoĺı bodu [1, 1, 1] řešeńım soustavy
rovnic

x2 − y2 + z3 = 1 , xy + xz + yz = 3 . (15)

Najděte Taylorovy polynomy stupně 2 funkćı y = y(x) a z = z(x) se středem v bodě
x = 1.

Řešeńı: Taylor̊uv polynom stupně dva funkce f(x) se středem v bodě x = 1 je

T2(f ; x) = f(1) + f ′(1) (x− 1) + 1
2
f ′′(1) (x− 1)2 .
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Proto muśıme naj́ıt prvńı dvě derivace funkćı y = y(x) a z = z(x) v bodě x = 1.
Pro x = y = z = 1 jsou obě rovnice splněny a obě funkce v rovnićıch jsou tř́ıdy

C∞(R3). Podmı́nka na determinant z věty o implicitńıch funkćıch zaručuje jednoznačnou
řešitelnost následuj́ıćı soustavy a ověř́ıme ji během výpočtu.

Jestliže derivujeme obě rovnice v (15) podle x (protože y = y(x) a z = z(x) tam jiná
nezávislá proměnná vlastně ani neńı), dostaneme vztahy

2x− 2yy′ + 3z2z′ = 0 , y + z + (x + z)y′ + (x + y)z′ = 0 . (16)

V bodě x = y = z = 1 je to soustava

2− 2y′ + 3z′ = 0 , 2 + 2y′ + 2z′ = 0 ,

která má jediné řešeńı y′(1) = −1
5
, z′(1) = −4

5
. Protože má uvedená rovnice právě jedno

řešeńı, je podmı́nka na determinant ve větě o implicitńıch funkćı splněna.
Druhé derivace funkćı y = y(x) a z = z(x) dostaneme tak, že derivujeme obě rovnice

v (16). To dává

2− 2(y′)2 + 6z(z′)2 − 2yy′′ + 3z2z′′ = 0 ,

y′ + z′ + (1 + z′)y′ + (1 + y′)z′ + (x + z)y′′ + (x + y)z′′ = 0 .

Když dosad́ıme x = y = z = 1 a y′ = −1
5
, z′ = −4

5
, dostaneme soustavu

−2y′′ + 3z′′ = −144
25

, 2y′′ + 2z′′ = 42
25

.

Jej́ı řešeńı je y′′ = 207
125

a z′′(1) = −102
125

.
Hledané Taylorovy polynomy tedy jsou

y(x) ∼ 1− 1
5
(x− 1) + 207

250
(x− 1)2 , z(x) ∼ 1− 4

5
(x− 1)− 51

125
(x− 1)2 .

Regulárńı zobrazeńı

Nyńı budeme podrobněji zkoumat zobrazeńı f : M → Rn, kde M ⊂ Rn je otevřená
množina. Obraz bodu x ∈ M budeme značit y = f(x) nebo pomoćı jeho složek

yk = fk(x1, x2, . . . , xn) , kde k = 1, 2, . . . , n .

Definice. Necht’ je M ⊂ Rn otevřená množina a f : M → Rn. Řekneme, že zobrazeńı f
je regulárńı zobrazeńı množiny M , jestliže f ∈ C1(M) a pro každé x ∈ M je

J(x) = det



∂f1

∂x1

,
∂f1

∂x2

, . . . ,
∂f1

∂xn

∂f2

∂x1

,
∂f2

∂x2

, . . . ,
∂f2

∂xn
...

...
. . .

...
∂fn

∂x1

,
∂fn

∂x2

, . . . ,
∂fn

∂xn


(x) =

D(f1, f2, . . . , fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
(x) 6= 0 . (17)
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Derivace zobrazeńı f , tj. matice

f ′(x) =



∂f1

∂x1

,
∂f1

∂x2

, . . . ,
∂f1

∂xn

∂f2

∂x1

,
∂f2

∂x2

, . . . ,
∂f2

∂xn
...

...
. . .

...
∂fn

∂x1

,
∂fn

∂x2

, . . . ,
∂fn

∂xn


(x)

se nazývá Jacobiho matice a jej́ı determinant (17) nazýváme Jacobiho determinant neboli
jakobián zobrazeńı f .

Nejprve dokážeme jednu jednoduchou větu o jakobiánu složeného zobrazeńı.

Věta. Necht’ jsou M a N otevřené podmnožiny Rn a f : M → N a g : N → Rn jsou
zobrazeńı tř́ıdy C1(M) a C1(N). Pak pro jakobián složeného zobrazeńı h = g◦f : M → Rn

plat́ı
D(h1, h2, . . . , hn)

D(x1, x2, . . . , xn)
(x) =

D(g1, g2, . . . , gn)

D(y1, y2, . . . , yn)

(
f(x)

) D(f1, f2, . . . , fn)

D(x1, x2, . . . , xn)
(x) .

Důkaz: Podle věty o parciálńıch derivaćı složené funkce plat́ı pro Jacobiho matice

h′(x) = g′
(
f(x)

)
· f ′(x) .

Tvrzeńı věty pak plyne z věty o determinantu součinu matic.

Důsledek. Necht’ jsou f : M → Rn a g : N → Rn regulárńı zobrazeńı a f(M) ⊂ N . Pak
je složené zobrazeńı h = g ◦ f : M → Rn regulárńı.

Důkaz: Podle věty o derivaci složeného zobrazeńı je složené zobrazeńı h ∈ C1(M) a z předchoźı
věty plyne, že jakobián zobrazeńı h je roven součinu jakobián̊u zobrazeńı g a f , a tedy je nenulový.

Poznámka. Uvedeme souvislost regulárńıho zobrazeńı s větou o implicitně definované
funkci. Naṕı̌seme-li totiž rovnice yk = fk(x) ve tvaru Fk(y,x) = fk(x) − yk = 0, splňuje
soustava rovnic Fk(y,x) = 0, kde k = 1, 2, . . . , n, všechny předpoklady věty o impli-
citńıch funkćıch (pouze je zaměněna role x a y). Proto ke každému bodu [a,b], kde
b = f(a) existuj́ı okoĺı bodu a a b, ve kterém lze tuto soustavu vyřešit, tj. psát x = ϕ(y).
To znamená, že pro regulárńı zobrazeńı existuje vždy aspoň lokálně inverzńı zobrazeńı.

Přesně vyjadřuje tyto úvahy následuj́ıćı d̊uležitá věta, kterou uvedeme bez d̊ukazu.

Věta. Necht’ je f regulárńı zobrazeńı otevřené množiny M ⊂ Rn. Pak plat́ı:

1. ke každému bodu a ∈ M existuje jeho okoĺı U(a) takové, že zúžeńı zobrazeńı f na
U(a) je prosté;

2. je-li A ⊂ M otevřená množina, je f(A) otevřená množina v Rn;

3. je-li f prosté regulárńı zobrazeńı, je jeho inverzńı zobrazeńı ϕ : f(M) → M také
regulárńı.

Poznámka. Prostá regulárńı zobrazeńı slouž́ı k zavedeńı r̊uzných křivočarých souřadnic a
setkáme se s nimi později v integrálńım počtu.
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