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Prednaska 12

Extrémy funkci vice proménnych

Osnova pirednasky

. Definice lokalnich extrému funkce f(x) vzhledem k mnoziné M.

. Lokalni extrémy a derivace podle vektoru.

. Nutna podminka pro lokalni extrémy ve vnitinim bodé mnoziny M.

. Lokalni extrém a Tayloruv polynom druhého rfadu ve staciondarnim bodé.

. Kvadraticé formy.

. Sylvesterovo kritérium.

. Piiklad: lokdln{ extrémy funkce f(z,y,z) = 2® + 3 y* + 2% — 3wy + 2yz + 4y + 2z.
. Pifklad: lokdln{ extrémy funkce f(x,y) = (y — 2?)(y — 32?).

. Vazby a vazané extrémy.

. Priklad: lokalni extrém f(x,y) = xy na mnoziné z +y = 2.

. Piiklad: lokdIn{ extrém f(x,y) = ry na mnoziné z? + y? = 1.

. Lokalni extrémy funkce f(z,y) na mnoziné g(z,y) = 0 a Lagrangeovy multiplikatory.

. Metoda Lagrangeovych multiplikdtoru.

Lokalni extrémy funkce f(x,y,2) = x + y + z na mnoziné xyz = 1 pomoci Lagran-

geovych multiplikator.

15. Lokalni extrémy funkce f(z,y,2) = z+y+ 2 na mnoziné xyz = 1 bez Lagrangeovych
multiplikatoru.
16. Lokalni extrémy funkce definované implicitné.

17.

18.
19.

Lok&ln{ extrémy funkce z = z(z,y) definované rovnici
P4+ —rr—yz+20+2y—22=0.

Globalni extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné.

Globélni extrémy funkce f(z,y) = #°+y* —3ry namnozine 0 < x <3 a0 < y < 272

Definice. Necht je f: X — R, kde X C R*, M C X a a € M. Rekneme, ze funkce f(x)
ma v bodé a

1.

ostré lokalni maximum vzhledem k mnoziné M, jestlize existuje okoli U(a) takové,
ze pro kazdé x € U(a) N M, x # a, je f(x) < f(a);

. ostré lokdlni minimum vzhledem k mnozZiné M, jestlize existuje okoli U(a) takové,
ze pro kazdé x € U(a) N M, x # a, je f(x) > f(a);



3. neostré lokdlni mazimum vzhledem k mnoZiné M, jestlize existuje okoli U(a) takové,
ze pro kazdé x € U(a) N M je f(x) < f(a);

4. neostré lokalni minimum vzhledem k mnoziné M, jestlize existuje okoli U(a) takové,
ze pro kazdé x € U(a) N M je f(x) > f(a).

Lokélni maxima a minima funkce se nazyvaji lokalni extrémy.
Jestlize je M = X = Dy, casto se souslovi vzhledem k mnoziné M vynechava.

Piimo z definice lokalnich extrému plynou nésledujici dvé véty.

Véta. Jestlize funkce f(x) nabyva na mnoziné M svou nejvétsi (nejmensi) hodnotu v
bodé a, ma funkce f(x) v bodé a lokdlni maximum (minimum) vzhledem k mnoziné M.

Véta. Necht je a € M C N. Jestlize mé funkce f(x) v bodé a lokdln{ maximum (mi-
nimum) vzhledem k mnoziné N, ma v bodé a lokdlni maximum (minimum) vzhledem k
mnoziné M.

Lokalni extrémy ve vnitinich bodech mnoziny M

Nésledujici véta dava nutnou podminku pro to, aby méla funkce f(x) ve vnitinim
bodé a € M lokalni extrém.

Véta. Necht je a vnitini bod mnoziny M. Jestlize existuje vektor v takovy, Ze derivace
fi(a) # 0, nemé funkce f(x) v bodé a vzhledem mnoziné M lokélni extrém.

DUKAZ: Uvazujme funkce jedné proménné F(t) = f(a + tv). Protoze F’(0) # 0, nemd funkce
F(t) v bodé t = 0 lokalni extrém. Pak pro kazdé 7 > 0 existuji ¢t; a to, |t1], [t2] < 7T takové,
ze F(t1) > F(0) > F(t2). To ale znamend, ze pro libovolné okoli (a) bodu a existuji body
X] =a+11v Xo = a+tav € U(a) takové, ze f(x1) > f(a) > f(x2), a tedy funkce f(x) nemd v
bodé a lokalni extrém.

Tedy aby funkce f(x) mohla mit v bodé a lokalni extrém, musi byt jeji derivace v
bodé a podle libovolného vektoru rovna nule nebo nesmi existovat. Proto nas pfi hledani
extrému funkce budou zajimat vnitini body a € M, ve kterych je

o 9 9
8_:({13:8_52@):...:0;1@):0 (1)

nebo vnitini body M, ve kterych nékterd parcialni derivace neexistuje.
Specidlné pro diferencovatelnou funkci na mnoziné M je podminka (1) ekvivalentni
podmince

df(a,h) =0. 2)

Definice. Necht je f(x) funkce diferencovatelnd na mnoziné M. Pak se vnitin{ body
mnoziny M, ve kterych plati (2) nazyvaji staciondrni body funkce f(x).

Podminka (1) nebo spise (2) odpovida pro funkei jedné proménné podmince f'(a) = 0,
tj. stacionarnimu bodu. V piipadé funkce jedné proménné jsme o tom, zda ma funkce
y = f(x) ve stacionarnim bodé lokélni extrém a jakého je typu, mohli rozhodnout pomoci



druhé derivace. V principu jde o to, ze Tayloruv polynom druhého fadu funkce y = f(x)
se sttedem v bodé a je

To(f,a+h) = f(a)+ f'(a) h+ 5 f(a) B* = f(a) + 5 f"(a) B* = f(a) + 5 d*f(a, ),
protoze f'(a) = 0. Tedy pokud bylo d?f(a,h) > 0, tj. f"(a) > 0, dostali jsme
fla+h) ~ f(a)+ 5 d*f(a,h) > f(a).

Proto méla funkce v bodé = = a lokdln{ minimum. Pro d?f(a, k) < 0, tj. f”(a) < 0, jsme
z podobného duvodu zjistili, ze v bodé x = a je lokalni maximum.

Pro funkci vice proménnych je situace analogicka. Tayloruv polynom druhého stupné
se stfedem ve stacionarnim bodé a je

Tr(f.a+h) = f(a) +df(a,h) + 1 d*f(a,h) = f(a) + 1 d°f(a,h).

Proto bude o typu extrému funkce y = f(x) ve staciondrnim bodé a rozhodovat znaménko
druhého diferencidlu. Ale pro funkce vice proménnych je druhy diferencial kvadraticka

vvvvvv

Z predchozi analyzy by mohlo byt aspon intuitivné jasné, zZe plati nasledujici véta,
kterou uvedeme bez dikazu.

Véta. Necht ma funkce f(x) v bodé a diferencidl druhého rédu a plati df(a,h) = 0.
Uvazujme kvadratickou formu

n O?
O(h) = O(h1, ho, ... hy) = d*f(a,h) = %lﬁgm(a) hih (3)

Pak plati:

1. je-li kvadratickd forma (3) pozitivné definitni, méd funkce f(x) v bodé a lokalni
minimum;

2. je-li kvadratickd forma (3) negativné definitni, ma funkce f(x) v bodé a lokalni
maximum;

3. je-li kvadratickd forma (3) indefinitni, nemé funkce f(x) v bodé a lokélni extrém.

Zde bude asi nutné zopakovat néjaké pojmy, které by mély byt znamy z algebry.

Necht jsou a;, = ag;, kde i, k =1, 2, ..., n, redlnd ¢isla. Pak funkci
n
®(h) = ®(h1, h, ..., hn) = D aighihy (4)
Q=1

nazyvame kvadratickd forma.
Je ziejmé, ze ®(0) = 0. Kvadratickou formu ®(h) nazyvame

1. pozitivné definitni, jestlize pro kazdé h # 0 je ®(h) > 0;
2. pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdé h # 0 je ®(h) > 0;
3. negativné definitni, jestlize pro kazdé h # 0 je ®(h) < 0;
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4. negativné semidefinitni, jestlize pro kazdé h # 0 je ®(h) < 0;
5. indefinitng, jestlize existuji hy a hso, takova, ze ®(h;) > 0 a ®(hy) < 0.

Nasim tkolem bude rozhodnout, jakého typu je kvadratickd forma (4). Obecné mohou nastat
tTi moznosti:

A. Pro vsechna i, k je a;; = 0. V takovém piipadé je ®(h) = 0 pro kazdé h a kvadraticka
forma (4) je pozitivné i negativné semidefinitni.

B. Existuje dvojice indext i, k takové, ze a; = agr = 0 a a;, # 0. Jestlize v tomto piipadé
zvolime hy, pro které je h, =0 pror # i,k a h; = hy = 1, a ho, pro které je h, =0 pro r # i, k
a h; =1, hy = —1, dostaneme ®(h;) = 2a;;, # 0 a ®(hy) = —2a;; # 0. Tedy kvadratickd forma
®(h) nabyva jak kladnych tak zdpornych hodnot a je proto indefinitni.

C. Existuje index i takovy, ze a;; # 0. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze i = 1 a
a11 # 0. Pak plati rovnost
ai12 ai3 ain

2
d(h) = =z i .+ —hy, (6} shs, ... hy),
(h) an(h1+an ha g+ +anh) + ®y(ha, by, ., ) (5)

n
kde ®q(hg, h3, ..., hy) = > Ajhihg je kvadratickd forma (n — 1) proménnych hg, hs, ..., hy.
i k=2
Je-li kvadratickd forma ®; v (5) typu B., je kvadratickd forma ®(h) indefinitni. To plyne z
toho, ze pro
hp=-2p, M2y, Ung
a1 ail aii

je ®(h) = ®1(ha, ha, ..., hy) a kvadratickd forma ®(h) je indefinitni.

Podobnd uvaha vede k tomu, Ze pokud je kvadraticka forma ®; typu A., je kvadraticka
forma ®(h) pozitivhé nebo negativné semidefinitni v zavislosti na tom, zda je a;; > 0 nebo
arp < 0.

Je-li kvadratickd forma ®; typu C., pouzijeme podobny postup jako diive a dostaneme
rovnost

a a a 2
o(h) = any (b + 22 by + Dy D)
ail ail ail

A A Ao N2
+A22<h2+A—§zh3+A—zih4+...+A—;hn> 4 Bo(hg, by ),

kde ®y(hs, ha, ..., hy) je kvadratickd forma (n — 2) proménnych hs, ..., hy,.

V tomto postupu budeme stéle pokracovat. Pokud v r—tém kroku dostaneme formu P,
ktera je typu B., je kvadraticka forma ®(h) indefinitni. Jestlize v zddném kroku nedostaneme
kvadratickou formu typu B., zjistime, ze kvadratickou formu ®(h) lze zapsat ve tvaru

®(h) = Ay (hy + croha + ... + cinhn)” + Ag(ha + cashs + ... + conhn)” + ...+ ©)
2
+ Ay, (hk + Ck,k—l—lhk:-i-l + ...+ Crnhn) + ...+ Anh% .

Ze zapisu kvadratické formy ®(h) ve tvaru (6) snadno zjistime jeji typ:

1. je-li A >0 pro kazdé k =1, 2, ..., n, je kvadratickd forma ®(h) pozitivné definitni;
2. je-li Ay > 0 pro kazdé k=1, 2, ..., n, je kvadratickd forma ®(h) pozitivné semidefinitni;
3. je-li Ay < 0 pro kazdé k=1, 2, ..., n, je kvadratickd forma ®(h) negativné definitni;
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4. je-li Ay <O0prokazdé k=1, 2, ..., n, je kvadratickd forma ®(h) negativné semidefinitni;

5. jestlize existuji indexy i a k takové, ze A; > 0 a A < 0, je kvadratickd forma ®(h)
indefinitni.

V algebie se snad dokazovala nasledujici véta:
Véta (Sylvesterovo kritérium) Necht je ®(h) kvadratickd forma (4). Oznac¢me

a1, a2, @13, ..., Al
a12, a2, a3, ..., Az

Dy;, = det | 313, @23, @33, ..., 43k | k=1,2,3,....n. (7)
a1k, a2k, a3k, - --, Akk

Necht je Dy # 0 pro kazdé k. Pak plati

1. je-li Dy > 0 pro kazdé k =1, 2, ..., n, je kvadratickd forma ®(h) pozitivné definitni;

2. je-li (=1)k¥Dy > 0 pro kazdé k =1, 2, ..., n, tj. D; < 0 a determinanty Dy, z (7) stiidaji
znaménka, je kvadratickd forma ®(h) negativné definitni;

3. jestlize nenastane ani jedna z uvedenych moznosti, je kvadratickd forma ®(h) indefinitni.

Poznamka. Lze ukézat, ze determinanty Dy v (7) souvisi s ¢isly Ay z (6) tak, ze

D
A1:D1 a Ak: k s k':2,3,...,7’L.
Dy
Priklad. Najdéte lokalni extrémy funkce
f(x,y,z):x3+%y2+z2—3xy+2yz+4y—|—2z. (8)

RESENT: Nutné podminky pro lokaln{ extrém funkce (8) jsou

f,/m = 3I2_3y207

fl,=3y—3r+22+4=0,

fo=2:4+2y+2=0.
Tato soustava mé dvé feseni a; = [1,1, —2] a ay = [2,4, —5]. Jediné v téchto bodech muze
mit funkce (8) lokalni extrém.

Protoze ma funkce (8) spojité parcidlni derivace vSech fadu existuje druhy druhy
diferencial funkce f(x) v celém R3. Ten je

d*f(x,h) = 6zh] — 6hihy + 3h3 + 4hohs + 213 . (9)
V bodé a; = [1,1, —2] je druhy diferencial kvadraticka forma

d®f(ay, h) = 6h2 — 6hyhy + 3h3 + 4hohg + 213 = 6(hy — 3 ho)” + 2 h2 + 4hyhy + 203 =
= 6(hy = $h2)" +3 (ha + 4 hs)” = 2 3.



Tedy kvadratickd forma d?f(a;, h) je indefinitni a v bodé a; = [1,1, —2] nen{ extrém.
V bodé ay = [2,4, —5] je druhy diferencial kvadraticka forma
d*f(az, h) = 12h7 — 6hihy + 3hj + 4hohs + 2h; = 12(hy — 5@)2 + 903 + dhohs + 203 =
(- 3 ha)? (et 3 a) 02
Je vidét, ze nyni d? f(ag, h) je pozitivné definitn{ forma a v bodé ay = [2,4, —5] ma funkce
f(x) lokalni minimum.

Ukazeme jesté pouziti Sylvesterova kritéria. Matice A, kterd odpovida kvadratické
formeé (9), je

6x, —3, 0
A=1-3 3, 2
0, 2, 2
V bodé a;jex=1a
6. —3 6, —3,0
D;=6>0, D2:d€t< ! ):9>0, Dy=det | -3, 3, 2| =-6<0.
-3, 3
0, 2, 2
Tedy kvadraticka forma je v bodé a; indefinitni a funkce tam nema extrém.
V bodé a; jex =2 a
12. _3 12, =3, 0
D1 =12>0, Dy=det ' =27>0, D3=det|—-3, 3, 2] =6>0.
=3 3 0, 2, 2

Y

Tedy kvadraticka forma je v bodé ay pozitivné definitni a funkce mé v tomto bodé lokalni
minimum.

Poznamka. V Sylvesterové kritériu je predpoklad, ze Dy # 0. Je-li néjaké Dy, = 0 nenf odpovida-
jici kvadraticka forma ani pozitivné ani negativné definitni. Muze byt indefinitni nebo pozitivné
nebo negativné semidefinitni. Je-li kvadraticka forma indefinitni, vede nékdy k cili pfeusporadani
indexti. Ale jedna-li se pouze o semidefinitni formu, nefika véta vubec nic o tom, zda mé funkce
v bodé a lokdlni extrém. Takové piipady vyzaduji podrobngjsi zkouméni funkce f(x) v okoli
bodu a.

Piiklad. Uvazujme funkce
fay) =22 +2zy+ > + 2+ a g(x,y) =2® + 22y +9° — 2t — .

Protoze
[l y) = 22 + 2y + 42, fry(@,y) = 2z 4 2y + 4y°
9u(z,y) = 22 + 2y — 42® g (x,y) = 2z + 2y — 4y°

maji obé funkce stacionarni bod z = y = 0. Druhy diferencial obou funkei ve stacionarni bodé
a=[0,0] je

d*f = d%g = 2h% + 4hyhg + 203 = 2(hy + ho)?.
Tato kvadratickd forma je pouze pozitivné semidefinitni. Proto mohou mit obé funkce v bodé
[0, 0] lokdlni minimum. Protoze druhy diferencidl je roven nule na pifmce hy + hy = 0, bude
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podezield mnozina pifmka = +y = 0. Na této piimce je f(z,—z) = 22* > 0 a g(z,—2) =
—2x* < 0. Proto funkce g(z,y) nema v bodé x = y = 0 lokaln{ extrém. Naopak funkce f(z,y)
mé v tomto bodé lokaln{ minimum £(0,0) = 0, protoze f(z,y) = (z +y)? + 2% +y* > 0.

Piiklad. Uvazujme funkci

fz,y) =92 — 42’y + 32% = (y — w2) (y — 3:r2) . (10)

Protoze
[y = =8y + 122, [y =2y —4a”,

je = y = 0 staciondrn{ bod funkce (10). Druhy diferencidl této funkce v bodé a = [0, 0]
@ f(a,h) = 213

je pozitivné semidefinitni forma, a proto mé-li funkce f(z,y) v bodé a lokalni extrém, jednd se
o minimum f(0,0) = 0.

Na pifmce y = 0 je f(x,0) = 32* m4 funkce f(z,y) minimum. Protoze f(0,y) = y? m4
tato funkce v bodé [0,0] minimum i na této ptimce. Vsechny ostatni piimky, které prochézeji
pocatkem maji rovnici y = kx, kde k # 0. Na této pfimce dostaneme

f(z,kz) = F(z) = k*2? — 4ka® + 32

Protoze F'(0) = 0 a F”(0) = 2k? > 0, m4 funkce (10) v bodé z = y = 0 lokdlni minimum
£(0,0) = 0 vzhledem ke kazdé piimce, kterd prochdzi bodem a = [0,0]. Ale piesto nemé funkce

(10) v bodé a lokalni minimum, protoze na parabole y = 222 je f(x,222%) = —a*.

Vazané lokalni extrémy

V predchozi ¢éésti prednasky jsme se zabyvali lokdlnimi extrémy funkce f(x) ve vniti-
nich bodech mnoziny M. Jestlize je a vnitini bod mnoziny M, existuje pro kazdy vektor
v ¢islo 0 > 0 takové, ze tisecka x = a + vt, kde |t| < §, lezi v M. Jestlize ma funkce f(x)
v bodé a lokalni extrém, ma funkce F(t) = f(a+ vt), kde |t| < 4, extrém v bodé ¢t = 0.
Proto muselo byt f' (a) = 0 pro kazdy vektor v. Z téchto podminek pak plynuly nutné
podminky pro lokalni extrém (1) nebo (2).

Neni-li a vnitini bod mnoziny M, muze existovat vektor v takovy, ze bod x = a+vt ¢
M pro zadné t # 0. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a € M lokélni extrém vzhledem k
mnoziné M, nemust jiz byt f’ (a) = 0, protoze uz nesrovndvame hodnotu f(a) s hodnotou
f(a+vt). V takovém piipadé postupujeme trochu jinak.

Pro nés budou dulezité mnoziny M C X = Dy, které lze popsat jako feSeni soustavy
rovnic

g(x) =0, k=12 ...,r. (11)

Rovnosti (11) se obvykle nazyvaji vazby a proto se lokalni extrémy funkce f(x) na mnoziné
M:{XER”; ge(x) =0 pro k=1, 2, ...,r}
nazyvaji vdzané extrémsy.

Nejprve ukazeme na nejjednodussim pitkladé n = 2 a r = 1 riizné metody feSeni této
ulohy.



Kdyz méme najit extrém funkce f(x,y) na mnoziné M dané rovnici g(z,y) = 0, lze
nejprve najit feseni rovnice g(x,y) = 0, tj. funkce y = y(z), pro které plati g(x, y(x)) =0,
a tato reseni dosadit do funkce f(x,y). Tim prevedeme tlohu na vdzany extrém na tilohu
najft lokdlni extrémy funkce jedné proménné F(z) = f(z, y(x)), ktery jiz umime Fesit.

Piiklad. Najdéte lokalni extrémy funkce f(x,y) = xy na mnoziné z + y = 2.

RESENI: Z rovnice x4y = 2 plyne, ze y = 2 — z. Kdy# toto y dosadime do funkce f(z,y),
dostaneme funkei
F(z) = f(z,2 — 2) :37(2—@:235—3:2,

jedné proménné z. Protoze je funkce F'(x) diferencovatelnd, muze mit lokdlni extrémy
pouze v bodech, kde F'(x) = 2—2x = 0, tj. v bodé x = 1. A protoze F"(1) = —2 < 0, ma
funkce F(z) v bodé x = 1 lokalni maximum. Proto ma funkce f(z,y) = xy na mnoziné
M definované rovnici x + y = 2 lokalni maximum v bodé x =y = 1.

Rovnice vazby g(z,y) = 0 muzeme vyfresit také pomoci parametru, tj. ve tvaru z =
x(t) ay = y(t), kde t € 7. Pak dostaneme po dosazeni do funkce f(z,y) funkci F(t) =
f(z(t),y(t)) jedné proménné ¢, pro kterou hleddme lokdln{ extrémy zndmym zpusobem.

Priklad. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y) = xy na mnoziné z? + y* = 1.

RESEN{: Misto abychom pouzili dvé feseni rovnice vazby y.(z) = +v/1 — 22, lze pouzit
parametrické rovnice kruznice x = cost, y = sint, kde ¢ € (0, 27). Po dosazeni do funkce
f(z,y) pak dostaneme funkci

F(t) = f(cost,sint) = costsint, t € (0,2m).

Protoze F'(t) = cos2t, mohou byt extrémy v bodech ¢, = }Nr + % km, kde k =0, 1, 2, 3.
Protoze F"(t;) = —2sin 2t, snadno zjistime, ze v bodech ¢, = iﬂ' aty = gw mé funkce

F(t) lokdlni maxima a v bodech ¢; = %71’ atly = Eﬂ lokalni minima. Kdyz se vratime k
proménnym z a y, zjistime, Ze funkce f(x,y) = zy md na kruznmici 2% + y? = 1 lokaln{

maxima v bodech x = y = j:\/i§ a lokalni minima v bodech z = —y = i\%.

Kdyz neumime, nebo z néjakych divodu nechceme, vyftesit rovnice vazeb g(z,y) = 0,
postupujeme trochu jinak. Jestlize predpokladame, ze funkce g(x,y) je spojitd na néjaké
oteviené mnoziné N D M, mé na ni spojité obé prvni parcidlni derivace a ¢’, (v, y) # 0 pro
[z,y] € M, 1ze podle véty o implicitnich funkcich najit aspon lokélné funkci y = y(x), pro
kterou plati g(z,y(z)) = 0. KdyZz tuto funkci formélné dosadime do f(z,y), dostaneme
opét funkci jedné proménné F(x) = f (m,y(m)) Tato funkce muze mit lokdlni extrémy
pouze v bodech, kde

Fl(z) = fo(z,y) + f,(z,y)y = 0.

To je spolu s rovnici g(z,y) = 0 soustava dvou rovnic pro tii nezndme z, y a y'. Protoze
nezname explicitné funkci y = y(z), nezndme ani funkci ¢/(z). Ale z véty o implicitnich
funkei plyne pro y/'(z) rovnice

9.(,y) + 4, (x,y)y =0.



Proto bod [a, b], ve kterém muze mit funkce f(z,y) na mnoziné g(z,y) = 0 lokaln{ extrém,
musi splnovat soustavu rovnic

f,/x(a7 b) + f,/y(a’ b) y,(a) =0,
9(a,b) + ¢y (a,b)y'(a) =0, (12)
g(a,b) =0.

To je soustava ti{ rovnic pro nezndmé a, b a y'(a), kterou jsme v principu schopni vyfesit.

Vétsinou se soustava (12) nefesi piimo, ale k jejimu teSeni se pouzivd nasledujici
~ . ~ z . ~ / . . z ~ . 7z /s~ 7
postuP. Protoze jsme predpoklddali, ze ¢’ (a,b) # 0, existuje pravé jedno redlné cislo A
takové, ze
/ / _
f,(a,b) + Ag',(a,b) =0.

Jestlize vyndsobime druhou rovnici v (12) timto A a pfi¢teme k prvni rovnici, dostaneme
kvuli volbé A\ vztah
ffz(a, b) + /\gfx(a, b) =0.

Tedy jestlize ma funkce f(x,y) na mnoziné g(z,y) = 0 v bodé [a, b] lokalni extrém, musi
existovat ¢islo \ takové, ze

fl(a,b) + )\g:x(a, b) =0,

fy(a;0) + Agl(a,b) =0, (13)
9(a,b) =0.
Prvni dvé rovnice v (13) lze zapsat ve tvaru
oL oL
— = — = k L = .
oz (@) =5, (@ h) =0, kde Liz,y) = f(z,y) + Ag(x,y)

Abychom rozhodli o typu lokdlniho extrému funkce f(z,y) na mnoziné g(z,y) = 0
v bodé |[a, b], musime jesté v bodé x = a najit druhou derivaci F”(a), respektive druhy
diferenciél funkce F(z), tj. dF(a) = F"(a) da?. Protoze F(z) = f(z,y(x)), je podle véty
o diferencidlu slozené funkce

dF(z) = f(z,y(x)) dz + [, (z,y(x)) dy,
d*F(a) = ffa'cx(a, b)dz? + 2f,':;y(a, b) dx dy + ff;y(a, b) dy® + ffy(a, b)d%y .

Ale z vazbové podminky g(:v, y(x)) = 0 plynou vztahy

dg(a,b) = ¢,(a,b)dz + ¢/ (a,b)dy = 0, (14)
d*g(a,b) = ¢’ (a,b) da® + 29" (a,b) dz dy + ¢ (a,b) dy® + ¢/, (a,b) d®y = 0. (15)

Jestlize pficteme rovnici (15) vynasobenou A k d?F'(a) a pouzijeme druhou rovnici v (13),
dostaneme

d*F(a) = (f,/alcz(aa b) + A (a, b)) da* + 2(f,/a/:y<a7 b) + Mg’y (a, b)) dz dy +
+(f,",;y(a, b) + Ay, (a, b)) dy? .
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Proménné dz a dy v tomto vztahu nejsou vzajemné nezdavislé, ale spliuji vztah (14).
Proto musime jednu z nich vypoéitat z (14) a dosadit. Protoze jsme predpokladali, ze
9',(a,b) # 0, lze z (14) urcité najit dy. Po dosazeni do d?F(a) pak dostaneme

d*F(a) = ®(a,b) dz?
a typ extrému pak urcuje znaménko ®(a,b).

Z uvedeného postupu lze nahlédnout, ze ¢islo ®(a,b) muzeme najit také tak, ze
spocitame druhy diferenciél funkce L(z,y) dvou nezavislych proménnych pro x = a,
y = b a A, které jsou fesenim soustavy (13), tj.

d*L(a,b) = L",,(a,b) da® + 2L", (a,b) dzdy + L", (a,b) dy?,
a pak za dy dosadime z rovnice (14).

Funkce L(z,y) v uvedené metodé se nazyvéa Lagrangeova funkce, ¢islo A Lagrangetiv
multiplikdtor a celd metoda pak metoda Lagrangeoviych multiplikdtor.

Shriime jesté postup v nasem piipadé hledani lokalniho extrému funkce f(z,y) za
podminky g(z,y) = 0 (vynechavdme predpoklady).

Nejprve sestrojime Lagrangeovu funkci L(z,y) = f(z,y) + Ag(z,y). Body, ve kterych
muze byt lokalni extrém, jsou fesenim soustavy rovnic

L L

?9_95207 g—yzo, g(z,y) =0.

Necht je z = a, y = b a ) feSeni této soustavy. Najdeme druhy diferencial Lagrangeovy
funkce d?L(a, b) v bodé [a,b] a z rovnice (14) dosadime do d?L(a,b) jednu z proménnych
dz nebo dy. Tak dostaneme kvadratickou formu W (h) = ®(a, b)h?. Je-li kvadratickd forma
U(h) pozitivné definitni, tj. ®(a,b) > 0, ma funkce f(z,y) na mnoziné g(z,y) = 0 v bodé
[a, b] lokdlni minimum a je-li kvadraticka forma W(h) negativné definitni, tj. ®(a,b) < 0,
ma funkce f(z,y) na mnoziné g(z,y) = 0 v bodé [a, b] lokalni maximum.

Plati nasledujici véta, kterd popisuje metodu Lagrangeovych multiplikdtort v obecném
pripadé.
Véta. Necht maji funkce f(x) a gp(x), k =1, 2, ..., s, spojité parcialni derivace prvniho
fadu na oteviené mnoziné X C R” a nechf je v kazdém bodé x € X hodnost matice

990 991 O

Oxy Oxy’ 7 Oxy,

9 992 Og
W(x)= | 0z1" 0xy" 7 Oz | (x)

o9, dg. g,

Oxy Oxy’ 7 Oxy,
rovna r a necht je M mnozina vSech bodu x € X, pro které je

g(x) = gr(x1,29,...,2,) =0, k=1,2,..., 7.
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Pak plati nasledujici tvrzeni:

Jestlize ma funkce f(x) v bodé a lokalni extrém vzhledem k mnoziné M, existuji redln4
cisla A1, A9, ..., A\, takova, ze

gi( )+Z)\kgil:( )=0 prokazdé i=1,2,...,n, (16)
gr(a) =0 pro kazdé k=1,2,...,r
Necht pro a a A1, Ag, ..., A, plati (16) a necht maji vSechny funkce f(x) a gx(x) v bodé
a diferencial druhého fadu. Sestrojime kvadratickou formu
n 02 f r 8%
U(day, day, ..., da,) = ; <axia%( a) + 2 "5 8%( )) dz; dz; . (17)

Protoze mé matice W (a) hodnost r, 1ze ze soustavy

=1 0x;

(a)dx; =0 (18)

vyjadrit r proménnych z dxj jako linedrni formy ostatnich. Bez ijmy na obecnosti lze

predpokladat, ze ze soustavy (18) vyjadifme dxy, dxs, ..., dz, pomoci dx,. 1, dz,, o,
, dzx,,. Jestlize toto vyjadieni dosadime do kvadratické formy W, ziskame kvadratickou
formu ®(dz,,1,...,dx,) proménnych dz, 1, dz, 4o, ..., dz,.

Jestlize je tato kvadratickd forma & pozitivné definitni, ma funkce f(x) v bodé a ostré
lokalni minimum vzhledem k mnozine M.

Jestlize je tato kvadratickd forma ® negativné definitni, mé funkce f(x) v bodé a ostré
lokalni maximum vzhledem k mnoziné M.

Jestlize je tato kvadratickd forma & indefinitni, nema funkce f(x) v bodé a vzhledem k
mnoziné M lokéalni extrém.

Poznéamka: Uvedend véta je pomérné dlouhd na zapamatovani, ale jeji pouziti lze popsat velmi
jednoduse. Nejprve sestrojime Lagrangeovu funkci

L(x) = f(x) + 3 Mei(x).

k=1

kde A jsou zatim nezndmé konstanty. Nutné podminky pro to, aby méla funkce f(x) v bodé a
lokalni extrém, jsou

OL OL OL
— o= — =0 = =...=gr =0. 19
@) =@ == @ =0 2 i) =) = .. = () (19)
Z této soustavy (n + r) rovnic pro (n + r) nezndmych nalezneme a = (a1, a9, ...,a,) a A\, A2,

A
Pro tyto hodnoty sestrojime druhy diferencial Lagrangeovy funkce L(x), tj
n 9?L
d’L(a) = dz; dz; . 2

(a) 27]2:185518.’13] (a) T x] ( 0)
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7 rovnic

U
dgr(a) = zag’?(a)dxi:o, k=1,2,...,7,
i=10T;
vyjadiime r z hodnot dzy, dza, ..., dz, pomoci (n — r) ostatnich a dosadime do (20). Tim

ziskdme kvadratickou formu (n — r) proménnych ®, kterd rozhoduje o typu extrému lokdlniho
vazaného extrému funkce f(x) v bodé a.

Piiklad. Najdéte lokdlni extrémy funkce f(z,y,z) = x 4+ y + z na mnoziné M, ktera je
déna rovnici g(z,y,2) = zyz — 1 = 0.

RESEN: Na tomto piikladé ukdzeme pouziti metody Lagrangeovych multiplikétori. Nej-
prve sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z,y,2) =z +y+ 2+ Mzyz — 1).
Podle (19) jsou nutné podminky pro extrém

oL oL oL
— =14+XMyz=0, —=14Xrz2=0, — =1+ y=0, azyz=1.
ox oy 0z
Jestlize prvni rovnici vynasobime x, druhou y a tfeti z a pouzijeme toho, ze zyz = 1,
dostaneme vztah
r=y=z=-—\.

Po dosazeni do podminky zyz = 1, pak ziskdme bod a = [1, 1, 1] a hodnotu A = —1. Jediné
pro tyto hodnoty muze mit funkce lokdlni extrém. Abychom uréili jeho typ, najdeme druhy
diferenciél Lagrangeovy funkce L(x,y, z), ve které je A = —1 v bodé a. Ten je

d’L(a) = —2(dzrdy + drdz + dydz). (21)

Tato forma je indefinitni. Ale z toho jesté neplyne, ze funkce f(x) nemé v bodé a lokalni
extrém. 7 diferencidlu rovnice vazby v bodé a totiz plyne, ze proménné dx, dy a dz splnuji
vztah

dg(a) = de + dy+ dz=0.

Jestlize odtud vyjadiime dz = —dz — dy a dosadime do (21), dostaneme kvadratickou
formu

®(dz,dy) = 2(da® + dedy + dy?),

o které se lze snadno presvedcit (napiiklad pomoci Sylvesterova kritéria), ze je pozitivné
definitni.

Tedy funkce f(z,y, z) ma na mnoziné dané rovnici zyz = 1 lokdlni minimum 3, v bodé
a=[1,1,1].

Mohli jsme samoziejmé postupovat také jinak. Z rovnice vazby xyz = 1 plyne, ze

1

z = —. Jestlize dosadime tuto hodnotu z do funkce f(z,y,z), dostaneme funkci dvou
zy

proménnych

1 1
F(:E,y)=f<x,y,—> =r+y+—.
Ty xy

12



Nyni muzeme hledat lokaln{ extrémy funkce F'(z,y) bez vazbové podminky, tj. na oteviené
mnoziné. Podle prvni c¢asti prednasky jsou nutné podminky pro lokalni extrém funkce
F(z,y)

a—le—L:O, a—le—L:U

ox 2y dy xy?
tato soustava ma jediné teseni x = y = 1. Abychom rozhodli o typu extrému funkce
F(z,y) v bodé a = [1, 1], budeme zkoumat kvadratickou formu, ktera odpovidd druhému

diferencidlu d*F(a). Protoze

2 1 2
/! . " " __
Fws - E ) F,wy - 72y2 ) F,yy 3

xy?

odpovid4 druhému diferencidlu d?F'(a) matice

2,1
a=(13)

A protoze Dy = 2 > 0 a Dy = 3 > 0, je kvadratickd forma d*F(a) pozitivné definitni,

tedy v bodé z = y = 1 m4 funkce F(z,y) lokdlni minimum F(1,1) = 3. Proto ma funkce
1

f(z,y,2) za podminky zyz = 1 lokdlni minimum v bodé z =y =1, z = =1, které je
Ty

F(1,1,1) = 3.

Poznamka. Jak jsme vidéli v predchazejicim ptikladé, 1ze mnohé piiklady na vazané extrémy
fesit tak, ze vyTesime rovnice vazeb a budeme hledat lokdlni extrémy funkce méné proménnych
bez vazeb nebo pomoci metody Lagrangeovych multiplikdtori. Obecné plati, Ze je z technického
hlediska lepsi vyresit, co nejvétsi pocet vazeb a Lagrangeovy multiplikatory pouzit jen pro vazby,
které vytesit neumime. Kazda nevyfesena vazba ndm totiz piida do soustavy pro nalezeni sta-
cionarniho bodu a dvé rovnice, jednu pro nevyieSenou soutradnici vazby a druhou pro Lagrangeuv
multiplikdtor, ktery vazbé odpovida.

Priklad. Uvedeme jesté jeden piiklad. Jednd se o nalezeni lokalniho extrému funkce
y = y(x) dané implicitné rovnici g(x,y) = 0. Jeden z moznych postupu jeho Feseni je
najit podle véty o implicitnich funkcich parcidlni derivace funkce y(x) a pouzit podminky
Iy

(a) = 0.

Jind moznost spociva v pouziti metody Lagrangeovych multiplikdtoru. Mame totiz
najit lokalni extrémy funkce f(x,y) = y na mnoziné dané rovnici g(x, y) = 0. Lagrangeova
funkce je v tomto ptipadé

pro extrémy ve tvaru

L(x)=y+ Xg(z1,29,...,20,9) .

Tedy nutné podminky pro lokélni extrém v bodé [a, b] jsou

oL _, 9g B oL B dg B B
(()_Zti(a7b)_>\al’i(a7b)_0’ ay<a7b>_l+)‘ay(aab)_oa g<a7b>_0'
7 druhé plyne A\ # 0, a tedy musi platit
dg _ _ -1 _ dg
a—xi(a, b) =0, g(a,b) =0, AT = ay(a, b) #0. (22)
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Druhy diferencidl Lagrangeovy funkce je v bodé [a, b] je

n 0%f 0% 0%
2L = A(i;axi% (a,0) i + 2 5 2, B) sy + 55 (a,b) dy )

Z diferencialu rovnice vazby g(x,y) = 0 dostaneme v bodé [a, b] vztah

A

(a,b) = Oa@

5 (a,b) # 0, musi byt dy = 0. Po dosazeni
)

Ale protoze v bodé [a, b] plati g

do d?L, pak dostaneme kvadratlckou formu

n 829
O =)
i7jZ:1 8%8%

(a,b) dz; dz;, kde A '=—-""(a,b) #£0,

kterd rozhoduje o typu lokalniho extrému implicitné definované funkce y = y(x), pro
kterou plati y(a) = b.

Uvedeny postupy budeme ilustrovat v néasledujicim piikladeé.

Piiklad. Najdéte lokélni extrémy funkce z = z(x,y), kterd je definovédna implicitné
rovnici
gz, y,2) =2+ P+ 22—z —yz+ 20+ 2y — 22 =0. (23)

RESEN{: Jedn4 je vlastné o tiloha najit lokln{ extrémy funkee f(z,v, z) = 2z za podminky
dané vazbovou rovnici (23).

Jedna metoda feSeni spociva v tom, ze budeme predpoklddat, ze jsme z rovnice (23)
nasli funkci z = z(z, y). Po dosazeni do funkce f(x,y, z) pak dostaneme funkci

F(z,y) = f(z,y, 2(z,y)) = z(z,y),

u které hleddme extrém ale nyni jiz bez podminky. Nutné podminky pro extrém funkce

F(z,y) json
oF B 0z oF 0z

or  or oy - dy -
Z rovnice (23) dostaneme pro tyto parcidlni derivace vztahy
0z

2x—z+2—|—(22—x—y—2)%

=0, 2y—z+2+(2z—x—y—2)g—;:0.

A protoze hledame body, ve kterych jsou obé parcialni dorivace rovny nule, ziskame sou-
stavu rovnic

20 —2+2=0, 2y—2+2=0, 22+ +22—wz—yz+20+2y—22=0. (24)

Resen{ této soustavy ndm dé dva stacionarni body a; = [0,0], ve kterém je z = 2, a
= [—2, 2], ve kterém je z = —2.
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Abychom rozhodli, zda je v téchto bodech lokéln{ extrém funkce z = z(z,y), najdeme v
téchto bodech druhy diferencial nebo druhé parcialni derivace této funkce. Podle véty o
inplicitnich funkcich splnuji druhé parcidlni derivace rovnice

0z 0z 0z 0%z
25£+S%‘la)%”%‘x‘y‘?gg?:()

z z z z
_a—y—|—<28—y—1)%+(2z—x—y—2) 891:823/_0

0z 0z 0z 0°z

A protoze v bodech a; i ay jsou obé prvni parcidlni derivace funkce z = z(z,y) rovny
nule, je

0z 0z 0z

a7 =7 gag, @) =00 el =1,

0z 0z 0%z

@(32):1, 8x8y(a2):0’ a—yz(az)zly
mé funkce z = z(z,y) v bodé a; = [0, 0] lokdln{ maximum z; = 2 a v bodé ay = [-2, —2]
ma lokalni minimum zo = —2.

Druha moznost je fesit uvedenou tlohu pomoci Lagrangeovyvh multiplikatoriu. Nej-
prve sestrojime Lagrangeovu funkci

L(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z,y,2) = 2+ A2 + y* + 2° — 2z — yz + 22 + 2y — 22) .

Nutné podminky pro extrém jsou v tomoto pripadé

oL oL oL
S =2 -2+2) =0, o AM2y—2+2=0), —-=1+A2-2-y-2)=0

a rovnost (23). Protoze A # 0, dostaneme pro z, y a z opét soustavu (24). Tedy stacionarni
body jsou

A =10,0,2], M\=-1, Ay =[-2,-2,-2], X=1.
Druhy diferencidl Lagrangeovy funkce je
d*L = A\(2dz? + 2dy”® + 2d2* — 2dzdz — 2dydz) .
A protoze
dg=Q2z—2+2)dz+2y—2+2)dy+ (22 —2—y—2)dz =0,
plyne z (24), ze v bodech A; a A, je dz = 0. Proto nés zajimaji kvadratické formy
$(0,0,2) = —dz? — dy?, d(—2, -2, -2) = da® + dy?,
ze kterych plyne, ze v bodé a; = [0,0] mé funkce z = z(x,y) lokdlni maximum z =2 a v

bodé as = [—2, —2] lokdlni minimum z = —2.
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Globalni extrémy spojité funkce na kompaktni mnoziné

Mnohé priklady na hledani extrému vedou pravé k tloham tohoto typu. Pfipomenme,
ze mnozinu M C R™ nazyvame kompaktni pravé tehdy, kdyz je omezena a uzaviena. Pro
spojité funkce na kompaktni mnoziné M plati nasledujici véta:

Véta. Necht je f(x) spojitd funkce na kompaktni mnoziné M C R". Pak existuji v M
body Xmin & Xmax takové, ze pro kazdé x € M je f(xmin) < f(x) < f(xmax).

Jestlize diferencovatelnd funkce f(x) nabyvéa extrém v bodé a, ktery je vnitini bod
mnoziny M, musi mit v tomto bodé lokalni extrém, a tedy musi byt df(a,h) = 0.

Jestlize funkce nabyva extrémni hodnoty v bodé a, ktery lezi na hranici M, musi
funkce f(x) v tomto bodé lokalni extrém vzhledem k hranici mnoziny M a jde tedy o
vazany extrém, ktery najdeme naptiklad metodou Lagrangeovych multiplikdtori nebo
jinym postupem, o kterém jsme se zminili v predchazejici ¢ésti.

Témito dvéma postupy najdeme mnozinu bodu N, ve kterych muze funkce f(x)
nabyvat na mnoziné M globélni extrém. Ten pak najdeme jako

fmin(M) = min{f(a); ac N}, fmax(M) = max{f(a); ac N}.

V tomto pripadé nemusime zkoumat typ lokalniho extrému v bodech a € N pomoci
druhého diferencialu.

Priklad. Najdéte nejmens{ a nejvétsi hodnotu funkce f(z,y) = 2%+ y* — 3zy na mnoziné
M c R? dané nerovnostmi 0 < 2 <3 a0 <y < 222
RESEN{: Protoze je funkce f(z,%) spojitd v R? a mnozina M je kompaktni, v M existuji
body, ve kterych dosahuje funkce f(z,y) své nejmensi a nejvétsi hodnoty.
7Z vnitinich bodt mnoziny M, tj. mnoziny 0 < z < 3 a 0 < y < 222, to mohou byt
pouze body, ve kterych je
of

%:3x2—3y20 a

of .5 _
8_y_3y 3r=0.

Tato soustava mé feseni x =y = 0 a x = y = 1. Protoze bod [0, 0] nen{ vnitinim bodem
mnoziny M, bude néas zajimat pouze bod a; = [1, 1].

Hranice mnoziny M je tvofena tfemi kiivkami:

1. tseckouy =10,0 <z < 3;

2. useckou xr =3, 0 <y < 18;

3. ¢asti paraboly y = 222, 0 < 2 < 3.

Na prvni tsecce budeme lokélni extrémy funkce f(z,y) = 23 + y* — 3zy s podminkou
y = 0,0 <z < 3. Jestlize dosadime y = 0, zjistime, Ze mame najit extrémy funkce
Fi(z) = f(z,0) = 2 na uzavfeném intervalu = € (0,3). Protoze F](x) = 3z% # 0 pro

0 < x < 3, muze mit funkce F(z) pro (0,3) extrém pouze v krajnich bodech intervalu.
Tak dostaneme body a; = [0,0] a ag = [3,0].

Podobné na druhé tsecce budeme hledat extrém funkce Fy(y) = f(3,y) = y* — 9y +27
pro y € (0, 18). Protoze Fj(y) = 3y*—9, mohou byt extrémy pouze v bodech a; = |3, \/ﬂ,
az = [3,0] (to uz vime) a v bodé a; = [3,18].
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Na tieti kiivce budeme hledat extrémy funkce F3(z) = f(z,22%) = 82°% — 52° pro x €
(0, 3). Krajni body tohoto intervalu jsou body a; = [0,0] a a5 = [3, 18]. Protoze Fj(z) =

4825 — 152 =0 prow = /2 =1 \3/§ € (0,3), dostaneme bod ag = |4 i/g, 12

Funkce f(z,y) muze na mnoziné M nabyvat nejvétsi a nejmensi hodnoty pouze v bodé
z mnoziny N = {al, as, az, ay, as, aﬁ}. A protoze

flar) = —1, f(a) =0, f(az) =27, f(ay)=27— 9v/3, f(as) = 5697, f(ag) = —g—g

a min{ f(a1), f(az), f(as), f(a4), f(as), fag) } = flay) = —1,
max{ f(a1), f(az), f(as), f(a4), f(as), f(as) } = f(as) = 5697,

nabyva funkce f(z,y) na mnoziné M nejmensi hodnotu —1 v bodé [1, 1] a nejvétsi hodnotu
5697 v bodé [3, 18]
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