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3. Definice posloupnosti v Rk.

4. Posloupnosti v Rk a k posloupnost́ı reálných č́ısel.
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6. Geometrická posloupnost.
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n→∞

np, lim
n→∞
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n→∞

n
√
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17. Př́ıklady: lim
n→∞

√
n2 − 2n + 2

√
2n + 3√

8n3 + 2n2 + 3
, lim

n→∞

(√
n2 + 3n + 4− n

)
.

18. an ≤ bn ⇒ lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

19. an ≤ bn ≤ cn a lim
n→∞

an = lim
n→∞

cn = A ⇒ lim
n→∞

bn = A.

20. lim
n→∞

an = 0 ⇒ lim
n→∞

∣∣an

∣∣ = 0.

21. Omezené posloupnosti.

22. lim
n→∞

an = 0 a bn omezená ⇒ lim
n→∞

anbn = 0.

23. Př́ıklad: lim
n→∞

3
√

n2 + n + 2

n
sin n2.

24. Př́ıklad: a1 = 1, an+1 =
1

2

( 3

an

+ an

)
, naj́ıt lim

n→∞
an za předpokladu, že an konverguje.

25. Monotonńı posloupnost.

26. Limita monotonńı posloupnosti.
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27. Př́ıklad lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

28. Limity typu 1∞.

29. Př́ıklad: lim
n→∞

(
2n + 1

2n− 3

)1−3n
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34. Př́ıklad lim
n→∞

(
1 +

(−1)n

n

)n

.

35. Limity vybraných posloupnost́ı a jej́ı hromadné body.

36. Př́ıklady: hromadné body posloupnost́ı an =
(√

n2 + n− n
)
sin 2

3
nπ,

bn =
{

1
2
, 1

3
, 2

3
, 1

4
, 2

4
, 3

4
, . . . , 1

k
, 2

k
, . . . , k−1

k
, . . .

}
a cn = sin n.

37. Limes superior a limes inferior posloupnosti.

38. Posloupnosti na kompaktńıch množinách.

V minulé přednášce jsme se zabývali množinami č́ısel. Druhý základńı pojem v mate-
matice je pojem zobrazeńı. Zobrazeńı f množiny X do množiny Y zhruba řečeno přǐrazuje
každému prvku x ∈ X právě jeden prvek y = f(x) ∈ Y .

V prvńı části semestu se budeme zabývat zobrazeńımi, kde X ⊂ R a Y ⊂ Rk a ve
druhé části pak zobrazeńımi, kde X ⊂ Rn a Y ⊂ Rk.

V př́ıpadě Y ⊂ Rk přǐrazuje zobrazeńı f : X → Y každému x ∈ X uspořádanou k–tici
reálných č́ısel

(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
∈ Rk, kde fi(x) ∈ R jsou to zobrazeńı X → R.

Zobrazeńı f : X → Y , kde Y ⊂ R se nazývaj́ı funkce (reálné) na množině X. Proto
je možné ř́ıct, že každé zobrazeńı f : X → Y ⊂ Rk dáno pomoćı k reálných funkćı na
množině X.

V této přednášce se budeme zabývat př́ıpadem X = N, tj. posloupnostmi.

Definice. Posloupnost v Rk je zobrazeńı množiny N do množiny Rk.

Posloupnost tedy přǐrazuje každému n ∈ N prvek z Rk, které budeme značit an a
nazývat ho členem posloupnosti. Pro celou posloupnost pak budeme použ́ıvat značku
(an). Protože an ∈ Rk, je an =

(
a

(1)
n , a

(2)
n , . . . , a

(k)
n

)
, kde a

(i)
n ∈ R. Tedy posloupnost

(
an

)
v Rk je zadána k posloupnostmi

(
a

(i)
n

)
v R.

Jako př́ıklad posloupnosti reálných č́ısel uvedeme dva př́ıklady, které by měly být
známé ze středńı školy.

Př́ıklad: (aritmetická posloupnost). Aritmetická posloupnost je určena dvěmi reálnými
č́ısly a1 a d a vztahem an+1 − an = d pro n ∈ N. Proto se č́ıslo d nazývá diference
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aritmetické posloupnosti a n–tý člen aritmetické posloupnosti lze zapsat jako an = a1 +
(n− 1)d.

Uvedeme ještě vztah pro součet sn prvńıch n člen̊u aritmetické posloupnosti. Plat́ı

sn = a1 + a2 + . . . + an =
n∑

k=1

ak = 1
2

(
an + a1

)
n . (1)

Tento vztah lze dokázat např́ıklad matematickou indukćı. Označme U množinu všech
n ∈ N takových, že plat́ı vztah (1). Protože

s1 = a1 = 1
2
(a1 + a1) · 1 ,

je 1 ∈ U . Jestliže je n ∈ U , tj. plat́ı pro ně vztah (1), lze psát

sn+1 = sn + an+1 = 1
2
(an + a1)n + an+1 = 1

2
(an+1 − d + a1)n + an+1 =

= 1
2
(an+1 + a1)n− 1

2
nd + an+1 .

Jestliže použijeme vztah nd = an+1 − a1, dostaneme

sn+1 = 1
2
(an+1 + a1)n− 1

2
(an+1 − a1) + an+1 = 1

2
(an+1 + a1)n + 1

2
(an+1 + a1) =

= 1
2
(an+1 + a1)(n + 1) .

To ale znamená, že (n + 1) ∈ U a podle axiómu matematické indukce je U = N.

Př́ıklad (geometrická posloupnost). Geometrická posloupnost je zadána dvěmi reálnými

č́ısly a1 a q a vztahem an+1 = qan, který plat́ı pro n ∈ N. Je-li a1q 6= 0, je q =
an+1

an
a nazývá se kvocient geometrické posloupnosti. n–tý člen geometrické posloupnosti je
an = a1q

n−1.
Součet sn prvńıch n člen̊u geometrické posloupnosti je

sn = a1 + a2 + . . . + an = a1

(
1 + q + q2 + . . . + qn−1

)
.

Jestliže použijeme vztah
(
1 + q + q2 + . . . + qn−1

)(
1− q

)
= 1− qn, dostaneme

sn =

 a1
1− qn

1− q
pro q 6= 1 ,

na1 pro q = 1 .

Limita posloupnosti

Nyńı zavedeme jeden z nejd̊uležitěǰśıch pojmů, se kterými se v přednášce setkáme,
pojmem limity posloupnosti.

Necht’ je (an) posloupnost reálných č́ısel a A ∈ R. Budeme cht́ıt matematicky vyjádřit
tvrzeńı, že pro velká n se hodnota člen̊u posloupnosti bĺıž́ı k č́ıslu A. Vezmeme ε > 0 a
interval délky 2ε se středem v bodě A, tj. interval (A − ε, A + ε). Aby se hodnota člen̊u
posloupnosti (an) bĺıžila k hodnotě A muśı pro ”dostatečně velká n” ležet hodnoty člen̊u
posloupnosti v intervalu (A − ε, A + ε). Souslov́ı ”dostatečně velká n” zde znamená, že
tato n jsou větš́ı než nějaké n0 ∈ N.
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Matematicky lze toto tvrzeńı vyjádřit tak, že pro dané ε > 0 existuje n0 ∈ N takové,
že pro každé n > n0 je |A− an| < ε. Toto tvrzeńı záviśı na námi zvolené hodnotě ε. Ale
interval, který jsme vybrali kolem hodnoty A může být libovolně malý. Proto muśı takové
tvrzeńı platit pro každé ε > 0. To nás vede k definici:

Definice. Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel (an) má limitu A ∈ R, jestliže pro
každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je |A− an| < ε, tj.

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ; ∀n ∈ N , n > n0 je |A− an| < ε . (2)

Tento výrok budeme psát jako lim
n→∞

an = A

Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel (an) má limitu +∞, jestliže pro každé K
existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je an > K, tj.

∀K ∃n0 ∈ N ; ∀n ∈ N , n > n0 je an > K . (3)

Tento výrok budeme psát jako lim
n→∞

an = +∞.

Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel (an) má limitu −∞, jestliže pro každé K
existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je an < K, tj.

∀K ∃n0 ∈ N ; ∀n ∈ N , n > n0 je an < K . (4)

Tento výrok budeme psát jako lim
n→∞

an = −∞.

Tvrzeńı (2), (3) a (4) lze vyjádřit jediným zp̊usobem pomoćı okoĺı bodu.

Definice. Řekneme, že posloupnost reálných č́ısel (an) má limitu A ∈ R∗, jestliže pro
každé okoĺı U(A) existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n > n0 je an ∈ U(A), tj.

∀U(A) ∃n0 ∈ N ; ∀n ∈ N , n > n0 je an ∈ U(A) . (5)

Poznámka: Tvrzeńı (5) je ekvivalentńı tomu, že lim
n→∞

an = A právě tehdy, když pro každé

okoĺı U(A) je množina M =
{
n ∈ N ; an /∈ U(A)

}
konečná, konkrétně je to podmnožina

množiny {1, 2, . . . , n0}.

Př́ıklad: Dokažte podle definice, že lim
n→∞

n3 + 2n2 + 3n + 2

n3 + n + 3
= 1.

Řešeńı: Necht’ je ε > 0 a označme Mε množinu všech n ∈ N takových, že∣∣∣n3 + 2n2 + 3n + 2

n3 + n + 3
− 1

∣∣∣ =
∣∣∣2n2 + 2n− 1

n3 + n + 3

∣∣∣ =
2n2 + 2n− 1

n3 + n + 3
< ε .

Množinu Mε neńı snadné naj́ıt. Proto najdeme jej́ı vhodnou podmnožinu M̂ε.
Protože pro každé n ∈ N plat́ı nerovnosti 2n2 + 2n− 1 ≤ 3n2 a n3 + n + 1 > n3, je

2n2 + 2n− 1

n3 + n + 3
<

3n2

n3
=

3

n
. (6)
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Označme M̂ε množinu všech n ∈ N takových, že
3

n
< ε, tj.

M̂ε =
{

n ∈ N ;
3

n
< ε

}
.

Z nerovnosti (6) plyne, že M̂ε ⊂ Mε.

Pro n0 ∈ N takové, že
3

ε
< n0 ≤

3

ε
+ 1, je každé n > n0 prvkem množiny M̂ε, a tedy i

množiny Mε, tj. plat́ı pro ně nerovnost∣∣∣n3 + 2n2 + 3n + 2

n3 + n + 3
− 1

∣∣∣ < ε .

Pro limitu posloupnosti plat́ı následuj́ıćı věta o jednoznačnosti limity.

Věta. Pokud existuje lim
n→∞

an = A, je tato limita jediná.

Proto lze všechny posloupnosti rozdělit na posloupnosti, které maj́ı konečnou limitu a
které konečnou limitu nemaj́ı.

Definice. Posloupnosti, které maj́ı konečnou limitu se nazývaj́ı konvergentńı a ostatńı po-
sloupnosti, tj. posloupnosti, které maj́ı limitu ±∞ nebo nemaj́ı žádnou limitu, se nazývaj́ı
divergentńı.

Pro posloupnost an v Rk budeme limitu definovat pomoćı okoĺı.

Definice. Necht’ je (an) posloupnost v Rk. Jestliže

∀U(A)∃n0 , ∀n ∈ N , n > n0 je an ∈ U(A) , (7)

tj. pro každé okoĺı U(A) bodu A existuje n0 takové, že pro každé n > n0 je an v okoĺı
U(A), řekneme, že posloupnost an má limitu A. Tento výrok zapisujeme jako lim

n→∞
an = A.

Definice. Jestliže má posloupnost (an) limitu, nazývá se konvergentńı. Posloupnost, která
limitu nemá, se nazývá divergentńı.

Posloupnost (an) v Rk je v podstatě definována pomoćı k posloupnost́ı v R. Konkrétně

je an =
(
a

(1)
n , a

(2)
n , . . . , a

(k)
n

)
, kde a

(1)
n , a

(2)
n , . . . , a

(k)
n jsou posloupnosti reálných č́ısel. Jej́ı

limita je prvek Rk, tj. A =
(
A(1), A(2), . . . , A(k)

)
. Následuj́ıćı věta ř́ıká, jak souviśı limita

posloupnosti an s limitami reálných posloupnost́ı a
(i)
n , kde i = 1, 2, . . . , k.

Věta. Posloupnost
(
an

)
=

(
a

(1)
n , a

(2)
n , . . . , a

(k)
n

)
v Rk konverguje právě tehdy, když konver-

guj́ı všechny posloupnosti
(
a

(i)
n

)
, kde i = 1, 2, . . . , k. Přitom plat́ı

lim
n→∞

an =
(
A(1), A(2), . . . , A(k)

)
právě tehdy, když lim

n→∞
a(i)

n = A(i) , i = 1, 2, . . . , k .

Poznámka: Tedy abychom našli limitu konvergentńı posloupnosti an v Rk, muśıme naj́ıt
k limit posloupnost́ı a

(i)
n , kde i = 1, . . . , k. Pokud aspoň jedna z těchto posloupnost́ı

diverguje, tj. nemá limitu nebo má limitu ±∞, posloupnost an diverguje.
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Limity posloupnost́ı většinou poč́ıtáme tak, že nějaké základńı limity známe (mělo by
se dokázat, že to jsou skutečně limity uvedených posloupnost́ı) a daľśı limity se snaž́ıme
převést na základńı limity pomoćı jistých vět.

Neńı jasné, které limity máme považovat za základńı. Uvedeme zde jen několik zná-
mých limit, ale zálež́ı na každém, jaké limity se nauč́ı nazpamět’.

lim
n→∞

np =

{
+∞ pro p > 0 ;

0 pro p < 0 .

lim
n→∞

an =


+∞ pro a > 1 ;

1 pro a = 1 ;

0 pro |a| < 1 ;

neexistuje pro a ≤ −1 .

lim
n→∞

n
√

n = 1 .

Mnohé daľśı limity lze naj́ıt podle následuj́ıćı věty.

Věta: Necht’ existuj́ı limity lim
n→∞

an = A a lim
n→∞

bn = B, kde A, B ∈ R∗ a α, β ∈ R. Pokud

maj́ı výrazy na pravé straně smysl v R∗, plat́ı

lim
n→∞

(
αan + βbn

)
= αA + βB ;

lim
n→∞

(
anbn

)
= AB ;

lim
n→∞

(an

bn

)
=

A

B
.

Př́ıklad. Najděte limitu lim
n→∞

√
n2 − 2n + 2

√
2n + 3√

8n3 − 2n2 + 2
.

Řešeńı: Předchoźı větu nemůžeme použ́ıt př́ımo, protože se jedná o výraz
∞
∞

, který neńı

v R∗ definován. Proto nejprve uprav́ıme výraz v limitě na tvar

√
n2 − 2n + 2

√
2n + 3√

8n3 − 2n2 + 2
=

n3/2
√

1− 2n−1 + 2n−2
√

2 + 3n−1

n3/2
√

8− 2n−1 + 2n−3
=

=

√
1− 2n−1 + 2n−2

√
2 + 3n−1

√
8− 2n−1 + 2n−3

.

Podle známých limit a předchoźı věty je

lim
n→∞

√
n2 − 2n + 2

√
2n + 3√

8n3 − 2n2 + 2
= lim

n→∞

√
1− 2n−1 + 2n−2

√
2 + 3n−1

√
8− 2n−1 + 2n−3

=

√
2√
8

=
1

2
.

Př́ıklad: Najděte limitu lim
n→∞

(√
n2 + 3n + 4− n

)
.
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Řešeńı: Protože se jedná o neurčitý výraz typu∞−∞, nemůžeme př́ımo použ́ıt uvedenou
větu. Ale když uprav́ıme výraz v limitě na tvar

√
n2 + 3n + 4− n =

(√
n2 + 3n + 4− n

) √n2 + 3n + 4 + n√
n2 + 3n + 4 + n

=
3n + 4√

n2 + 3n + 4 + n
=

=
3 + 4n−1

√
1 + 3n−1 + 4n−2 + 1

,

dostaneme

lim
n→∞

(√
n2 + 3n + 4− n

)
= lim

n→∞

3 + 4n−1

√
1 + 3n−1 + 4n−2 + 1

=
3

2
.

Nyńı uvedeme několik takřka samozřejmých vět o limitách posloupnost́ı, které použi-
jeme později.

Věta. Necht’ existuje N ∈ N takové, že pro každé n > N je an ≤ bn. Pokud existuj́ı
lim

n→∞
an = A a lim

n→∞
bn = B, plat́ı A ≤ B.

Věta. Necht’ existuje N ∈ N takové, že pro každé n > N je an ≤ bn ≤ cn. Pokud existuj́ı
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = A, pak existuje lim

n→∞
bn = A.

Věta. lim
n→∞

an = 0 právě tehdy, když lim
n→∞

|an| = 0.

Existuje ještě jeden typ limity, který lze naj́ıt. K tomu budeme potřebovat definici
omezené posloupnosti.

Definice. Posloupnost (an) se nazývá omezená, jestliže existuje k ∈ R takové, že pro
každé n ∈ N je |an| ≤ k.

Věta. Necht’ je lim
n→∞

an = 0 a (bn) je omezená posloupnost. Pak existuje lim
n→∞

anbn = 0.

Př́ıklad: Najděte limitu lim
n→∞

3
√

n2 + n + 1

n
sin n2.

Řešeńı: Pro posloupnost an =
3
√

n2 + n + 1

n
plat́ı lim

n→∞
an = 0. Posloupnost bn = sin n2 je

omezená, protože
∣∣sin n2

∣∣ ≤ 1. Tedy podle předchoźı věty je lim
n→∞

3
√

n2 + n + 1

n
sin n2 = 0.

Uvědomte si, že lim
n→∞

sin n2 neexistuje, a proto jsme nemohli použ́ıt větu o limitě

součinu.

Někdy je při výpočtu limit užitečné vědět, že posloupnost konverguje, i když neznáme
hodnotu jej́ı limity. Např́ıklad, jestliže budeme vědět, že existuje konečná nezáporná limita
posloupnosti (an), která je definována předpisem a1 = 1 a

an+1 =
1

2

( 3

an

+ an

)
, (8)
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lze této znalosti využ́ıt k jej́ımu výpočtu. Označme lim
n→∞

an = A ≥ 0. Jestliže přejdeme ve

vztahu (8) k limitě, dostaneme pro A rovnici

A =
1

2

( 3

A
+ A

)
,

ze které plyne A2 = 3. A protože A ≥ 0, je A = lim
n→∞

an =
√

3.

Uvedeme dvě d̊uležité věty, které zaručuj́ı existenci limity. K prvńı větě budeme
potřebovat pojem monotonńı posloupnosti.

Definice.
Řekneme, že posloupnost (an) je rostoućı, jestliže pro každé n ∈ N plat́ı an+1 > an.

Řekneme, že posloupnost (an) je klesaj́ıćı, jestliže pro každé n ∈ N plat́ı an+1 < an.

Řekneme, že posloupnost (an) je nerostoućı, jestliže pro každé n ∈ N plat́ı an+1 ≤ an.

Řekneme, že posloupnost (an) je neklesaj́ıćı, jestliže pro každé n ∈ N plat́ı an+1 ≥ an.

Takové posloupnosti se nazývaj́ı souhrnně monotonńı a posloupnost́ı rostoućı nebo kle-
saj́ıćı se nazývaj́ı ryze monotonńı posloupnosti.

Věta. Každá monotonńı posloupnost má limitu v R∗.
Náznak d̊ukazu. Jestliže označ́ıme M =

{
an ; n ∈ N

}
, je limita neklesaj́ıćı posloupnosti

rovna lim
n→∞

an = sup M a pro nerostoućı posloupnost je lim
n→∞

an = inf M a tvrzeńı věty

plyne z toho, že každá množina M ⊂ R má v R∗ supremum a infimum.

Věta. Každá neklesaj́ıćı shora omezená posloupnost je konvergentńı. Každá nerostoućı
zdola omezená posloupnost je konvergentńı.

Tvrzeńı věty plyne z předchoźı věty a toho, že pro každou neprázdnou shora omezenou
množinu M ⊂ R je sup M ∈ R a pro každou neprázdnou zdola omezenou množinu M ⊂ R
je inf M ∈ R.

Př́ıklad: Posloupnost an =
(
1 +

1

n

)n+1

je zdola omezená klesaj́ıćı posloupnost. Proto

existuje jej́ı limita. Pro tuto limitu budeme psát

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

· lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e ,

kde e
.
= 2,718282 . . . je tzv. Eulerovo č́ıslo.

Řešeńı: Členy posloupnosti (an) jsou nezáporné, a proto je posloupnost zdola omezená
nulou.

Nerovnost an+1 < an plyne z následuj́ıćı série nerovnost́ı:

n(n + 2) < (n + 1)2 ⇐⇒ 1 +
1

n + 1
< 1 +

n + 1

n(n + 2)
<

(
1 +

1

n(n + 2)

)n+1

⇐⇒

⇐⇒ n + 2

n + 1
<

(n2 + 2n + 1

n(n + 2)

)n+1

⇐⇒ n + 2

n + 1
<

( (n + 1)2

n(n + 2)

)n+1

⇐⇒

⇐⇒
(n + 2

n + 1

)n+2

<
(n + 1

n

)n+1

⇐⇒
(
1 +

1

n + 1

)n+2

<
(
1 +

1

n

)n+1

.
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Jak jsme se už zmı́nili v prvńı přednášce je výraz typu 1∞ neurčitý výraz. Limity
takového typu lze často naj́ıt pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı:

Je-li lim
n→∞

an = 0, pak plat́ı

lim
n→∞

(
1 + an

)bn
= exp

(
lim

n→∞
anbn

)
, kde exp(x) = ex . (9)

Př́ıklad: Najděte limitu lim
n→∞

(2n + 1

2n− 3

)1−3n

.

Řešeńı: Protože lim
n→∞

2n + 1

2n− 3
= 1, jedná se o limitu typu 1∞. Jestliže naṕı̌seme

2n + 1

2n− 3
=

1 +
4

2n− 3
, zjist́ıme, že an =

4

2n− 3
. Protože lim

n→∞
an = 0 a bn = 1− 3n, je

lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

4(1− 3n)

2n− 3
= −6 a lim

n→∞

(2n + 1

2n− 3

)1−3n

= e−6 .

Následuj́ıćı věta udává podmı́nku, která je ekvivalentńı konvergenci posloupnosti (an)
a má velký význam v celé matematické analýze.

Věta (Cauchy–Bolzanova podmı́nka konvergence). Posloupnost (an) je konvergentńı právě
tehdy, když splňuje Cauchy–Bolzanovu podmı́nku:

∀ ε > 0 ∃n0 ∈ N ; ∀n, k ∈ N , n > n0 plat́ı |an+k − an| < ε .

Hromadné body posloupnosti

Podle definice je bod A limita posloupnosti (an) právě tehdy, když pro každé okoĺı
U(A) bodu A je množina

N =
{
n ∈ N ; an /∈ U(A)

}
konečná. Takový bod A může být pro danou posloupnost pouze jeden, a proto je limita,
pokud existuje, jediná.

Protože je množina přirozených č́ısel N nekonečná, muśı být pro každé okoĺı U(A)
limity posloupnosti (an) množina

M =
{
n ∈ N ; an ∈ U(A)

}
(10)

nekonečná. Ale z tvrzeńı, že pro každé okoĺı U(A) je množina (10) nekonečná neplyne, že
bod A je limita posloupnosti (an). Problém je v tom, že nekonečnou množinu můžeme
rozdělit na v́ıce nekonečných množin, které jsou disjunktńı, tj. neprot́ınaj́ı se. Proto může
být bod̊u s uvedenou vlastnost́ı pro danou posloupnost v́ıc. Takové body se nazývaj́ı
hromadné body posloupnosti.

Definice. Bod A ∈ Rk se nazývá hromadný bod posloupnosti
(
an

)
v Rk, jestliže

∀U(A) a ∀n0 ∈ N ∃n ∈ N , n > n0 je an ∈ U(A) . (11)

Poznámka: Když srovnáme definici hromadného bodu (11) s definićı limity posloupnosti
(7), vid́ıme, že se tyto limity lǐśı pouze pořad́ım kvantifikátor̊u ∀ a ∃.
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Existuje ještě jiná charakteristika hromadného bodu. Ta využ́ıvá pojem vybrané po-
sloupnosti

(
bn

)
z posloupnosti

(
an

)
.

Definice. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
. Řekneme, že posloupnost

(
bn

)
je vybraná z

posloupnosti
(
an

)
, jestliže existuje rostoućı posloupnost ϕ(n) s hodnotami v N taková, že

pro každé n ∈ N je bn = aϕ(n).

Poznámka: Zd̊urazněme, že posloupnost ϕ(n) má hodnoty v N a je rostoućı, tj. plat́ı pro
ni ϕ(n) ∈ N a ϕ(n + 1) > ϕ(n).

Věta. Jestliže existuje limita lim
n→∞

an = A a posloupnost
(
bn

)
je vybraná z posloupnosti(

an

)
, pak je lim

n→∞
bn = A.

Tato věta se často použ́ıvá k d̊ukazu tvrzeńı, že posloupnost
(
an

)
nemá limitu.

Př́ıklad 1. Dokažte, že posloupnost an =
(
1 +

(−1)n

n

)n

nemá limitu.

Řešeńı: Z posloupnosti (an) vybereme dvě posloupnosti

bn = a2n =
(
1 +

1

2n

)2n

a cn = a2n−1 =
(
1− 1

2n− 1

)2n−1

.

Pak je lim
n→∞

bn = e a lim
n→∞

cn = e−1. Protože se tyto limity nerovnaj́ı, nemá posloupnost

(an) limitu.

Věta. Bod A je hromadný bod posloupnosti
(
an

)
právě tehdy, když existuje posloupnost(

bn

)
vybraná z posloupnosti

(
an

)
taková, že lim

n→∞
bn = A.

Př́ıklad 2. Najděte všechny hromadné body posloupnosti an =
(√

n2 + n− n
)
sin 2

3
nπ.

Řešeńı: Limita posloupnosti bn =
√

n2 + n− n

lim
n→∞

(√
n2 + n− n

)
= lim

n→∞

(√
n2 + n− n

)√n2 + n + n√
n2 + n + n

= lim
n→∞

n√
n2 + n + n

=
1

2
.

Z posloupnosti (an) vybereme tři podposloupnosti

c0,n = a3n =
(√

(3n)2 + 3n− 3n
)
sin 2

3
3nπ = 0 ,

c1,n = a3n+1 =
(√

(3n + 1)2 + 3n + 1− 3n + 1
)
sin 2

3
(3n + 1)π =

=
√

3
2

(√
(3n + 1)2 + 3n + 1− 3n + 1

)
,

c2,n = a3n+2 =
(√

(3n + 2)2 + 3n + 2− 3n + 2
)
sin 2

3
(3n + 2)π =

= −
√

3
2

(√
(3n + 1)2 + 3n + 1− 3n + 1

)
.

Protože lim
n→∞

c0,n = 0, lim
n→∞

c1,n = 1
4

√
3 a lim

n→∞
c2,n = −1

4

√
3, je množina hromadných bod̊u

posloupnosti (an) rovna
{
0, 1

4

√
3,−1

4

√
3
}
.

Př́ıklad 3. Najděte množinu všech hromadných bod̊u posloupnosti{
1
2
, 1

3
, 2

3
, 1

4
, 2

4
, 3

4
, . . . , 1

k
, 2

k
, . . . , k−1

k
, . . .

}
.
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Řešeńı: Posloupnost obsahuje všechna racionálńı č́ısla z intervalu (0, 1). Protože každé
reálné č́ıslo z intervalu 〈0, 1〉 je limitou posloupnosti racionálńıch č́ısel z intervalu (0, 1) je
množina všech hromadných bod̊u této posloupnosti celý interval 〈0, 1〉.

Pro posloupnosti reálných č́ısel (an) nás mnohdy nezaj́ımá množina všech hromadných
bod̊u posloupnosti, ale pouze největš́ı nebo nejmenš́ı hromadný bod.

Definice. Supremum množiny všech hromadných bod̊u posloupnosti (an) se nazývá limes
superior a znač́ı se lim sup

n→∞
an nebo lim

n→∞
an.

Infimum množiny všech hromadných bod̊u posloupnosti (an) se nazývá limes inferior a
znač́ı se lim inf

n→∞
an nebo lim

n→∞
an.

Př́ıklad: Limes superior a limes inferior pro posloupnosti z př́ıklad̊u 1.–3. jsou

lim sup
n→∞

an = e a lim inf
n→∞

an = e−1 v př́ıkladu 1;

lim sup
n→∞

an = 1
4

√
3 a lim inf

n→∞
an = −1

4

√
3 v př́ıkladu 2 a

lim sup
n→∞

an = 1 a lim inf
n→∞

an = 0 v př́ıkladu 3.

Př́ıklad. Necht’ je (an) posloupnost reálných č́ısel. Označme Mn =
{
ak ; k ≥ n

}
a

definujme posloupnosti bn = sup Mn a cn = inf Mn. Protože pro každé n ∈ N je Mn+1 ⊂
Mn, je bn+1 ≤ bn a cn+1 ≥ cn. Tedy posloupnost (bn) je nerostoućı a posloupnost (cn) je
neklesaj́ıćı. Proto existuj́ı jejich limity a plat́ı

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
sup Mn

)
= lim sup

n→∞
an a lim

n→∞
cn = lim

n→∞

(
inf Mn

)
= lim inf

n→∞
an .

Daľśı významná vlastnost kompaktńıch množin M ⊂ Rk v matematické analýze je, že jsou
to jediné podmnožiny Rk, pro které má každá posloupnost

(
an

)
, jej́ıž členy lež́ı v množině M

alespoň jeden hromadný bod, který lež́ı v množině M .

Věta. Množina M ⊂ Rk je kompaktńı právě tehdy, když z libovolné posloupnosti (an) v M , tj.
an ∈ M , lze vybrat konvergentńı posloupnost takovou, že jej́ı limita lež́ı v množině M .
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