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Prednaska 2
Posloupnosti

Osnova prednasky

. Kratka zminka o zobrazeni.

. Zobrazeni do R” jako k funkei.

. Definice posloupnosti v R¥.

. Posloupnosti v R* a k posloupnosti realnych é&isel.
. Aritmeticka posloupnost.

. Geometricka posloupnost.

. Vlastni limita posloupnosti v R.

. Nevlastni limita posloupnosti.

. Definice limity posloupnosti v R pomoci okoli bodu.
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Pifklad lim 2 N2y
n—0o0 nd+n+3
Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Konvergentni a divergentni posloupnosti.

Definice limity posloupnosti v R¥.

Vypocet limity posloupnosti v R* pomoci limit posloupnosti redlnych éisel.
Neékteré znamé limity: nll_{go n?, nll_{go a”, nh_)rgo n.

Limita posloupnosti, kterd vznikla algebraickymi operacemi.

90 19/ 1 3
Priklady: fim Yo 2 E2VINES e d— ),

n—o0 8n3 +2n2 + 3 n—o0
a, <b,= lim q, < lim b,.
n—oo n—oo

a, <b,<c,a lima,=limc¢,=A= lim b, = A.

n—oo n—oo n—oo

lim a, = 0= lim |an| =0.

n—oo n—oo

Omezené posloupnosti.

lim a,, =0 a b, omezena = lim a,b, = 0.

vn2+n-+2
Priklad: lim L sin n2.
n—o0 n

3

1
Priklad: a; = 1, a,11 = 5(— + an>, najit lim a, za predpokladu, ze a, konverguje.

n

Monotonni posloupnost.

Limita monotonni posloupnosti.



27. Priklad lim (1 + l) = e.
n

n—oo

28. Limity typu 1°°.

1-3n
29. Pi{klad: lim (2” + 1)

n—oo \ 2n — 3
30. Cauchy-Bolzanova podminka.
31. Rozdil mezi limitou posloupnosti a jejimi hromadnymi body.
32. Vybrana posloupnost z posloupnosti a,,.

33. Limita vybrané posloupnosti.

n—oo

—1)*\"
34. Priklad lim (1 + u) )
n
35. Limity vybranych posloupnosti a jeji hromadné body.

36. Prlklady hromadné body posloupnosti a,, = (\/ n?+n— n) sin 2 nr,

3
2 1 2 3 k-1 :
{i,g,g,z,z,z,...,k,k,..., = ,...}acn—smn.

37. Limes superior a limes inferior posloupnosti.

38. Posloupnosti na kompaktnich mnozinach.

V minulé prednasce jsme se zabyvali mnozinami ¢isel. Druhy zdkladni pojem v mate-
matice je pojem zobrazeni. Zobrazeni f mnoziny X do mnoziny Y zhruba feceno pfitazuje
kazdému prvku z € X praveé jeden prvek y = f(z) € Y.

V prvni éasti semestu se budeme zabyvat zobrazenimi, kde X C R a Y C R* a ve
druhé éésti pak zobrazenimi, kde X C R® a Y C R*.

V pifpadé Y C R* prifazuje zobrazeni f : X — Y kazdému = € X uspoiddanou k-tici
realnych ¢isel (fl(x), fo(z), ..., fk(m)) € R*, kde fi(x) € R jsou to zobrazeni X — R.

Zobrazeni f : X — Y kde Y C R se nazyvaji funkce (redlné) na mnoziné X. Proto
je mozné fict, ze kazdé zobrazeni f : X — Y C RF ddno pomoci k redlnych funkei na
mnoziné X.

V této prednéasce se budeme zabyvat piipadem X = N, tj. posloupnostmi.
Definice. Posloupnost v R* je zobrazeni mnoziny N do mnoziny R¥.

Posloupnost tedy pfifazuje kazdému n € N prvek z R¥, které budeme znacit a, a
nazyvat ho clenem posloupnosti. Pro celou posloupnost })jak budeme pouzivat znacku

(a,). Protoze a, € R* je a, = (a%l), ag), . , kde ¥ e R. Tedy posloupnost (an)

v R* je zaddna k posloupnostmi (ag)) v R.

Jako ptiklad posloupnosti redlnych cisel uvedeme dva piiklady, které by mély byt
znamé ze stiedni skoly.

Piiklad: (aritmetickd posloupnost). Aritmetickd posloupnost je urcena dvémi redlnymi
¢isly a; a d a vztahem a,y1 —a, = d pro n € N. Proto se ¢islo d nazyva diference



aritmetické posloupnosti a n—ty clen aritmetické posloupnosti lze zapsat jako a,, = a; +
(n—1)d.
Uvedeme jesté vztah pro soucet s, prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti. Plati

sn:a1+a2+...+an:Zak:%(an—i-al)n. (1)
k=1

Tento vztah lze dokazat naptiklad matematickou indukci. Oznac¢me U mnozinu vSech
n € N takovych, ze plati vztah (1). Protoze

s1=a1 = 5(a1+a1)-1,
je 1 € U. Jestlize je n € U, tj. plati pro né vztah (1), lze psat

1 1
Snt1 = Sp + App1 = 5(an +a)n + any1 = 5(@ny1 —d+a)n + anyr =
n

1 1
§(an+1 + CL1> -3 nd + Apy1 -

Jestlize pouzijeme vztah nd = a,,11 — a1, dostaneme

Snt1 = 2(ani1 +a))n — a1 — a1) + ap1 = 3(api1 + a))n + a4 + a1) =
2 2 2 2
— Hawn +a)n+1).

To ale znamend, ze (n + 1) € U a podle axiému matematické indukce je U = N.

Priklad (geometrickd posloupnost). Geometrickd posloupnost je zaddna dvémi redlnymi
(p41

¢isly a; a ¢ a vztahem a,,1 = qa,, ktery plati pro n € N. Je-li a1q # 0, je ¢ =

n
a nazyva se kvocient geometrické posloupnosti. n—ty clen geometrické posloupnosti je
a, = a;q" L.
Soucet s, prvnich n ¢lenu geometrické posloupnosti je

sn:a1+a2—|—...+an:a1(1+q—|—q2+...+q”_1).

Jestlize pouzijeme vztah (1 +qg+¢*+...+ q”fl) (1 — q) =1 —¢", dostaneme

1_ n
A pro ¢#1,
Sp = 1
na, pro g=1.

Limita posloupnosti

pojmem limity posloupnosti.

Necht je (a,) posloupnost redlnych ¢isel a A € R. Budeme chtit matematicky vyjadFit
tvrzeni, ze pro velkd n se hodnota ¢lenu posloupnosti blizi k ¢islu A. Vezmeme ¢ > 0 a
interval délky 2¢ se stfedem v bodé A, tj. interval (A — e, A + ¢). Aby se hodnota ¢lenu
posloupnosti (a,) blizila k hodnoté A musi pro ”dostateéné velkd n” lezet hodnoty ¢lent
posloupnosti v intervalu (A — e, A 4 €). Souslovi "dostatecné velkd n” zde znamend, ze
tato n jsou vétsi nez néjaké ng € N.



Matematicky lze toto tvrzeni vyjadrit tak, ze pro dané ¢ > 0 existuje ng € N takové,
ze pro kazdé n > ng je |A — a,| < €. Toto tvrzeni zavisi na nami zvolené hodnote e. Ale
interval, ktery jsme vybrali kolem hodnoty A muze byt libovolné maly. Proto musi takové
tvrzeni platit pro kazdé € > 0. To nas vede k definici:

Definice. Rekneme, 7ze posloupnost redlnych ¢isel (a,) mé limitu A € R, jestlize pro
kazdé e > 0 existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je |A — a,| < ¢, tj.

Ve>03noeN; VneN, n>ny je |[A—a,| <ce. (2)

Tento vyrok budeme psat jako lim a, = A

Rekneme, ze posloupnost redlnych ¢isel (a,) ma limitu 400, jestlize pro kazdé K
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je a,, > K, tj.

VK dng e N; Vne N, n>ng je a, > K. (3)

Tento vyrok budeme psat jako lim a, = +o00.

Rekneme, ze posloupnost redlnych éisel (a,) mé limitu —oo, jestlize pro kazdé K
existuje ng € N takové, ze pro kazdé n > ng je a, < K, tj.

VK dng e N; Vn e N, n>ng je a, < K. (4)
Tento vyrok budeme psat jako lim a, = —oo.

Tvrzeni (2), (3) a (4) lze vyjadiit jedinym zpusobem pomoci okoli bodu.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost redlnych ésel (a,) mé limitu A € R*, jestlize pro
kazdé okoli U(A) existuje nyg € N takové, ze pro kazdé n > ng je a, € U(A), tj.

VYU(A) dng e N; Vn e N, n>ngy je a, € U(A). (5)

Poznamka: Tvrzeni (5) je ekvivalentni tomu, ze lim a, = A pravé tehdy, kdyz pro kazdé

okolf U(A) je mnozina M = {n € N; a, ¢ U(A)} konecnd, konkrétné je to podmnozina
mnoziny {1,2,...,ng}.

34 2n243 2
Piiklad: Dokazte podle definice, ze lim mt - ment e 1
n—oo n3+n+3

RESENT: Nechf je e > 0 a oznaéme M, mnozinu viech n € N takovych, ze

n3 +2n% +3n + 2 ‘ ’2n2+2n—1 2n2—|—2n—1<
T — €.

nd+n+3 nd+n+3 1 nd+n+3
Mnozinu M, neni snadné najit. Proto najdeme jeji vhodnou podmnozinu ]\//75
ProtoZe pro kazdé n € N plati nerovnosti 2n? +2n — 1< 3n2an®+n+ 1> n?, je

2n?2+2n—1 3n?

3
B3 S T n (6)



— 3
Oznac¢me M. mnozinu vSech n € N takovych, ze — < ¢, tj.
n
—~ 3
MS:{nEN; —<5}.
n

Z nerovnosti (6) plyne, ze M. C M.
, 3 . , o= .
Pro ng € N takové, ze — < ng < — + 1, je kazdé n > ng prvkem mnoziny M., a tedy i
€ €

mnoziny M., tj. plati pro né nerovnost

n3 +2n% +3n + 2

-1l <e.
n+n+3

Pro limitu posloupnosti plati nasledujici véta o jednoznacnosti limity.

Véta. Pokud existuje lim a, = A, je tato limita jedina.

Proto lze vSechny posloupnosti rozdélit na posloupnosti, které maji kone¢nou limitu a
které konecnou limitu nemayji.

Definice. Posloupnosti, které maji kone¢nou limitu se nazyvaji konvergentni a ostatni po-
sloupnosti, tj. posloupnosti, které maji limitu +co nebo nemaji zadnou limitu, se nazyvaji
divergentni.

Pro posloupnost a,, v R¥ budeme limitu definovat pomoci okoli.

Definice. Necht je (a,) posloupnost v R¥. Jestlize
VU(A)dng, Yn e N, n>ngjea, € ULA), (7)

tj. pro kazdé okoli U(A) bodu A existuje ng takové, ze pro kazdé n > ng je a, v okoli

U(A), fekneme, ze posloupnost a,, mé limitu A. Tento vyrok zapisujeme jako lim a, = A.

Definice. Jestlize mé posloupnost (a,,) limitu, nazyva se konvergentni. Posloupnost, ktera
limitu nema, se nazyva divergentnsi.

Posloupnost (a,,) v R* je v podstaté definovana pomoci k£ posloupnost{ v R. Konkrétné

je a, = (ag), a,(f), .. a,(z )) kde anl), a,(z), e agﬂ) jsou posloupnosti realnych cisel. Jeji
limita je prvek R*, tj. A = (A ) A® ,A(k)). Néasledujici véta tiké, jak souvisi limita
posloupnosti a,, s limitami realnych posloupnosti a,(f), kde:=1, 2, ..., k.

Veéta. Posloupnost (an) = (ag), a? ), cee SZ“)) v R* konverguje pravé tehdy, kdyz konver-
guji vSechny posloupnosti (an ) kde i =1, 2, ..., k. Pfitom plati

lim a, = (A(l),A(Q), e ,A(k)) pravé tehdy, kdyz  lim ag) AD =12, ... k.
Poznamka: Tedy abychom nasli limitu konvergentni posloupnosti a,, v R¥, musime najit
k limit posloupnosti al? , kde ¢« = 1, ..., k. Pokud aspon jedna z téchto posloupnosti
diverguje, tj. nema limitu nebo ma limitu +00, posloupnost a,, diverguje.



Limity posloupnosti vétsinou pocitame tak, ze néjaké zakladni limity zndme (meélo by
se dokézat, ze to jsou skuteéné limity uvedenych posloupnosti) a dalsi limity se snazime
prevést na zakladni limity pomoci jistych vét.

Neni jasné, které limity mame povazovat za zdkladni. Uvedeme zde jen nékolik zné-
mych limit, ale zaleZi na kazdém, jaké limity se nau¢i nazpamét.

. +o00  pro p>0;
lim n? =
n—0o0 0 pro p<0.

400 pro a >1;
) 1 pro a=1;
lim a" =
n—o0 0 pro |a|] <1;

neexistuje  pro a < —1.

lim /n = 1.

n—oo

Mnohé dalsi limity lze najit podle nasledujici véty.
Véta: Necht existujf limity lim a, = Aa lim b, = B, kde A, B € R* a a, $ € R. Pokud

maji vyrazy na pravé strané smysl v R*, plati

lim (aan + ﬁbn) =aA+ BB;
lim (anbn) = AB;

Y (%)_A
nl—{go b, B’

"ot 2VIn T3
Pifklad. Najdete limita lim Y/ 2+ 2V2n 43
n—00 8n3 —2n? + 2

S <7 D - o Y . . ( , o0 , ,
RESENI: Predchozi vétu nemuzeme pouzit pfimo, protoze se jednd o vyraz —, ktery neni
o0

v R* definovan. Proto nejprve upravime vyraz v limité na tvar

Vn2 —2n4+22n+3 n?2y/1 —2n14+2n=2v/2+ 3n-1
8nd — 2n? + 2 B n3/24/8 — 2n—1 + 2n=3
_V1-2n"14+2n"2243n"!
B V8 —2n-142n-3 '

Podle znamych limit a predchozi véty je

CoVvnZ=2n+2V2n+3 . Vi—-2n'42n2V2+3n 1 V2
hm :hm :%:

n—00 8nd —2n2 + 2 n—00 V8 —2n=1+2n-3

Priklad: Najdéte limitu lim (vn2+3n+4 —n).

n—oo



RESENI{: Protoze se jedné o neuréity vyraz typu co— oo, nemuzeme pifmo pouzit uvedenou
vétu. Ale kdyz upravime vyraz v limité na tvar

vn?+3 4 3 4
V2 +3n+4—n= (Va2 +3n+4—n) 2 ronriEn ne =
vnP+3n+4+n  Vn?+3n+4+n

B 3+4n~!
VIi+3nT14+4n2+1"

dostaneme

34+ 4n~t 3
lim(\/n2+3n+4—n):lim +an 3"

n—o0 n—oo\/T+3n 1 +dn2+1

Nyni uvedeme nékolik takika samoziejmych vét o limitach posloupnosti, které pouzi-
jeme pozdéji.
Véta. Necht existuje N € N takové, ze pro kazdé n > N je a, < b,. Pokud existuji
lim a, = A a lim b, = B, plati A < B.

n—oo n—oo

Véta. Necht existuje N € N takové, Ze pro kazdé n > N je a, < b, < ¢,. Pokud existuji
lim a, = lim ¢, = A, pak existuje lim b, = A.

n—oo n—oo n—oo

Véta. lim a, = 0 pravé tehdy, kdyz lim |a,| = 0.

n—oo

Existuje jesté jeden typ limity, ktery lze najit. K tomu budeme potiebovat definici
omezené posloupnosti.
Definice. Posloupnost (a,) se nazyva omezend, jestlize existuje k € R takové, ze pro
kazdé n € N je |a,| < k.

Véta. Necht je lim a,, =0 a (b,) je omezend posloupnost. Pak existuje lim a,b, = 0.

vn?2+n+1
Priklad: Najdéte limitu lim AL sinn?.
n—0o0 n

vn2+n+1
n

plati lim a, = 0. Posloupnost b,, = sinn? je

Vn2+n+1
omezena, protoze ‘sin n2| < 1. Tedy podle ptredchozi véty je lim ——

n—00 n

RESEN{: Pro posloupnost a,, =

sinn? = 0.

Uvédomte si, ze lim sinn?

n—oo

neexistuje, a proto jsme nemohli pouzit vétu o limité

souéinu.

Nékdy je pti vypoctu limit uzitecné védeét, ze posloupnost konverguje, i kdyz nezname
hodnotu jeji limity. Napiiklad, jestlize budeme védét, Ze existuje konetné nezapornd limita
posloupnosti (a,,), kterd je definovéna predpisem a; = 1 a

(pt1 = %(i + an)7 (8)

n



lze této znalosti vyuzit k jejimu vypoctu. Oznaé¢me lim a,, = A > 0. Jestlize ptejdeme ve

n—oo

vztahu (8) k limité, dostaneme pro A rovnici

1/3
A:-(- A),
AV
ze které plyne A% = 3. A protoze A > 0, je A = lim a, = V/3.

Uvedeme dvé dulezité veéty, které zarucuji existenci limity. K prvni vété budeme
potfebovat pojem monotonni posloupnosti.

Definice.

Rekneme, ze posloupnost (a,,) je rostouct, jestlize pro kazdé n € N plati a,1 > a,.
Rekneme, ze posloupnost (an) je klesagict, jestlize pro kazdé n € N plati a,41 < a,.
Rekneme, Ze posloupnost (a,) je nerostouct, jestlize pro kazdé n € N plati a,. 1 < ay,.
Rekneme, ze posloupnost (an) je neklesagict, jestlize pro kazdé n € N plati a, 11 > ay.
Takové posloupnosti se nazyvaji souhrnné monotonni a posloupnosti rostouci nebo kle-
sajici se nazyvaji ryze monotonni posloupnosti.

Veéta. Kazda monotonni posloupnost ma limitu v R*.

NAZNAK DUKAZU. Jestlize oznacime M = {an in e N}, je limita neklesajici posloupnosti
rovna lim a,, = sup M a pro nerostouci posloupnost je lim a,, = inf M a tvrzeni véty
n—oo

n—oo

plyne z toho, ze kazda mnozina M C R ma v R* supremum a infimum.

Veéta. Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni. Kazda nerostouci
zdola omezend posloupnost je konvergentni.

Tvrzeni véty plyne z predchozi véty a toho, ze pro kazdou neprazdnou shora omezenou
mnozinu M C R je sup M € R a pro kazdou nepréazdnou zdola omezenou mnozinu M C R
je inf M € R.

1\ n+1
Piiklad: Posloupnost a, = (1 + —> je zdola omezena klesajici posloupnost. Proto

n
existuje jeji limita. Pro tuto limitu budeme psat

. 1\ nt+1 . 1\" . 1 ) 1\
hm(l—i——) :llm(l—l——) -11m(1+—)=11m<1+—> =e,
n—oo n n—oo n n—oo n n—oo n
kde e = 2,718282 ... je tzv. Fulerovo ¢islo.

RESEN{: Cleny posloupnosti (a,) jsou nezdporné, a proto je posloupnost zdola omezend
nulou.
Nerovnost a, 11 < a, plyne z nésledujici série nerovnosti:

, n+1 1 nt1
nn+2) < n+1)?% < 1+ <1+—<(1+—) —
n+1 n(n + 2) n(n + 2)
n+2 <n2+2n+1>"+1 n+2 <(n+1)2>"+1
<~
n+1 n(n + 2) n+1 n(n + 2)

n+2 n+2 TL—|—1 n+1 1 n+2 1\ n+1
— ( ) <( ) — (1+ ) <<1+—) .
n+1 n n+1 n

8



Jak jsme se uz zminili v prvni pfednasce je vyraz typu 1% neurc¢ity vyraz. Limity
takového typu lze casto najit pomoci nasledujictho tvrzeni:

Je-li lim a, = 0, pak plati

lim (1 + an)b" = exp( lim anbn>, kde exp(z) =e". 9)
2 1\ 1-3n
Priklad: Najdete limitu lim (" i )
n—oo \2n — 3
. . 2n+1 o . : .. 2n+1
RESENI: Protoze lim nt 5 = 1, jedna se o limitu typu 1°°. Jestlize napiSeme nt 3=
n—oo 2N — n—
1+ 5 3 zjistime, ze a, = o —3" Protoze 7}13)10 a,=0ab,=1-—3n,je
4(1 - 3n)

lim a,b, = lim =—6 a lim

2n + 1\ 1-3n _6
( ) — 0,
2n — 3

Nésledujici véta udava podminku, kterd je ekvivalentni konvergenci posloupnosti (a,,)
a ma velky vyznam v celé matematické analyze.

Véta (Cauchy—Bolzanova podminka konvergence). Posloupnost (a,,) je konvergentni prave
tehdy, kdyz splinuje Cauchy-Bolzanovu podminku:

Ve>03dno e N; Vn, k€ N, n>ng plati |a,p —an| <e.
Hromadné body posloupnosti

Podle definice je bod A limita posloupnosti (a,) pravé tehdy, kdyz pro kazdé okoli
U(A) bodu A je mnozina
N={neN;a, ¢ U(A)}
konecna. Takovy bod A muze byt pro danou posloupnost pouze jeden, a proto je limita,
pokud existuje, jedina.
Protoze je mnozina piirozenych ¢isel N nekoneénd, musi byt pro kazdé okoli U(A)
limity posloupnosti (a,) mnozina

M={neN; a, cU(A)} (10)

nekonecnd. Ale z tvrzeni, ze pro kazdé okoli U(A) je mnozina (10) nekone¢na neplyne, ze
bod A je limita posloupnosti (a,). Problém je v tom, ze nekoneé¢nou mnozinu muzeme
rozdeélit na vice nekonec¢nych mnozin, které jsou disjunktni, tj. neprotinaji se. Proto muze
byt bodu s uvedenou vlastnosti pro danou posloupnost vic. Takové body se nazyvaji
hromadné body posloupnosti.

Definice. Bod A € R* se nazyva hromadnij bod posloupnosti (an) v R¥ jestlize

VU(A) aVng e Ndn e N, n>ngjea, € UA). (11)

Poznamka: Kdyz srovname definici hromadného bodu (11) s definici limity posloupnosti
(7), vidime, ze se tyto limity lisi pouze poradim kvantifikdtoru V a 3.

9



Existuje jesté jina charakteristika hromadného bodu. Ta vyuziva pojem vybrané po-
sloupnosti (bn) z posloupnosti (an).

Definice. Necht je ddna posloupnost (an). Rekneme, ze posloupnost (bn) je vybrand z
posloupnosti (an), jestlize existuje rostouci posloupnost ¢(n) s hodnotami v N takové, ze
pro kazdé n € N je b, = a ).

Poznamka: Zduraznéme, ze posloupnost ¢(n) mé hodnoty v N a je rostouci, tj. plati pro
ni p(n) € Napn+1) > ¢(n).

Véta. Jestlize existuje limita lim a,, = A a posloupnost (bn) je vybrana z posloupnosti

n—oo

(an), pak je lim b, = A.

Tato véta se casto pouziva k dukazu tvrzeni, ze posloupnost (an) nema limitu.

(=n"

Priklad 1. Dokazte, ze posloupnost a,, = (1 + ) nema limitu.

RESENI: Z posloupnosti (a,) vybereme dvé posloupnosti

b 1 2n 1 2n—1
2 < o & G = an o — 1

Pak je lim b, = e a lim ¢, = e~!. ProtoZe se tyto limity nerovnaji, nemé posloupnost

n—oo n—oo

(a,) limitu.

Véta. Bod A je hromadny bod posloupnosti (an) prave tehdy, kdyz existuje posloupnost
(bn) vybrana z posloupnosti (an) takova, ze lim b, = A.

Priklad 2. Najdéte vSechny hromadné body posloupnosti a, = (\/ n?+n— n) sin %mr.
RESENI{: Limita posloupnosti b, = vn2 +n —n

Vn?4+n+n n 1
lim (Vn?4+n—n)=lim (Vn’4+n—n)———= lim — = —.
”—m( ) ’HOO( )\/n2+n+n n—oo\/n24n+n 2

Z posloupnosti (a,) vybereme tii podposloupnosti

Con = Q3p = ( (3n)? + 3n — 3n) sin % 3nt =0,
Cin =gni1 = (V(Bn+1)24+3n+1-3n+1)sin2 (3n+ )7 =
=2 /(Bn+1)2+3n+1-3n+1),
Comn = aznp2 = (V(Bn+2)2+3n+2—-3n+2)sinZ 3n+2)7 =
= - (/Bn+1)2+3n+1-3n+1).

Protoze lim ¢y, = 0, nll_{ilo Cip = %1 3a nll_{ilo Cop = —}1 v/3, je mnozina hromadnych bodu

posloupnosti (a,) rovna {O, }1 V3, —% \/5}
Priklad 3. Najdéte mnozinu vSech hromadnych bodu posloupnosti

11 2 1 2 3



RESEN{: Posloupnost obsahuje viechna raciondlni ¢isla z intervalu (0,1). Protoze kazdé
realné cislo z intervalu (0, 1) je limitou posloupnosti raciondlnich ¢isel z intervalu (0, 1) je
mnozina vSech hromadnych bodu této posloupnosti cely interval (0, 1).

Pro posloupnosti redlnych ¢isel (a,,) nds mnohdy nezajima mnozina vsech hromadnych
bodu posloupnosti, ale pouze nejvétsi nebo nejmensi hromadny bod.

Definice. Supremum mnoziny vSech hromadnych bodu posloupnosti (a,,) se nazyva limes
supertor a znaci se limsup a,, nebo lim a,,.

n—o00 n—oo

Infimum mnoziny vsech hromadnych bodu posloupnosti (a,,) se nazyva limes inferior a
znaci se liminf a,, nebo lim a,,.

Piiklad: Limes superior a limes inferior pro posloupnosti z piikladu 1.-3. jsou

limsupa, = e a liminf a, = e~ ! v pitkladu 1;

limsupa, = }l 3 aliminfa, = —i 3 v prikladu 2 a
n—00 n—00
limsupa, =1 a liminf a,, = 0 v ptikladu 3.

Priklad. Necht je (a,) posloupnost redlnych ¢isel. Oznacme M, = {ak; k > n} a
definujme posloupnosti b, = sup M,, a ¢, = inf M,,. Protoze pro kazdé n € N je M, C
M., je bpy1 < by a ¢ > ¢,. Tedy posloupnost (b,) je nerostouci a posloupnost (c,) je
neklesajici. Proto existuji jejich limity a plati

lim b, = lim (sup Mn) = limsup a,, a lim ¢, = lim (inf Mn) = liminf a, .

n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo n—o0

Dalsf vjznamné vlastnost kompaktnich mnozin M C RF v matematické analyze je, Ze jsou
to jediné podmnoziny R¥, pro které ma kazds posloupnost (an), jejiz cleny lezi v mnoziné M
alespon jeden hromadny bod, ktery lezi v mnoziné M.

Véta. Mnozina M C R* je kompaktni pravé tehdy, kdyz z libovolné posloupnosti (a,,) v M, tj.
a, € M, lze vybrat konvergentni posloupnost takovou, ze jeji limita lez{ v mnoziné M.
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