
Přednáška 3

Základńı vlastnosti zobrazeńı a funkćı
Elementárńı funkce

Osnova přednášky

1. Definice zobrazeńı f : X → Y .

2. Vztah mezi zobrazeńım f : X → Rk a k funkcemi fi : X → R.

3. Definičńı obor zobrazeńı.

4. Graf zobrazeńı.

5. Složené zobrazeńı.

6. Obraz množiny A ⊂ X. Obor hodnot zobrazeńı.

7. Vzor množiny B ⊂ Y .

8. Řešeńı rovnice y = f(x) s neznámou x ∈ Df , zobrazeńı na množinu Y .

9. Prosté zobrazeńı.

10. Vzájemně jednoznačné zobrazeńı.

11. Inverzńı zobrazeńı.

12. Inverzńı zobrazeńı k inverzńımu zobrazeńı.

13. Graf inverzńıho zobrazeńı.

14. Př́ıklad: inverzńı funkce k f(x) =
x + 1

x− 2
.

15. Inverzńı zobrazeńı složeného zobrazeńı.

16. Zúžeńı zobrazeńı na množinu M ⊂ X.

17. Př́ıklad: funkce f(x) =
√

x jako inverzńı funkce.

18. Omezená funkce a funkce omezená na množině.

19. Monotonńı funkce a funkce monotonńı na množině.

20. Ryze monotonńı funkce je prostá.

21. Monotonie inverzńı funkce a nerovnosti.

22. Maxima a minima funkce.

23. Funkce konvexńı a konkávńı na intervalu. Inflexńı body funkce.

24. Funkce sudá a lichá.

25. Periodická funkce.

26. Polynomy. Kořeny polynomu, rozklad polynomu na součin kořenových činitel̊u.

27. Exponenciálńı funkce.

28. Logarimická funkce.
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29. Obecná mocnina.

30. Goniometrické funkce.

31. Euler̊uv vztah eix = cos x + i sin x.

32. Cyklometrické funkce.

33. Hyperbolické funkce.

34. Hyperbolometrické funkce.

V prvńı části této přednášce uvedeme některé obecné vlastnosti zobrazeńı. Druhá část
je pak věnována definici některých pojmů pro funkci jedné reálné proměnné, které budeme
studovat v přednášce.

Základńı vlastnosti zobrazeńı

Definice. Necht’ jsou X a Y jsou libovolné množiny. Zobrazeńı f množiny X do množiny
Y přǐrazuje každému prvku x ∈ X právě jeden prvek y ∈ Y .
Zobrazeńı f množiny X do množiny Y budeme psát jako f : X → Y . Pro prvek y ∈ Y ,
který je přǐrazen prvku x ∈ X při zobrazeńı f , budeme často použ́ıvat označeńı y = f(x).

Poznámky: Jestliže je Y podmnožina množiny reálných č́ısel, nazývá se zobrazeni f : X →
Y funkce na množině X.
Jestliže je Y ⊂ Rk, přǐrazuje zobrazeńı f : X → Y každému x ∈ X uspořádanou k–tici
reálných č́ısel y = f(x), neboli(

y1, y2, . . . , . . . , yk

)
=
(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
, neboli yi = fi(x) ,

kde i = 1, 2, . . . , k. Takové zobrazeńı je tedy popsáno k funkcemi fi : X → Yi.

Definice. Necht’ je f : X → Y zobrazeńı. Množina X se nazývá definičńı obor zobrazeńı
f a budeme ji značit Df .

Poznámky: Podle definice bychom měli pro zobrazeńı zadat také množiny X a Y . Např́ı-
klad by se měly rozlǐsovat funkce f : R → R a g : R → 〈0, +∞), které jsou definované
předpisem x 7→ y = x2.
V mnohých př́ıkladech je zobrazeńı f : X → Y , kde X ⊂ Rn a Y ⊂ Rk zadáno pouze
pomoćı předpis̊u fi(x). Jestliže v těchto př́ıpadech neńı explicitně zadána množina X,
budeme za definičńı obor zobrazeńı y = f(x) považovat největš́ı podmnožinu Rn, na které
jsou definovány všechny funkce yi = fi(x) a maj́ı na ńı reálné hodnoty.
Pokud nezadáme explicitně množinu Y , bude Y = Rk.

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y . Pak množinu

Gf =
{
(x, y) ∈ X × Y ; x ∈ X , y = f(x)

}
nazýváme graf zobrazeńı y = f(x).
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Definice. Necht’ jsou dána zobrazeńı f : X → Y a g : Y → Z. Zobrazeńı h : X → Z
definované předpisem h(x) = g

(
f(x)

)
nazýváme složené zobrazeńı a budeme je značit

h = g ◦ f .

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y a A ⊂ X. Pak množinu

f(A) =
{
y ∈ Y ; ∃x ∈ A , y = f(x)

}
nazýváme obraz množiny A při zobrazeńı f .

Definice. Množina f(X) se nazývá obor hodnot zobrazeńı f a budeme ji značit Hf .

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y a B ⊂ Y . Pak množinu

f (−1)(B) =
{
x ∈ X ; f(x) ∈ B

}
nazýváme vzor množiny B při zobrazeńı f .

Inverzńı zobrazeńı

Nyńı se budeme zabývat řešeńım rovnice y = f(x) pro neznámou x, kde f : X → Y
je dané zobrazeńı.

Podle definice má tato rovnice řešeńı právě tehdy, když y ∈ Hf a pro dané y ∈ Hf je
množina všech řešeńı této rovnice množina f (−1)(y) ⊂ X.

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y . Je-li Hf = Y ř́ıkáme, že zobrazeńı f je
zobrazeńı na množinu Y , neboli surjektivńı.

Je zřejmé, že zobrazeńı f je na množinu Y právě tehdy, když pro každé y ∈ Y existuje
aspoň jedno řešeńı rovnice y = f(x). Např́ıklad funkce f : R → R definovaná předpisem
x 7→ y = x2 neńı na množinu, ale funkce g : R → 〈0, +∞) definovaná stejným předpisem
je na množinu.

Nyńı nás budou zaj́ımat zobrazeńı, pro které je řešeńı rovnice y = f(x), pokud existuje,
jediné. To znamená, že pro takové zobrazeńı je množina f (−1)(y) prázdná nebo obsahuje
pouze jeden bod. Taková zobrazeńı se nazývaj́ı prostá.

Definice. Zobrazeńı f : X → Y se nazývá prosté, neboli injektivńı, když ze vztahu
f(x1) = f(x2) plyne x1 = x2.

Poznámka: Ze známe, aspoň doufám, logické identity

(A ⇒ B) ⇔ (B ⇒ A)

plyne, že zobrazeńı f : X → Y je prosté právě tehdy, když ze vztahu x1 6= x2 plyne
f(x1) 6= f(x2).

Zvlášt’ d̊uležitá jsou zobrazeńı, pro která má rovnice y = f(x) právě jedno řešeńı pro
každé y ∈ Y . V tomto př́ıpadě mezi sebou jednoznačně souviśı prvek x ∈ X s prvkem
y = f(x) ∈ Y .
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Definice. Zobrazeńı f : X → Y , které je prosté a na množinu Y se nazývá zobrazeńı
vzájemně jednoznačné, neboli bijektivńı.

Je-li zobrazeńı f : X → Y bijektivńı, je každému x ∈ X přǐrazeno právě jedno
y = f(x) ∈ Y podle definice zobrazeńı, ale nav́ıc každému y ∈ Y odpov́ıdá právě jedno
x ∈ X, pro které je y = f(x). Proto můžeme definovat zobrazeńı g : Y → X předpisem
x = g(y) právě tehdy, když je y = f(x).

Věta. Necht’ je zobrazeńı f : X → Y bijektivńı. Pak existuje právě jedno zobrazeńı
g : Y → X takové, že

g ◦ f = idX a f ◦ g = idY , (1)

kde idX : X → X je identická funkce, tj. idX(x) = x pro každé x ∈ X a podobně idY .

Definice. Je-li f : X → Y bijektivńı zobrazeńı, nazývá se zobrazeńı g : Y → X z
předchoźı věty inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı f a znač́ı se f (−1).

Z definice plyne, že inverzńı zobrazeńı f (−1) existuje pouze k vzájemně jednoznačnému
zobrazeńı f a je také vzájemně jednoznačné. Proto k němu můžeme sestrojit inverzńı
zobrazeńı. Je zřejmé, že inverzńı zobrazeńı k inverzńımu zobrazeńı je p̊uvodńı zobrazeńı

f , tj. že plat́ı
(
f (−1)

)(−1)
= f . Tedy vzájemně jednoznačné zobrazeńı tvoř́ı jakési dvojice:(

f, f (−1)
)
.

Poznámka: Jestliže je f : X → Y , kde X, Y ⊂ R, slouž́ı inverzńı funkce předevš́ım k
tomu, abychom zavedli značku pro řešeńı rovnice y = f(x). Jestliže toto řešeńı existuje
pro každé y ∈ Y a je jediné, označ́ıme ho prostě x = f (−1)(y). Podobně jako pro funkce,
které se často použ́ıvaj́ı, se pro inverzńı funkce zaváděj́ı speciálńı značky.

Necht’ je f : X → Y , kde X, Y ⊂ R vzájemně jednoznačná funkce. Jej́ı graf je množina

Gf =
{
(x, y) ∈ X × Y ; x ∈ X , y = f(x)

}
.

Graf jej́ı inverzńı funkce f (−1) : Y → X je podle definice množina

Gf (−1) =
{
(y, x) ∈ Y ×X ; y ∈ Y , x = f (−1)(y) ⇔ y = f(x)

}
.

Tedy graf inverzńı funkce f (−1) je v rovině (xy) stejná množina pouze nezávisle proměnná
je na svislé ose. Abychom přešli k obvyklému znázorněńı, kde je nezávisle proměnná na
vodorovné ose, můžeme např́ıklad udělat zrcadleńı podle osy prvńıho a třet́ıho kvadrantu,
tj. př́ımky y = x.

Podle definice je
y = f(x) ⇐⇒ x = f (−1)(y) .

Abychom dostali obvyklý zápis, kde se znač́ı nezávisle proměnná x a závisle proměnná y,
muśıme v předchoźım vztahu pro inverzńı funkci zaměnit x za y.

Př́ıklad: Najděte inverzńı funkce k funkci y = f(x) =
x + 1

x− 2
.
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Řešeńı: Definičńı obor funkce f(x) je X = Df = R \ {2}. Protože neńı dána množina Y ,
budeme pro začátek předpokládat, že Y = R. Nav́ıc nev́ıme, zda je tato funkce vzájemně
jednoznačná. Proto budeme hledat řešeńı rovnice y = f(x) pro dané y ∈ R. To je

y =
x + 1

x− 2
=⇒ xy − 2y = x + 1 =⇒ x(y − 1) = 2y + 1 .

Tato rovnice nemá řešeńı pro y = 1. To znamená, že {1} /∈ Hf . Pro ostatńı y ∈ R existuje
právě jedno řešeńı

x =
2y + 1

y − 1
.

Tedy funkce y = f(x) =
x + 1

x− 2
má obor hodnot Hf = R \ {1} a je prostá na množině

Df = R \ {2}. Funkce y = f(x) =
x + 1

x− 2
je vzájemně jednoznačná funkce

f : R \ {2} → R \ {1}

Jej́ı inverzńı funkce
f (−1) : R \ {1} → R \ {2}

je definovaná vztahem

y = f(x) ⇔ x = f (−1)(y) , tj. y =
x + 1

x− 2
⇔ x =

2y + 1

y − 1
.

Přejdeme-li k obvyklému značeńı, tj. zaměńıme x ↔ y, dostaneme

y = f (−1)(x) =
2x + 1

x− 1
.

Věta. Necht’ jsou f : X → Y a g : Y → Z vzájemně jednoznačná zobrazeńı. Pak je
zobrazeńı h = g ◦ f : X → Z vzájemně jednoznačné a plat́ı

h(−1) =
(
g ◦ f

)(−1)
= f (−1) ◦ g(−1) .

Důkaz: Protože jsou zobrazeńı f a g surjektivńı, existuje pro každé z ∈ Z prvek y ∈ Y ,
pro který je g(y) = z, a prvek x ∈ X takový, že f(x) = y. Pro takové x je

h(x) =
(
g ◦ f

)
(x) = g

(
f(x)

)
= g(y) = z .

To podle definice znamená, že zobrazeńı h : X → Z je na množinu Z.
Protože jsou zobrazeńı f a g prostá plyne z rovnosti g(y1) = g(y2) vztah y1 = y2 a z

rovnosti f(x1) = f(x2) vztah x1 = x2. Jestliže tedy plat́ı h(x1) = h(x2) je

g
(
f(x1)

)
= g
(
f(x2)

)
=⇒ f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2 .

To znamená, že zobrazeńı h je prosté, a tedy h : X → Z je vzájemně jednoznačné.
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Protože je h : X → Z vzájemně jednoznačné, existuje k němu inverzńı zobrazeńı
h(−1) : Z → X. Plat́ı(

g ◦ f
)
◦
(
f (−1) ◦ g(−1)

)
= g ◦

(
f ◦ f (−1)

)
◦ g(−1) = g ◦ idY ◦g(−1) = g ◦ g(−1) = idZ ,(

f (−1) ◦ g(−1)
)
◦
(
g ◦ f

)
= f (−1) ◦

(
g(−1) ◦ g

)
◦ f = f (−1) ◦ idY ◦f = f (−1) ◦ f = idX .

Tyto rovnosti znamenaj́ı, že h(−1) =
(
g ◦ f

)(−1)
= f (−1) ◦ g(−1) je inverzńı funkce k funkci

h = g ◦ f .

Poznámka: Srovnejte tento vztah se vztahem pro inverzńı matici součinu dvou regulárńıch
matic.

Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y . Mnohdy nás nezaj́ımaj́ı hodnoty zobrazeńı f pro
všechna x ∈ X, ale pouze pro body z nějaké podmnožiny M ⊂ X. T́ım definujeme nové
zobrazeńı, které má menš́ı definičńı obor, ale je na něm definováno stejným předpisem
jako zobrazeńı f . Pro taková zobrazeńı se zavád́ı speciálńı pojmenováńı.

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f : X → Y a množina M ⊂ X. Pak zobrazeńı
f|M : M → Y definované předpisem f|M(x) = f(x) pro každé x ∈ M nazýváme zúžeńı
zobrazeńı f na množinu M .

Př́ıklad: Funkce f : R → 〈0, +∞) definovaná předpisem x 7→ y = x2 je funkce na
množinu 〈0, +∞), ale neńı prostá (protože x2 = (−x)2). Z této funkce vytvoř́ıme prostou
funkci tak, že zúž́ıme definičńı obor funkce např́ıklad na interval 〈0, +∞). Pak dostaneme
funkci

f|〈0,+∞) : 〈0, +∞) → 〈0, +∞) ,

která je vzájemně jednoznačná, a proto k ńı existuje inverzńı funkce. Je zvykem tuto
inverzńı funkci nazývat druhá odmocnina x a zapisovat ji ve tvaru y =

√
x.

Poznamenejme, že rovnosti (1), které v tomto př́ıpadě jsou(√
x
)2

= x ,
√

x2 = x ,

plat́ı pouze tehdy, když použijeme funkci f|〈0,+∞), tj. pro x ≥ 0. Pro reálné x plat́ı pouze√
x2 = |x|.

Některé d̊uležité vlastnosti funkćı

Nyńı budeme definovat daľśı d̊uležité vlastnosti funkćı. Budeme je definovat na množi-
ně M ⊂ Df . Pokud se vynechá souslov́ı “na množině M”, znamená to, že M = X = Df .
V některých př́ıpadech budeme použ́ıvat nerovnosti na množině X. Proto se takové pojmy
definuj́ı pouze v př́ıpadech, kdy je X ⊂ R.

Definice. (omezené funkce.) Necht’ je f : X → Y funkce a M ⊂ X.
Jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé x ∈ M je f(x) ≤ K, nazývá se funkce f
shora omezená na množině M .
Jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé x ∈ M je f(x) ≥ K, nazývá se funkce f
zdola omezená na množině M .
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Jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé x ∈ M je
∣∣f(x)

∣∣ ≤ K, nazývá se funkce f
omezená na množině M .

Definice. (monotonńı funkce.) Necht’ je f : X → Y funkce a M ⊂ X ⊂ R.
Funkce f se nazývá rostoućı na množině M , jestliže pro každé x1, x2 ∈ M , x1 < x2, plat́ı
f(x1) < f(x2).
Funkce f se nazývá klesaj́ıćı na množině M , jestliže pro každé x1, x2 ∈ M , x1 < x2, plat́ı
f(x1) > f(x2).
Funkce f se nazývá nerostoućı na množině M , jestliže pro každé x1, x2 ∈ M , x1 < x2,
plat́ı f(x1) ≥ f(x2).
Funkce f se nazývá neklesaj́ıćı na množině M , jestliže pro každé x1, x2 ∈ M , x1 < x2,
plat́ı f(x1) ≤ f(x2).
Funkce nerostoućı a neklesaj́ıćı na množině M se nazývaj́ı monotonńı na množině M .
Funkce rostoućı a klesaj́ıćı na množině M se nazývaj́ı ryze monotonńı na množině M .

Je snadno vidět, že plat́ı

Věta. Je-li funkce f ryze monotonńı na množině M , je na množině M prostá.

Věta. Necht’ je funkce f : X → Y rostoućı (klesaj́ıćı) vzájemně jednoznačná funkce. Pak
je jej́ı inverzńı funkce f (−1) : Y → X také rostoućı (klesaj́ıćı).

Důkaz: Předpokládejme, že funkce f je rostoućı. Necht’ existuj́ı y1, y2 ∈ Y takové, že
y1 < y2 a x1 = f (−1)(y1) ≥ f (−1)(y2) = x2. Protože je funkce f rostoućı, muselo pro
f(x2) = y2 ≤ y1 = f(x1). To je ale spor s předpokladem y1 < y2.

Důsledek. Necht’ je f : X → Y vzájemně jednoznačná rostoućı, resp. klesaj́ıćı, funkce.
Pak je nerovnost f(x1) < f(x2) ekvivalentńı nerovnosti x1 < x2, resp. x1 > x2.

Definice. (lokálńı extrémy funkce.)
Ř́ıkáme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ X ostré lokálńı maximum, když existuje
jeho prstencové okoĺı P (x0) takové, že pro každé x ∈ P (x0) je f(x) < f(x0).
Ř́ıkáme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ X ostré lokálńı minimum, když existuje
jeho prstencové okoĺı P (x0) takové, že pro každé x ∈ P (x0) je f(x) > f(x0).
Ř́ıkáme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ X neostré lokálńı maximum, když existuje
jeho okoĺı U(x0) takové, že pro každé x ∈ U(x0) je f(x) ≤ f(x0).
Ř́ıkáme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ X neostré lokálńı minimum, když existuje
jeho okoĺı U(x0) takové, že pro každé x ∈ U(x0) je f(x) ≥ f(x0).
Lokálńı maxima a minima funkce se souhrnně nazývaj́ı lokálńı extrémy.

Definice. (globálńı extrémy funkce.)
Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ M ⊂ X ostré globálńı maximum na
množině M , jestliže pro každé x ∈ M , x 6= x0, je f(x) < f(x0).
Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ M ⊂ X ostré globálńı minimum na
množině M , jestliže pro každé x ∈ M , x 6= x0, je f(x) > f(x0).
Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ M ⊂ X neostré globálńı maximum na
množině M , jestliže pro každé x ∈ M je f(x) ≤ f(x0).
Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ M ⊂ X neostré globálńı minimum na
množině M , jestliže pro každé x ∈ M je f(x) ≥ f(x0).
Globálńı maxima a minima funkce se souhrnně nazývaj́ı globálńı extrémy.

7



Poznámka: Mnohé př́ıklady vedou k nalezeńı globálńıch extrémů funkce na určité množině M ⊂
R (všinou kompaktńı, tj. omezené a uzavřené). Je zřejmé, že pokud je x0 vnitřńı bod množiny
M a existuje jeho okoĺı U(x0) takové, že funkce je v tomto okoĺı ryze monotonńı, pak nemá
v bodě x0 na množině M globálńı extrém. Později ukážeme, jak se daj́ı u jistých funkćı tyto
body poměrně snadno naj́ıt. Jestliže tyto body vylouč́ıme a z̊ustane nám konečný počet bod̊u,
převedeme úlohu naj́ıt globálńı extrémy funkce na množině M na hledáńı maxima nebo minima
z konečné množiny hodnot.

Definice. (funkce konvexńı a konkávńı na intervalu.) Necht’ je I ⊂ R interval a f : I → R.
Funkce f se nazývá konvexńı na intervalu I, jestliže pro libovolné tři body x1, x2, x3 ∈ I,
pro které plat́ı x1 < x2 < x2, je splněna nerovnost

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Funkce f se nazývá konkávńı na intervalu I, jestliže pro libovolné tři body x1, x2, x3 ∈ I,
pro které plat́ı x1 < x2 < x2, je splněna nerovnost

f(x2)− f(x1)

x2 − x1

>
f(x3)− f(x2)

x3 − x2

.

Geometricky znamená podmı́nka pro konvexnost funkce, že pro každé tři body x1 <
x2 < x3 lež́ı bod [x2; f(x2)] na grafu funkce y = f(x) pod př́ımkou, která spojuje body
[x1; f(x1)] a [x3; f(x3)]. U konkávńı funkce je tomu naopak.

Z této geometrické interpretace lze snadno nahlédnout, že konvexńı (konkávńı) funkce
může mı́t na uzavřeném intervalu I globálńı maximum (minimum) pouze v krajńım bodě
intervalu I.

Definice. (inflexńı body funkce.) Řekneme, že x0 je inflexńı bod funkce f(x), když existuj́ı
x1, x2, x1 < x0 < x2 takové, že je funkce na intervalu (x1, x0) konvexńı a na intervalu
(x0, x2) konkávńı nebo je na intervalu (x1, x0) konkávńı a na intervalu (x0, x2) konvexńı.

Definice. Funkce f : X → Y se nazývá sudá, když pro každé x ∈ X plat́ı f(−x) = f(x).
Funkce f : X → Y se nazývá lichá, když pro každé x ∈ X plat́ı f(−x) = −f(x).

Př́ıklad: Ukažte, že funkce f(x) = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
je lichá.

Řešeńı: Pro danou funkci plat́ı

f(−x) = ln
(
−x +

√
x2 + 1

)
= ln

((
−x +

√
x2 + 1

)(
x +

√
x2 + 1

)
x +

√
x2 + 1

)
=

= ln
1

x +
√

x2 + 1
= − ln

(
x +

√
x2 + 1

)
= −f(x) .

Definice. Necht’ je f : X → Y , kde X ⊂ R a L > 0. Necht’ je pro každé x ∈ X také
x±L ∈ X. Jestliže pro každé x ∈ X plat́ı f(x+L) = f(x), nazývá se funkce f periodická
s periodou L.
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Některé elementárńı funkce jedné reálné proměnné

V této části uvedeme některé funkce jedné reálné proměnné a jejich vlastnosti, které
byste měli většinou znát ze středńı školy.

Polynomy (mnohočleny)

Polynomem stupně n nazýváme funkci P : R → R definovanou vztahem

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 ,

kde ak, k = 0, 1, . . . , n, jsou reálná č́ısla a an 6= 0.
Měli byste umět dělit polynom polynomem.
Reálné č́ıslo x0, pro které je P (x0) = 0 se nazývá kořen (nebo nulový bod) polynomu
P (x).
Je-li x1 kořen polynomu P (x) pak existuje polynom P1(x) stupně (n − 1) takový, že
P (x) = (x− x1)P1(x). Každý polynom stupně n lze zapsat ve tvaru

P (x) = an(x− x1)
k1(x− x2)

k2 . . . (x− xr)
kr(x2 + p1x + q1)

m1 . . . (x2 + psx + qs)
ms ,

kde x1, x2, . . . , xr jsou navzájem r̊uzné reálné kořeny polynomu P (x), přirozená č́ısla ki

se nazývaj́ı násobnost́ı kořene xi a navzájem r̊uzné polynomy x2 + pix + qi nemaj́ı reálný
kořen. Nav́ıc plat́ı k1 + k2 + . . . + kr + 2(m1 + m2 + . . . + ms) = n.

Exponenciálńı funkce

Necht’ je a > 0, a 6= 1. Pak se funkce ax : R → R nazývá exponenciálńı funkce (jak se
přesně definuje iracionálńı mocnina je trochu složitěǰśı a nebudeme se t́ım zabývat). Pro
a > 1 je funkce y = ax rostoućı v celém R a pro 0 < a < 1 je tato funkce v celém R
klesaj́ıćı. V obou př́ıpadech je tedy prostá. Pro každé x, y ∈ R plat́ı

axay = ax+y ,
(
ax
)y

= axy .

Logaritmická funkce

Pro každé a > 0, a 6= 1, je funkce y = f(x) = ax prostá a jej́ı obor hodnot je interval
(0, +∞). Proto existuje k funkci y = f(x) = ax : R → (0, +∞) inverzńı funkce. Tato
inverzńı funkce se nazývá logaritmus při základu a a znač́ı se y = loga x. Podle definice
inverzńı funkce je

loga : (0, +∞) → R

a plat́ı vztahy
loga

(
ax
)

= x ∀x ∈ R , aloga x = x ∀x > 0 .

Ze vztahu
aloga xy = xy = aloga xaloga y = aloga x+loga y

plyne, že pro x, y > 0 plat́ı
loga xy = loga x + loga y ,
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a ze vztahu
aloga x = x = blogb x =

(
aloga b

)logb x
= aloga b·logb x

dostaneme
loga x = loga b · logb x . (2)

Logaritmus při základu a = 10 se nazývá dekadický logaritmus a znač́ı se log10 x = log x.
Logaritmus při základu a = e se nazývá přirozený logaritmus a znač́ı se loge x = ln x. V

analýze budeme použ́ıvat hlavně přirozený logaritmus. Pomoćı vztahu (2) lze logaritmus
při libovolném základu na tento logaritmus převést.

Př́ıklad: Např́ıklad, když ve vztahu (2) polož́ıme a = x = e a b = x 6= 1, dostaneme
např́ıklad

loge e = 1 = loge x · logx e , tj. logx e =
1

ln x
.

Obecná mocnina

Pro a ∈ R definujeme funkce f(x) = xa vztahem xa = ea ln x. Definičńı obor této funkce
je proto x > 0. Př́ımo z definice plyne

eln xy

= xy = ey ln x , tj. ln xy = y ln x .

Když ještě použijeme vztah (2) dostaneme loga xy = y loga x pro každé a > 0, a 6= 1, a
x > 0.

Goniometrické funkce

Takto se souhrnně nazývaj́ı funkce cos x, sin x, tg x a cotg x. V matematické analýze
budeme velikost úhlu x zásadně vyjadřovat v obloukové mı́̌re (v radiánech). Pro gonio-
metrické funkce byste měli znát zejména nějakou jejich definici, vztahy mezi nimi, jejich
hodnoty v určitých speciálńıch bodech a součtové vzorce

cos(x + y) = cos x cos y − sin x sin y , sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y .

Uvedeme zde ještě jeden zaj́ımavý vztah pro goniometrické funkce. Uvažujme komplexńı
č́ısla

z1 = cos x1 + i sin x1 , z2 = cos x2 + i sin x2 .

Pak je

z1z2 =
(
cos x1 + i sin x1

)(
cos x2 + i sin x2

)
=

= cos x1 cos x2 − sin x1 sin x2 + i
(
sin x1 cos x2 + cos x1 sin x2

)
.

Jestliže použijeme součtové vzorce, dostaneme vztah(
cos x1 + i sin x1

)(
cos x2 + i sin x2

)
= cos(x1 + x2) + i sin(x1 + x2) ,

ze kterého lze nahlédnout, že se komplexńı funkce z(x) = cos x + i sin x chová jako expo-
nenciálńı funkce. Nav́ıc plat́ı z(0) = 1. Pro tuto komplexńı funkci se použ́ıvá značka

eix = cos x + i sin x , (3)
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který se nazývá Euler̊uv vztah. Z rovnost́ı

eix = cos x + i sin x a e−ix = cos x− i sin x

dostaneme vztahy

cos x = Re
(
eix
)

=
eix + e−ix

2
, sin x = Im

(
eix
)

=
eix − e−ix

2i
.

Tedy funkce cos x a sin x jsou vlastně kombinace exponenciálńıch funkćı s ryze ima-
ginárńım argumentem. Toho lze často využ́ıt při výpočtech.

Cyklometrické funkce

To je souhrnný název pro inverzńı funkce k patřičně zúženým goniometrickým funkćım.

Funkce arcsin x
Funkci sin x zúž́ıme na interval 〈−1

2
π, 1

2
π〉, tj. definujeme funkci

f : 〈−1
2
π, 1

2
π〉 → 〈−1, 1〉

předpisem f(x) = sin x. To je vzájemně jednoznačné zobrazeńı intervalu 〈−1
2
π, 1

2
π〉 na

interval 〈−1, 1〉. Inverzńı funkci k této funkci nazveme arkus sinus a budeme ji značit
arcsin x. Tedy arkus sinus je funkce

y = arcsin x : 〈−1, 1〉 → 〈−1
2
π, 1

2
π〉

definovaná vztahem y = arcsin x právě tehdy, když x = sin y, kde y ∈ 〈−1
2
π, 1

2
π〉.

Plat́ı vztahy

sin(arcsin x) = x ∈ 〈−1, 1〉 , arcsin(sin x) = x ∈ 〈−1
2
π, 1

2
π〉 .

Funkce arccos x
Funkci cos x zúž́ıme na interval 〈0, π〉, tj. definujeme funkci

f : 〈0, π〉 → 〈−1, 1〉

předpisem f(x) = cos x. Tato funkce je vzájemně jednoznačné zobrazeńı intervalu 〈0, π〉
na interval 〈−1, 1〉. Inverzńı funkci k této funkci nazveme arkus kosinus a budeme ji značit
arccos x. Tedy arkus kosinus je funkce

y = arccos x : 〈−1, 1〉 → 〈0, π〉

definovaná vztahem y = arccos x právě tehdy, když x = cos y, kde y ∈ 〈0, π〉.
Plat́ı vztahy

cos(arccos x) = x ∈ 〈−1, 1〉 , arccos(cos x) = x ∈ 〈0, π〉 .
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Funkce arctg x
Funkci tg x zúž́ıme na interval (−1

2
π, 1

2
π), tj. definujeme funkci

f : (−1
2
π, 1

2
π) → R

předpisem f(x) = tg x. To je vzájemně jednoznačné zobrazeńı intervalu (−1
2
π, 1

2
π) na R.

Inverzńı funkci k této funkci nazveme arkus tangens a budeme ji značit arctg x. Tedy
arkus tangens je funkce

y = arctg x : R → (−1
2
π, 1

2
π)

definovaná vztahem y = arctg x právě tehdy, když x = tg y, kde y ∈ (−1
2
π, 1

2
π).

Plat́ı vztahy

tg(arctg x) = x ∈ R , arctg(tg x) = x ∈ (−1
2
π, 1

2
π) .

Funkce arccotg x
Funkci cotg x zúž́ıme na interval (0, π), tj. definujeme funkci

f : (0, π) → R

předpisem f(x) = cotg x. Tato funkce je vzájemně jednoznačné zobrazeńı intervalu (0, π)
na R. Inverzńı funkci k této funkci nazveme arkus kotangens a budeme ji značit arccotg x.
Tedy arkus kotangens je funkce

y = arccotg x : R → (0, π)

definovaná vztahem y = arccotg x právě tehdy, když x = cotg y, kde y ∈ (0, π).
Plat́ı vztahy

cotg(arccotg x) = x ∈ R , arccotg(cotg x) = x ∈ (0, π) .

Hyperbolické funkce

Tak se souhrnně nazývaj́ı funkce

sinh x =
ex − e−x

2
, cosh x =

ex + e−x

2
,

tgh x =
sinh x

cosh x
, cotgh x =

cosh x

sinh x
.

Tyto funkce se nazývaj́ı hyperbolický sinus, hyperbolický kosinus, hyperbolický tangens a
hyperbolický kotangens.

Vı́ce podrobnosti a grafy těchto funkćı najdete ve skriptech.
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Funkce hyperbolometrické

Tak se souhrnně nazývaj́ı funkce inverzńı k hyperbolickým funkćım (v př́ıpadě cosh x
zúženým). Tyto funkce lze vyjádřit pomoćı logaritmů.

Funkce argsinh x
Funkce f(x) = sinh x je vzájemně jednoznačná funkce R na R. Jej́ı inverzńı funkce se
nazývá argument hyperbolického sinu a znač́ı se y = argsinh x.

Podle definice inverzńı funkce je tato funkce definována vztahem

y = argsinh x ⇐⇒ x = sinh y =
ey − e−y

2
,

ze kterého plyne
y = argsinh x = ln

(
x +

√
x2 + 1

)
, x ∈ R .

Funkce argcosh x
Funkce f(x) = cosh x neńı prostá, ale jej́ı zúžeńı na interval 〈0, +∞) je vzájemně jed-
noznačná funkce intervalu 〈0, +∞) na 〈1, +∞). Jej́ı inverzńı funkce se nazývá argument
hyperbolického kosinu a znač́ı se y = argcosh x.

Podle definice inverzńı funkce je tato funkce definována vztahem

y = argcosh x ⇐⇒ x = cosh y =
ey + e−y

2
,

kde x ≥ 1 a y ≥ 0. Z této rovnice plyne

y = argcosh x = ln
(
x +

√
x2 − 1

)
, x ≥ 1 .

Funkce argtgh x
Funkce f(x) = tgh x je vzájemně jednoznačná funkce R na (−1, 1). Jej́ı inverzńı funkce
se nazývá argument hyperbolické tangenty a znač́ı se y = argtgh x. Podle definice inverzńı
funkce je tato funkce definována vztahem

y = argtgh x ⇐⇒ x = tgh y =
sinh y

cosh y
=

ey − e−y

ey + e−y
,

ze kterého plyne

y = argtgh x =
1

2
ln

1 + x

1− x
, x ∈ (−1, 1) .

Funkce argcotgh x
Funkce f(x) = cotgh x je vzájemně jednoznačná funkce R \ {0} na (−∞,−1) ∪ (1, +∞).
Jej́ı inverzńı funkce se nazývá argument hyperbolické kotangenty a znač́ı se y = argcotgh x.
Podle definice inverzńı funkce je tato funkce definována vztahem

y = argcotgh x ⇐⇒ x = cotgh y =
cosh y

sinh y
=

ey + e−y

ey − e−y
,

ze kterého plyne

y = argcotgh x =
1

2
ln

x + 1

x− 1
, x ∈ (−∞,−1) ∪ (1, +∞) .

Daľśı podrobnosti a grafy cyklometrických funkćı lze naj́ıt ve skriptech.
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