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. Priklad: inverzni funkce k f(x) =

Prednaska 3

Zakladni vlastnosti zobrazeni a funkci
Elementarni funkce

Osnova prednasky

. Definice zobrazeni f : X — Y.

. Vztah mezi zobrazenim f : X — R* a k funkcemi f; : X — R.
. Definicni obor zobrazeni.

. Graf zobrazeni.

. Slozené zobrazeni.

. Obraz mnoziny A C X. Obor hodnot zobrazeni.

. Vzor mnoziny B C Y.

. Reseni rovnice y = f(z) s nezndmou x € Dy, zobrazen{ na mnozinu Y.
. Prosté zobrazeni.

. Vzajemné jednoznacné zobrazeni.

. Inverzni zobrazeni.

. Inverzni zobrazeni k inverznimu zobrazeni.

. Graf inverzniho zobrazeni.

z+1
x—2
Inverzni zobrazeni slozeného zobrazeni.

Znuzeni zobrazeni na mnozinu M C X.

Priklad: funkce f(z) = /x jako inverzni funkce.

Omezend funkce a funkce omezena na mnoziné.

Monotonni funkce a funkce monotonni na mnoziné.

Ryze monotonni funkce je prosta.

Monotonie inverzni funkce a nerovnosti.

Maxima a minima funkce.

Funkce konvexni a konkavni na intervalu. Inflexni body funkce.
Funkce suda a licha.

Periodicka funkce.

Polynomy. Kofeny polynomu, rozklad polynomu na soucin kofenovych ¢initelu.

Exponencidlni funkce.

Logarimicka funkce.



29. Obecna mocnina.

30. Goniometrické funkce.

31. Eulertv vztah e = cosz + isin .
32. Cyklometrické funkce.

33. Hyperbolické funkce.

34. Hyperbolometrické funkce.

V prvni casti této prednésce uvedeme nékteré obecné vlastnosti zobrazeni. Druha céast
je pak vénovana definici nékterych pojmu pro funkci jedné redlné proménné, které budeme
studovat v prednésce.

Zakladni vlastnosti zobrazeni

Definice. Necht jsou X a Y jsou libovolné mnoziny. Zobrazeni f mnoziny X do mnoziny
Y pritazuje kazdému prvku x € X pravée jeden prvek y € Y.

Zobrazeni f mnoziny X do mnoziny Y budeme psat jako f : X — Y. Pro prvek y € Y,
ktery je pfifazen prvku x € X pii zobrazeni f, budeme ¢asto pouzivat oznaceni y = f(x).

Poznamky: Jestlize je Y podmnozina mnoziny realnych ¢isel, nazyva se zobrazeni f : X —
Y funkce na mnoziné X.

Jestlize je Y C R*, piifazuje zobrazeni f : X — Y kazdému z € X uspoiddanou k-tici
redlnych cisel y = f(z), neboli

<y17y27---a"'7yk) = (fl(x)’fQ(x)>vfk(x))v neboli yl:fz($>7
kde i =1, 2, ..., k. Takové zobrazeni je tedy popsano k funkcemi f; : X — Y;.

Definice. Necht je f : X — Y zobrazeni. MnoZina X se nazyva definiéni obor zobrazeni
f a budeme ji znacit Dy.

Poznamky: Podle definice bychom méli pro zobrazeni zadat také mnoziny X a Y. Napfi-
klad by se mély rozlisovat funkce f : R — R a g : R — (0,+00), které jsou definované
predpisem z — y = 22

V mnohych piikladech je zobrazeni f : X — Y, kde X € R® a Y C R* zaddno pouze
pomoci predpist f;(x). Jestlize v téchto piipadech neni explicitné zaddna mnozina X,
budeme za defini¢ni obor zobrazeni y = f(x) povazovat nejvétsi podmnozinu R”, na které
jsou definovany vsechny funkce y; = f;(x) a maji na ni redlné hodnoty.

Pokud nezaddme explicitné mnozinu Y, bude Y = R,
Definice. Necht je ddno zobrazeni f : X — Y. Pak mnoZinu
Gr={(z,y) eXxY;zeX, y=f(x)}

nazyvame graf zobrazeni y = f(x).



Definice. Necht jsou déna zobrazeni f : X — Y ag:Y — Z. Zobrazeni h : X — Z
definované predpisem h(z) = g( f (x)) nazyvame sloZené zobrazeni a budeme je znacit

h=gof.

Definice. Necht je ddno zobrazeni f : X — Y a A C X. Pak mnozinu

fA={yeY;weA, y=f(z)}

nazyvame obraz mnozZiny A pii zobrazeni f.

Definice. Mnozina f(X) se nazyva obor hodnot zobrazeni f a budeme ji znacit H;.
Definice. Necht je ddno zobrazeni f : X — Y a B C Y. Pak mnozZinu
foB) = {z e X; f(x) € B}
nazyvame vzor mnoziny B pri zobrazeni f.
Inverzni zobrazeni
Nyni se budeme zabyvat fesenim rovnice y = f(x) pro nezndmou z, kde f : X — Y

je dané zobrazeni.

Podle definice ma tato rovnice feSeni pravé tehdy, kdyz y € Hy a pro dané y € Hy je
mnozina véech feseni této rovnice mnozina f(~Y(y) C X.

Definice. Necht je ddno zobrazeni f : X — Y. Je-li H; =Y tikdme, ze zobrazen{ f je

zobrazeni na mnoZinu Y, neboli surjektioni.

Je zfejmé, ze zobrazeni f je na mnozinu Y pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € Y existuje
aspon jedno feseni rovnice y = f(x). Napiiklad funkce f : R — R definované predpisem
r +— y = 2% nenf na mnozinu, ale funkce g : R — (0, +00) definovan4 stejnym piedpisem
je na mnozinu.

Nyni nas budou zajimat zobrazeni, pro které je feseni rovnice y = f(z), pokud existuje,
jediné. To znamend, e pro takové zobrazeni je mnozina f(~V(y) prazdna nebo obsahuje
pouze jeden bod. Takova zobrazeni se nazyvaji prosté.

Definice. Zobrazeni f : X — Y se nazyva prosté, neboli injektioni, kdyz ze vztahu
f(z1) = f(x2) plyne z1 = xs.

Poznamka: Ze zname, aspon doufam, logické identity
(A= B) & (B= A)

plyne, Zze zobrazeni f : X — Y je prosté pravé tehdy, kdyz ze vztahu x; # x5 plyne
fax) # f(x2).

Zv1ast dulezitd jsou zobrazeni, pro kterd ma rovnice y = f(x) pravé jedno fesen{ pro
kazdé y € Y. V tomto pripadé mezi sebou jednoznacné souvisi prvek x € X s prvkem
y=f(z)eY.



Definice. Zobrazeni f : X — Y, které je prosté a na mnozinu Y se nazyva zobrazeni
vzdjemne jednoznacné, neboli bijektivoni.

Je-li zobrazeni f : X — Y bijektivni, je kazdému z € X pritazeno pravé jedno
y = f(z) € Y podle definice zobrazeni, ale navic kazdému y € Y odpovida prévé jedno
x € X, pro které je y = f(x). Proto muzeme definovat zobrazeni g : ¥ — X ptedpisem
x = g(y) pravé tehdy, kdyz je y = f(x).

Véta. Necht je zobrazeni f : X — Y bijektivni. Pak existuje pravé jedno zobrazeni
g:Y — X takové, ze

gof=idy a fog=idy, (1)
kde idy : X — X je identickd funkce, tj. idx(x) = z pro kazdé x € X a podobné idy.

Definice. Je-li f : X — Y bijektivni zobrazeni, nazyva se zobrazeni g : ¥ — X z
piedchozi véty inverzni zobrazeni k zobrazeni f a znaéf se f(-1).

7 definice plyne, ze inverzni zobrazeni f(=1 existuje pouze k vzadjemné jednoznaénému
zobrazeni f a je také vzajemné jednoznacné. Proto k nému muzeme sestrojit inverzni
zobrazeni. Je zfejmé, zZe inverzni zobrazeni k inverznimu zobrazeni je puvodni zobrazeni

. (e (<1 . .. . PR .
f, tj. ze plati ( e 1))( - f. Tedy vzajemné jednoznacéné zobrazeni tvoii jakési dvojice:

(fs 1),

Poznédmka: Jestlize je f : X — YV, kde X, Y C R, slouzi inverzni funkce predevsim k
tomu, abychom zavedli znacku pro feseni rovnice y = f(x). Jestlize toto FeSeni existuje
pro kazdé y € Y a je jediné, oznacime ho prosté z = f(=Y(y). Podobné jako pro funkce,
které se casto pouzivaji, se pro inverzni funkce zavadéji specialni znacky.

Necht je f : X — Y, kde X, Y C R vzdjemné jednoznacna funkce. Jeji graf je mnozina
gf:{(a:,y)EXxY; re X, y:f(x)}
Graf jejf inverzni funkce fY : Y — X je podle definice mnozina
Gren ={(yx) €Y xX;yeY, z=f Dy sy=[f(x)}.

Tedy graf inverzni funkce (=Y je v roviné (zy) stejnd mnozina pouze nezévisle proménna
je na svislé ose. Abychom presli k obvyklému znazornéni, kde je nezavisle proménnd na
vodorovné ose, muzeme napiiklad udélat zrcadleni podle osy prvniho a tretiho kvadrantu,
tj. pfimky y = z.
Podle definice je
y=fz) = o= ).

Abychom dostali obvykly zapis, kde se znac¢i nezavisle proménna x a zavisle proménna y,
musime v predchozim vztahu pro inverzni funkci zaménit x za y.

1
Piiklad: Najdéte inverzni funkce k funkei y = f(z) = T 5
x JR—




RESENT: Defini¢n{ obor funkee f(z) je X = D; = R\ {2}. Protoze neni déna mnozina Y,
budeme pro zacatek predpokladat, ze Y = R. Navic nevime, zda je tato funkce vzajemné
jednoznac¢nd. Proto budeme hledat feseni rovnice y = f(z) pro dané y € R. To je

z+1
T — 2

Yy = — wy—2y=2+1 = z(y—1)=2y+1.

Tato rovnice nemd fesenf pro y = 1. To znamena, ze {1} ¢ Hy. Pro ostatni y € R existuje
pravé jedno reseni

2y +1
r = :
y—1
r+1 . . S
Tedy funkce y = f(z) = — 5 md obor hodnot Hy = R\ {1} a je prosta na mnoziné
1
Dy =R\ {2}. Funkce y = f(x) = vt 5 je vzajemné jednozna¢nd funkce

feRAA{2} = R\ {1}
Jeji inverzni funkce
VIR {1} = R\ {2}

je definovana vztahem

r+1 2y +1

— — (=1 t] =
y=fla)ee=f""W), 4. y=_—Seu 1

Prejdeme-li k obvyklému znaceni, tj. zaménime x < y, dostaneme

_2x+1
-1

y=fV()

Véta. Necht jsou f : X — Y ag:Y — Z vzdjemné jednozna¢nd zobrazeni. Pak je
zobrazeni h =go f : X — Z vziajemné jednoznacéné a plati

W = (go f)H) — Do gD

DUKAZ: Protoze jsou zobrazeni f a ¢ surjektivni, existuje pro kazdé z € Z prvek y € Y,
pro ktery je g(y) = z, a prvek z € X takovy, ze f(x) = y. Pro takové x je

hz) = (g0 f)(x) =g(f(x)) =g(y) = =.

To podle definice znamend, ze zobrazeni h : X — Z je na mnozinu 2.
Protoze jsou zobrazeni f a g prosta plyne z rovnosti g(y1) = g(y2) vztah y; = y2 a z
rovnosti f(z1) = f(xz2) vztah x1 = xo. Jestlize tedy plati h(z1) = h(xs) je

9(f(21)) = g(f(22)) = f(z1) = f(22) = 31 = 25.

To znamend, ze zobrazeni h je prosté, a tedy h : X — Z je vzajemné jednoznacné.



Protoze je h : X — Z vzadjemné jednoznacné, existuje k nému inverzni zobrazeni
h=Y: Z — X. Plati

(gofo(f T ogtV) =go(fofV)og ™V =goidyog™! =gog™ =idy,
(fTYogt ) o(gof) = fTVo (¢ og)of=fDoidyof = fo f=idyx .

Tyto rovnosti znamenaji, ze h{=" = (go f)(_l) = fV 0 ¢V je inverzni funkce k funkci
h=gof.

Poznamka: Srovnejte tento vztah se vztahem pro inverzni matici soucinu dvou regularnich
matic.

Necht je ddno zobrazeni f : X — Y. Mnohdy nés nezajimaji hodnoty zobrazeni f pro
vSechna z € X, ale pouze pro body z néjaké podmnoziny M C X. Tim definujeme nové
zobrazeni, které ma mensi definiéni obor, ale je na ném definovano stejnym piredpisem
jako zobrazeni f. Pro takova zobrazeni se zavadi specialni pojmenovani.

Definice. Necht je ddno zobrazeni f : X — Y a mmnoZina M C X. Pak zobrazeni
fim + M — Y definované piedpisem fja(x) = f(x) pro kazdé x € M nazyvame ziZeni
zobrazeni f na mnozinu M.

Priklad: Funkce f : R — (0,+0c0) definovand predpisem z +— y = 22 je funkce na
mnozinu (0, +00), ale nen{ prosta (protoze z* = (—)?). Z této funkce vytvoiime prostou
funkei tak, ze zizime definiéni obor funkce napiiklad na interval (0, +00). Pak dostaneme
funkci

f|(0,+00) : <O’ +OO) - <O’ +OO),

kterd je vzajemné jednoznacnd, a proto k ni existuje inverzni funkce. Je zvykem tuto
inverzn{ funkei nazyvat druhd odmocnina x a zapisovat ji ve tvaru y = /.
Poznamenejme, ze rovnosti (1), které v tomto piipadé jsou

(\/E)QZJU, Vit =z,

plati pouze tehdy, kdyz pouZzijeme funkci fo o0, tj. pro > 0. Pro realné x plati pouze

Va2 = |z].
Neékteré dulezité vlastnosti funkci

Nyni budeme definovat dalsi dulezité vlastnosti funkei. Budeme je definovat na mnozi-
né M C Dy. Pokud se vynechd souslovi “na mnoziné M”, znamena to, ze M = X = Dy.
V nékterych piipadech budeme pouzivat nerovnosti na mnoziné X. Proto se takové pojmy
definuji pouze v ptripadech, kdy je X C R.

Definice. (omezené funkce.) Necht je f: X — Y funkce a M C X.

Jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M je f(zr) < K, nazyva se funkce f
shora omezend na mnoziné M.

Jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé x € M je f(z) > K, nazyva se funkce f
zdola omezend na mnoziné M.



Jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé z € M je ‘f(m){ < K, nazyva se funkce f
omezend na mnoziné M.

Definice. (monotonni funkce.) Necht je f: X — Y funkce a M C X C R.

Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M, jestlize pro kazdé x1, x9 € M, x1 < x4, plati
f(x1) < f(z2).

Funkce f se nazyva klesajici na mnozine M, jestlize pro kazdé x1, xo € M, x1 < 9, plati
f(x1) > f(22).

Funkce f se nazyva nerostouci na mnoziné M, jestlize pro kazdé x1, o € M, 1 < 2,
plati f(z1) = f(22).

Funkce f se nazyva neklesajici na mnoziné M, jestlize pro kazdé x1, xo € M, x1 < x9,
plati f(z1) < f(22).

Funkce nerostouci a neklesajici na mnoziné M se nazyvaji monotonni na mnozinée M.
Funkce rostouci a klesajici na mnoziné M se nazyvaji ryze monotonni na mnoziné M.

Je snadno vidét, ze plati

Véta. Je-li funkce f ryze monotonni na mnoziné M, je na mnoziné M prosta.

Véta. Necht je funkce f : X — Y rostouci (klesajici) vzdjemné jednoznacné funkce. Pak
je jejf inverzni funkce =V :Y — X také rostouci (klesajici).

DUKAZ: Piedpoklddejme, Ze funkce f je rostouci. Necht existuji yi, 1o € Y takové, ze
y <y ax = fCU(y) > fEY(yy) = x9. Protoze je funkce f rostouci, muselo pro
f(xe) =y <y1 = f(x1). To je ale spor s predpokladem y; < ys.

Disledek. Necht je f : X — Y vzdjemné jednoznacnd rostouci, resp. klesajici, funkce.
Pak je nerovnost f(z1) < f(z2) ekvivalentni nerovnosti x; < zs, resp. x; > xs.

Definice. (lokdlni extrémy funkce.)

Rikdme, ze funkce f: X — Y méd v bodé zy € X ostré lokdlni mazimum, kdyz existuje
jeho prstencové okoli P(xg) takové, ze pro kazdé = € P(xg) je f(x) < f(xo).

Rikéme, ze funkce f : X — Y méd v bodé zy € X ostré lokdlni minimum, kdyz existuje
jeho prstencové okoli P(xg) takové, ze pro kazdé x € P(xg) je f(x) > f(xo).

Rikdme, ze funkce f : X — Y mé v bodé o € X neostré lokdini mazimum, kdyz existuje
jeho okoli U(xg) takové, ze pro kazdé x € U(xg) je f(x) < f(zo).

Rikdme, ze funkce f : X — Y ma v bodé zy € X neostré lokdlni minimum, kdyz existuje
jeho okoli U(xg) takové, ze pro kazdé x € U(xy) je f(x) > f(xg).

Lokélni maxima a minima funkce se souhrnné nazyvaji lokdlni extrémy.

Definice. (globdlni extrémy funkce.)

Rekneme, ze funkce f : X — Y mé v bodé o € M C X ostré globdlni mazimum na
mnoziné M, jestlize pro kazdé = € M, x # xo, je f(x) < f(xo).

Rekneme, 7e funkce f : X — Y md v bodé zp € M C X ostré globdlni minimum na
mnoziné M, jestlize pro kazdé = € M, x # xq, je f(x) > f(xo).

Rekneme, 7e funkce f : X — Y md v bodé zy € M C X neostré globdlni mazimum na
mnoziné M, jestlize pro kazdé x € M je f(x) < f(xo).

Rekneme, ze funkce f : X — Y mé v bodé zp € M C X neostré globdini minimum na
mnoziné M, jestlize pro kazdé = € M je f(x) > f(xo).

Globélni maxima a minima funkce se souhrnné nazyvaji globdlni extrémy.

7



Poznamka: Mnohé piiklady vedou k nalezeni globalnich extrému funkce na ur¢ité mnoziné M C
R (vsinou kompaktni, tj. omezené a uzaviené). Je ziejmé, ze pokud je zy vnitini bod mnoziny
M a existuje jeho okoli U(xg) takové, ze funkce je v tomto okoli ryze monotonni, pak nemd
v bodé xg na mnoziné M globdlni extrém. Pozdéji ukazeme, jak se daji u jistych funkci tyto
body pomérné snadno najit. Jestlize tyto body vylou¢ime a zistane ndm kone¢ny pocet bodi,
prevedeme tlohu najit globalni extrémy funkce na mnoziné M na hledani maxima nebo minima
z kone¢né mnoziny hodnot.

Definice. (funkce konvezni a konkdvni na intervalu.) Necht je Z C R intervala f : Z — R.
Funkce f se nazyva konvexni na intervalu T, jestlize pro libovolné tii body x1, x9, 23 € Z,
pro které plati z; < xy < s, je splnéna nerovnost

f(ﬂUQ) - f(l’l) < f($3) - f(1'2>

To —T1 xr3 — T2

Funkce f se nazyva konkduvni na intervalu Z, jestlize pro libovolné tii body x1, x9, 23 € Z,
pro které plati z; < xy < s, je splnéna nerovnost

f(xa) — f(z1) > f(x3) — f(x2) ‘

To —T1 xr3 — T2

Geometricky znamend podminka pro konvexnost funkce, ze pro kazdé tii body z; <
xo < x3 lezi bod [z9; f(x2)] na grafu funkce y = f(x) pod pfimkou, kterd spojuje body
[z1; f(z1)] a [z3; f(x3)]. U konkavni funkce je tomu naopak.

Z této geometrické interpretace lze snadno nahlédnout, ze konvexni (konkdvni) funkce
muze mit na uzavieném intervalu Z globalni maximum (minimum) pouze v krajnim bodé
intervalu Z.

Definice. (inflexn body funkce.) Rekneme, ze x je inflexni bod funkce f(x), kdyz existuji
x1, Te, T3 < Ty < Tg takové, ze je funkce na intervalu (x,z() konvexni a na intervalu
(20, z2) konkdvni nebo je na intervalu (x1, o) konkdvni a na intervalu (xq, zs) konvexni.

Definice. Funkce f : X — Y se nazyva sudd, kdyz pro kazdé x € X plati f(—x) = f(x).
Funkce f: X — Y se nazyva lichd, kdyz pro kazdé x € X plati f(—z) = —f(z).
Priklad: Ukazte, ze funkece f(z) = In(z + v/22 + 1) je lich4.

RESEN{: Pro danou funkei plati

) = lnf— o 1 (—x+\/x2+1)(x+\/x2+l) B
f(=z) =In(—z+ v —|—1)—1< Y= >_

—In(z+ Va2 +1) = —f(z).

1

:ln—:
T+Vrz+1

Definice. Nechf je f : X — Y, kde X € R a L > 0. Necht je pro kazdé z € X také
x+ L € X. Jestlize pro kazdé x € X plati f(x+ L) = f(x), nazyva se funkce f periodickd
s periodou L.



Neékteré elementarni funkce jedné realné proménné

V této ¢asti uvedeme nékteré funkce jedné redlné proménné a jejich vlastnosti, které
byste méli vétsinou znat ze stiedni skoly.

Polynomy (mnohocleny)
Polynomem stupné n nazyvame funkci P : R — R definovanou vztahem
P(z) = ap2™ + ap2™ '+ ..+ arx +ag,

kde ag, k=0, 1, ..., n, jsou realna cisla a a,, # 0.

Meli byste umeét délit polynom polynomem.

Redlné ¢islo xg, pro které je P(xy) = 0 se nazyva koren (nebo nulovy bod) polynomu
P(z).

Je-li ; kofen polynomu P(z) pak existuje polynom Pj(x) stupné (n — 1) takovy, ze
P(z) = (z — 1) Pi(z). Kazdy polynom stupné n lze zapsat ve tvaru

P(x) = ap(x — z)" (x —20)* .. (2 — 2,)f (2 + pro+ q)™ .. (2 + pex 4+ q)™

kde x1, xo, ..., x, jsou navziajem ruzné redlné kofeny polynomu P(z), pfirozend ¢isla k;
se nazyvaji ndsobnosti kofene x; a navzajem ruzné polynomy 2 + p;x + ¢; nemaji redlny
koten. Navic plati ky + ko + ...+ k. +2(my + mo + ... +mg) = n.

Exponencialni funkce

Necht je a > 0, a # 1. Pak se funkce a® : R — R nazyva exponencidlni funkce (jak se
a > 1 je funkce y = a® rostouci v celém R a pro 0 < a < 1 je tato funkce v celém R
klesajici. V obou piipadech je tedy prosta. Pro kazdé =,y € R plati

y
a“a? = a"v (a””) =a".
Logaritmicka funkce

Pro kazdé a > 0, a # 1, je funkce y = f(x) = a” prosta a jeji obor hodnot je interval
(0, +00). Proto existuje k funkci y = f(z) = a® : R — (0,400) inverzni funkce. Tato
inverzni funkce se nazyva logaritmus pri zdkladu a a znaci se y = log, x. Podle definice
inverzni funkce je
log, : (0,+00) — R

a plati vztahy
loga(ax):x Ve e R, al%a® =g Vx>0,

Ze vztahu
alOga zy — xy — alOgaxalOgay — aIOga I+10gay

plyne, ze pro x, y > 0 plati
log, xy = log, x + log, v,



a ze vzt ahu
log, © .
alOg“ T T blogb T (aloga b) b a,lOg’l b-logy x

dostaneme
log, x =log, b - log, . (2)

Logaritmus pfi zakladu a = 10 se nazyva dekadicky logaritmus a znaci se log,, z = log x.

Logaritmus pii zdkladu a = e se nazyva prirozeny logaritmus a znaci se log, r = Ilnxz. V
analyze budeme pouzivat hlavné prirozeny logaritmus. Pomoci vztahu (2) lze logaritmus
pri libovolném zakladu na tento logaritmus prevést.

Piiklad: Napiiklad, kdyz ve vztahu (2) polozime a = 2 = e a b = x # 1, dostaneme
napiiklad

1
log.e =1=log,x-log,e, tj. log,e=—.
Inz

Obecna mocnina

Pro a € R definujeme funkce f(r) = 2* vztahem 2% = ¢*'*. Defini¢ni obor této funkce
je proto > 0. Pfimo z definice plyne

Y .
e =¥ =¥ tj. InzY=ylnz.

Kdyz jesté pouzijeme vztah (2) dostaneme log, z¥ = ylog, x pro kazdé a > 0, a # 1, a
x> 0.

Goniometrické funkce

Takto se souhrnné nazyvaji funkce cosx, sinz, tgx a cotgx. V matematické analyze
budeme velikost ihlu z zdsadné vyjadifovat v obloukové mife (v radidnech). Pro gonio-
metrické funkce byste méli znat zejména néjakou jejich definici, vztahy mezi nimi, jejich
hodnoty v urcitych specidlnich bodech a souctové vzorce

cos(r +y) = cosxcosy —sinzsiny, sin(z + y) = sinz cosy + cosrsiny .
Uvedeme zde jesté jeden zajimavy vztah pro goniometrické funkce. Uvazujme komplexni
cisla

z1 = cosxy +isinzy, Zp = COS Ty + 18inxy.

Pak je

2129 = (cos T + isin ml) (cos To + isin xg) =

= COS Ty COSTy — Sinzy sinxy + i(sin Ty COS X9 + CcOoS T sin xg) .
Jestlize pouzijeme souctové vzorce, dostaneme vztah
(cos 1 + isin :L‘l) (Cos To + isin xg) = cos(x1 + x2) + isin(x; + z3),

ze kterého lze nahlédnout, ze se komplexni funkce z(z) = cosx + isinx chova jako expo-
nencidlni funkce. Navic plati z(0) = 1. Pro tuto komplexni funkei se pouzivé znacka

e = cosr +isinz, (3)
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ktery se nazyva Euleruv vztah. Z rovnosti

i

e’ =cosz +isinx a e~

iz

=cosx —1sinx

dostaneme vztahy

cosx = Re(eiz) = sinx = Im(eix) = 51

Tedy funkce cosz a sinx jsou vlastné kombinace exponencidlnich funkci s ryze ima-
ginarnim argumentem. Toho lze ¢asto vyuzit pii vypoctech.

Cyklometrické funkce

To je souhrnny nézev pro inverzni funkce k patticné zizenym goniometrickym funkecim.

Funkce arcsin
11

Funkci sin z zizime na interval (—sm

5T, 57), tj. definujeme funkci

f : <_%7Ta %7’(’) - <_17 1>
predpisem f(x) = sinz. To je vzdjemné jednoznacné zobrazeni intervalu <—%7T, %7?> na
interval (—1,1). Inverzni funkei k této funkci nazveme arkus sinus a budeme ji znacit
arcsin x. Tedy arkus sinus je funkce
y = arcsinz : (—1,1) — (—3m, 37)
definovana vztahem y = arcsin x pravé tehdy, kdyz x = siny, kde y € (—%7?, %ﬂ
Plati vztahy

sin(arcsinz) = x € (—1,1), arcsin(sinz) = x € <—%7T7 %ﬂ'> i

Funkce arccosz
Funkei cos z zizime na interval (0, 7), tj. definujeme funkci

f : <077T> - <_17 1)

predpisem f(z) = cosz. Tato funkce je vzdjemné jednoznaéné zobrazeni intervalu (0, )
na interval (—1, 1). Inverzni funkei k této funkci nazveme arkus kosinus a budeme ji znacit
arccos r. Tedy arkus kosinus je funkce

y = arccosz : (—1,1) — (0, 7)

definované vztahem y = arccos z pravé tehdy, kdyz = = cosy, kde y € (0, 7).
Plati vztahy

cos(arccosx) =z € (—1,1), arccos(cosz) = x € (0, 7).
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Funkce arctgz

Funkci tg z zizime na interval (—%71’, %71’), tj. definujeme funkci

f:(=inln) >R

2772

predpisem f(z) = tgz. To je vzdjemné jednoznacné zobrazeni intervalu (—%71’, %71’) na R.
Inverzni funkci k této funkci nazveme arkus tangens a budeme ji znacit arctgx. Tedy
arkus tangens je funkce

y = arctgz : R — (—3m, 3m)
definovand vztahem y = arctg x pravé tehdy, kdyz = = tgy, kde y € (—im, 7).

2753
Plati vztahy
tg(arctgzr) =z € R,  arctg(tgzr) =z € (—3m, 57).

Funkce arccotgz
Funkci cotg x zizime na interval (0, ), tj. definujeme funkci

f:(0,m)—=R

predpisem f(x) = cotgz. Tato funkce je vzajemné jednoznacné zobrazeni intervalu (0, )
na R. Inverzni funkci k této funkci nazveme arkus kotangens a budeme ji znacit arccotg x.
Tedy arkus kotangens je funkce

y = arccotgz : R — (0,7)

definovand vztahem y = arccotg x prave tehdy, kdyz « = cotgy, kde y € (0, 7).
Plati vztahy

cotg(arccotgxr) =z € R, arccotg(cotgx) = x € (0,7) .
Hyperbolické funkce

Tak se souhrnné nazyvaji funkce

) et — o7 e +e %
smhx:T, coshx:T,
sinh z coshx
tghx = , cotghr = — .
coshz sinh z

Tyto funkce se nazyvaji hyperbolicky sinus, hyperbolicky kosinus, hyperbolicky tangens a
hyperbolicky kotangens.
Vice podrobnosti a grafy téchto funkei najdete ve skriptech.
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Funkce hyperbolometrické

Tak se souhrnné nazyvaji funkce inverzni k hyperbolickym funkeim (v piipadé cosh x
zizenym). Tyto funkce lze vyjadiit pomoci logaritmu.

Funkce argsinh z
Funkce f(x) = sinhz je vzdjemné jednoznacnd funkce R na R. Jeji inverzni funkce se
nazyva argument hyperbolického sinu a znaci se y = argsinh x.

Podle definice inverzni funkce je tato funkce definovana vztahem

ey_e_y
y = argsinhx <= x = sinhy = —

ze kterého plyne
y:argsinhmzln(x+\/x2+1), reR.

Funkce argcosh x
Funkce f(z) = coshz neni prostd, ale jeji ztizeni na interval (0, 400) je vzdjemné jed-
noznacnd funkce intervalu (0, +o00) na (1, 400). Jeji inverzni funkce se nazyva argument
hyperbolického kosinu a znaci se y = argcosh x.

Podle definice inverzni funkce je tato funkce definovana vztahem

ey + efy
2 )

y = argcoshx <= = = coshy =

kde x > 1 a y > 0. Z této rovnice plyne
y:argcoshx:ln(x+\/x2—1), x>1.

Funkce argtgh x

Funkce f(z) = tghz je vzdjemné jednoznacnd funkce R na (—1,1). Jeji inverzni funkce
se nazyva argument hyperbolické tangenty a znaci se y = argtgh x. Podle definice inverzni
funkce je tato funkce definovana vztahem

sinhy e¥—e™

= argtghr <= x = tghy = = ,
Y 8'e ghy coshy ev¥+4ev

ze kterého plyne

1.1
y = argtghx = —In e
2 1—-=x

, re(—1,1).

Funkce argcotgh z

Funkce f(z) = cotghz je vzdjemné jednoznacnd funkce R\ {0} na (—oo, —1) U (1, +00).
Jeji inverzni funkce se nazyva argument hyperbolické kotangenty a znaci se y = argcotgh x.
Podle definice inverzni funkce je tato funkce definovana vztahem

coshy e’ +e™

y = argeotghx <= x = cotghy = — = ,
sinhy e¥—e¥

ze kterého plyne
r+1
x—1

1
y = argcotghz = 3 In z € (—o0,—1)U(1,+00).

Dalsi podrobnosti a grafy cyklometrickych funkei lze najit ve skriptech.
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