Limita a spojitost funkce a zobrazeni jedné realné proménné
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Prednaska 4

Osnova prednasky

. Zobrazeni do R¥ a k funkei.

. Definice vlastni limity funkce ve vlastnim bodé.
. Vlastni a nevlastni limity funkce.

. Definice limity funkce pomoci okoli.

. Definice limity zobrazeni.

. Véta o jednoznacnosti limity.

. Limita zobrazeni do R¥ a limity funkei.

. Nékteré znamé limity.

. Algebraické operace s limitami.

. Limita funkce vzhledem k mnoziné M C X.

. Vztah mezi limitou funkce a limitou funkce vzhledem k mnoziné.

. Limita zleva, limita zprava, oboustranna limita.
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Priklad: lim S neexistuje.
-1 (x —1)3

Véta f(z) < g(x) = ilgll f(z) < lim g(x).

r—a

Veta f(z) < g(z) < h(z) = <lim f(z) = lim h(z) = A = lim g(z) = A).

r—a r—a Tr—a

sin x
=1.

Priklad: lim
x—0

Véta lim f(z) = 0 <= lim|f(z)| = 0.

Véta lim f(z) = 0 a g(x) omezend = lim f(z) - g(x) = 0.
Piiklad lim x sin e = 0.
x—0 xX

Limita slozené funkce.

Piiklad: f(x) =0, g(y) =0,y #0, 9(0) = 1, lim g(y) = 0 & lim g(f () = 1.

x—0

Funkce spojita v bodé.
Zobrazeni spojité v bodeé.
Limita funkce a jeji spojitost v bodé.

_In(1+2)
oz

Priklad: f(x) v bodeé 0.

Limita slozené funkce h = g o f, kde g je funkce spojita v bodé.
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27. Zobrazeni spojité na mnoziné M C Ds.
28. Pifklad: limity typu lim (1 + f(2))*”, kde lim f(z) = 0.
29. Spojitost slozené funkce.

30. Svislé asymptoty.
_ r+1
Vs +222 —x —2

31. Piiklad: svislé asymptoty funkce f(z)

32. Sikmé a vodorovné asymptoty.
33. Priklad: sikmé asymptoty funkce f(x) = va? +x + .

34. Funkce spojité na kompaktni mnoziné.

V nékolika nasledujicich prednaskach budeme studovat zobrazeni jedné realné promén-
né f: X —-Y kde X CRaY C R" ProtoZe pro kazdé z € X je y = f(z) € R*, neboli
(Y1, Y2, -+ Yk) = (fl(m),fg(x), .. ,fk(x)), kde f; jsou pro i = 1,2, ...,,k funkce na
mnoziné X, tj. nabyvaji realné hodnoty, budeme se nejprve zabyvat funkcemi f : X — Y,
kde X a Y jsou podmnoziny realnych ¢isel.

Diferencidlni pocet se v podstaté zabyva “lokalnim” chovanim funkce v daném bodé,
tj. chovanim funkce v néjakém “nekonecné” malém okoli tohoto bodu. Pomoci lokalniho
chovani funkce v kazdém bodé mnoziny M pak usuzujeme na chovani funkce na celé
mnoziné M, tzv. “globalni” chovani, které nds vétsinou zajima.

Je-li déna funkce y = f(x) a bod a, ktery je vnitini bod defini¢ntho oboru, snazime se
tuto funkci v bezprostfednim okoli bodu a pfiblizné nahradit néjakou jednodussi funkei,
u které jsme schopni zkoumat jeji vlastnosti. V diferencidlnim poc¢tu budeme nahrazovat
dané funkce polynomy, tj. budeme se snazit napsat

f(x)~coy+c(z—a)+cyler—a)+..., (1)

kde ¢y, ¢y, ... jsou néjaké konstanty. Ty se snazime vybrat tak, aby chyba, kterou udélame,
kdyz nahradime funkci polynomem daného stupné byla v okoli bodu a, tj. pro mala |z —al,
co nejmensi. Napiiklad, pokud se snazime nahradit funkci y = f(x) a okoli budu = = a
linearni funkci, tj. primkou, je z grafického nazoru prirozené vybrat tuto piimku tak, aby
byla tetnou ke grafu funkce y = f(z) v bodé [a; f(a)].

Jestlize do vztahu (1) dosadime = = a, dostaneme ¢y = f(a). Vztah (1) pak muzeme
pro x # a napsat jako

f(x) — f(a)

~coto(r—a)+. ...
r—a

Konstantu ¢; dostaneme tak, ze do pravé strany tohoto vztahu “dosadime” x = a. Bohuzel
na levé strané je neurcity vyraz 8. Ptitom je pro kazdé x z okoli bodu a na levé strané
definovany vyraz, ktery je pro mald |x — a| muze “skoro” rovnat néjakému éislu ¢;.

Nejprve budeme presné definovat, co mame na mysli tvrzenim “funkce y = f(z) se v
bezprostiednim okoli bodu a skoro rovna A” tj. limitu funkce.



Definice. Necht je ddna funkce f(z), bod a € R, ktery je hromadny bod defini¢niho
oboru D¢, a A € R. Jestlize

Ve>030>0; Ve €Dy; 0<|z—al<é je |[A—f(z)<e (2)

(ke kazdému ¢ > 0 existuje d > 0 takové, ze pro kazdé = z defini¢niho oboru funkce f(z),
které se nerovna a a jehoz vzdalenost od bodu a je mensi nez 9, je vzdélenost bodu f(x)
od bodu A mensi nez ¢), fekneme, ze funkce f(x) md v bodé a limitu A. Tento vyrok
budeme zapisovat jako

lim f(z) = A.

r—a

Limité z této definice, tj. kdyz bod a i limita A jsou kone¢na realna ¢isla, se rikd
vlastni limita ve vlastnim bodé. Budeme jesté definovat limity pro a = +oo, tj. limity v
nevlastnim bodé, a limity, které jsou rovny +oo, tzv. nevlastni limity.

Definice. Necht je dédna funkce f(z) a bod a € R, ktery je hromadnym bodem Dj.
Jestlize

VK 30>0;VeeDs; 0<|r—al<d je f(z)>K, (3)

fikdme, ze ma funkce f(x) v bodé a € R limitu +oo. Tento vyrok zapisujeme jako

lim f(z) = +o00.

T—a

Definice. Necht je ddna funkce f(z) a A € R. Jestlize je +00 hromadnym bodem D; a
Ve>03dK eR; Vo € Dy; 2> K je ’A—f(x)‘<5, (4)
fikame, ze ma funkce v bodé 400 vlastni limitu A. Tento vyrok zapisujeme jako

lim f(x)=A.

T—+00

Definice. Necht je ddna funkce f(z) a +o0o je hromadnym bodem D;. Jestlize
VK 3L;Vx € Dy; v >L je f(z)> K, (5)
iikdme, ze funkce f(x) ma v bodé 400 limitu +oo a piseme

lim f(z) =4o00.

Tr——+00

Poznamka: Podobné se definuji limity v bodé —oo a limity rovné —oc.

Vsechny definice limity lze jedinym zpusobem zapsat pomoci okoli bodu.

Definice. Necht je ddna funkce f(z), bod a € R*, ktery je hromadny bod D; a A € R*.
Jestlize ke kazdému okoli U(A) bodu A existuje okoli V'(a) bodu a takové, ze pro kazdé x

z definiéniho oboru funkce f(z), které je prvkem okoli V' (a) a x # a patif hodnota funkce
f(z) do okoli U(A) bodu A, tj.

VU(A) IV (a); Ve e DyNV(a); x #a je f(x)eU(A), (6)
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iikame, ze funkce f(x) ma v bodé a limitu A.

Limitu zobrazeni f : X — Y, kde X C R a Y C R¥ budeme definovat pomoci okoli
bodu.

Definice. Necht je f : X — Y zobrazeni mnoziny X C R do mnoziny ¥ C R¥ a a je
hromadny bod mnoziny X a A € R*. Jestlize

VU(A)3IV(a); Ve € DegnNVia), x #ajef(x) € ULA) (7)
fekneme, ze zobrazeni f ma v bodé a limitu A.

Poznamka: V definici limity uvazujeme pouze body = € Dy, které jsou z prstencového
okoli bodu a, tj. body & # a. Proto nezdvisi limita funkce f(x) (nebo zobrazeni) na
hodnoté funkce f(x) v bodé a. Dokonce funkce f(z) nemusi byt v bodé a ani definovéna.

Pokud existuje limita funkce nebo zobrazeni, je jedina. To je tvrzeni nasledujici véty.

Véta. Jestlize existuje lim f(z) = A je tato limita jedin4.
r—a
DUKAZ: Necht existuji lim f(z) = A a lim f(z) = B a plat{ A # B. Protoze A # B, existuji
r—a r—a

okoli U(A) a U(B) takové, ze U(A) N U(B) = (. Podle definice limity (7) existuji okoli Va (a)
a Vg(a) bodu a takové, ze pro kazdé x € D N Va(a), x # a, je f(z) € U(A) a pro kazdé
x € DeNVg(a), z # a, je f(x) € U(B). Protoze je bod a hromadny bod Dg, obsahuje mnozina
D NVa(a) N V(a) alespon jeden bod z # a. Pak ale je f(z) € U(A)NU(B) = (). To je nemuze
byt pravda (=spor).

Proto neni pravda tvrzeni: Existuji lim f(x) = A a lim f(z) = B a plati A # B, a tedy plati

r—a r—a

jeho negace. To je pravé tvrzeni uvedené véty.
Poznamka: Dikaz tohoto typu se v matematice nazyvd dukaz sporem. Jeho logickd podstata spocivéd
A = B je ekvivalentni vyroku AV B. Jeho negace je AA B. Pii ditkazu sporem dokézeme, Ze tento vyrok,
tj. A A B, neplati. Proto musi platit jeho negace, tj. vyrok AV B, coz je ekvivalentni vyroku A = B.

Zobrazen{ f : X — Y C R Ize popsat pomoci k funkci f(z) = (fi(z), f2(2), ..., fu(z)).
Vyvstavé otdzka, jak souvisi limita zobrazeni lim f(z) = A = (Al, Ag, ... ,Ak) s limitami

r—a

funkef lim f;(z). Odpovéd déva nésledujici véta.

Véta. Limita zobrazeni lim f(z) = A = (Al, Ag, ... ,Ak) existuje pravé tehdy, kdyz pro

Tr—a

kazdé i =1, 2, ..., k existuji kone¢né limity lim f;(z) = A;.

Poznamka: Z piechozi véty je zfejmé, ze pii vypoctu limity zobrazeni f : X — Y C RF
vystacime s vypoctem limity funkei f : X — Y C R. Proto se v dalsim omezime na
vypocet limit realné funkce jedné realné proménné. Je ale tfeba poznamenat, ze pokud
aspon jedna limita glglf}l fi(z) neexistuje nebo neni konecénéd, limita zobrazeni f(x) v bodé

a neexistuje.

Limity funkei pocitame vétsinou tak, ze zname nékteré zakladni limity a ostatni limity
pocitame pomoci Téchto limit a urcitych vét. Je véci kazdého, jaké limity bude povazovat



za zakladni. Uvedeme nékteré limity, které byste méli umét zpaméti

a vlastné vsechny limity typu

. f(l'—l—h)—f(l') !
lim . = f'(z),

které se nazyvaji derivace funkce f(x).
Pro algebraické operace s limitami plati

Véta. Jestlize existujf limity lim f(z) = A € R*, limg(z) = BeR*aa, f € R, ajelia
hromadny bod Dy N D, (pro podil Dy ,,) pak plati

hm(&f( —{—ﬁg( )) =ad+ (B,

(f(:c (z)) = AB,
i 1) A
T—a [E) B’

za predpokladu, ze jsou vyrazy vpravo definovany v R*.
.. . . . , , oo 0
Pripomenme, Ze nejsou definovany vyrazy typu oo — 0o, 0 - =0
Definici limity funkce muzeme jesté rozsitit tak, ze nebudeme pii limité uvazovat
vSechna o € Dy, ale pouze x € M C Dy. V podstaté se jednd o limitu zizené funkce f|.

Definice. Necht je déna funkce f(z), mnozina M C Dy, bod a, ktery je hromadny bod
mnoziny M a A € R*. Jestlize

VU(A) 3V (a); Ve e MNV(a); z#a je f(x) e U(A), (8)

fikdme, ze funkce f(x) ma v bodé a vzhledem k mnoziné M limitu A. Toto tvrzeni
zapisujeme jako

lim f(z) =

r—a

zeM

Pro limity vzhledem k mnoziné M C Dy plati véta:



Véta. Necht existuje lim f(z) = A. Necht je M C Dy a bod a je hromadny bod mnoziny

M. Pak plat{ o
lim f(x)=lim f(z) = A.

T—a T—a
zeM

Limity funkci vzhledem k mnozinam budeme pro funkci jedné realné proménné po-
uzivat pro M = (a,+00) nebo M = (—oo,a). Jestlize je a € R a M = (a,+00), resp.
M = (=00, a), mluvime o limité funkce v bodé a zprava, resp. zleva.

Definice. Necht je a € R hromadny bod mnoziny Dy N (a,+00) a A € R*. Jestlize
VU(A)36>0; Ve eDy; 0<x—a<d je f(x)eU(A), 9)

fikame, ze funkce f(x) mé v bodé a limitu zprava rovnou A a piseme lim f(z) = A.

T—ay

Podobné, necht je a € R hromadny bod mnoziny Dy N (—o0,a) a A € R*. Jestlize
VU(A)3S>0; Ve eDy; 0<a—xz<6 je f(x)eU(A), (10)

fikame, ze funkce f(x) ma v bodé a limitu zleva rovnou A a pisSeme lim f(x) = A.

r—a—

Limity zprava a zleva se nazyvaji jednostranné limity a limitu lim f(x) budeme nazyvat
r—a

oboustrannd limita funkce f(z) v bodé a.

Véta. Pokud je bod a hromadnym bodem mnozin Dy N (a,+00) a Dy N (—00,a) existuje
oboustrannd limita funkce f(x) v bodé a pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné
limity funkce f(x) v bodé a a jsou si rovny.

Tato véta se ¢asto pouziva k tomu, abychom ukazali, ze limita funkce neexistuje.
. o R
Priklad. Ukazte, Ze neexistuje limita lim ———.
a—1 (z —1)3

) ~ s . 3 <17 -~ . ’ . . 4 . . .
RESENT: Jestlize dosadime = = 1, vidime, Ze se jedna o limitu typu o’ tj. tato limita rovna

2
) - +3
+00. Protoze pro xz > 1 je x — 1 > 0, plati lim L

—— = +00, a protoze pro x < 1 je
A 1) p p J

2+ 3

r—1<0,je lim

——— = —o0. A protoze jsou tyto limity rizné, oboustrannd limita
1= (x —1)3

neexistuje.

Jestlize predpokladame, ze bod a je hromadnym bodem defini¢nich oboru pruniku
vsech funkeci, jsou nasledujici véty bezprostiednim dusledkem definice limity.
Véta. Jestlize na néjakém prstencovém okoli bodu a plati f(z) < g(x), je lim f(z) <
lim g(x).
Véta. Jestlize na néjakém prstencovém okoli bodu a plati f(x) < g(x) < h(x), a existuji
lim f(z) = lim h(x) = A, pak je lim g(z) = A.

sinx
= 1.

Priklad: Dokazte, ze lim
r— €T



sinx . , o, . .. sinz
je suda, staci ukdzat, ze lim
=04+ X

RESEN{: Protoze funkce f(z) = =1.

Uhel z v obloukové mife budeme méfit délkou oblouku na jednotkové kruznici se stfedem v
pocétku O = [0; 0] od kladné vodorovné polopiimky, na které lezi bod P = [1;0]. Bod M, ktery
odpovidé velikosti ihlu z > 0 mé soufadnice M = [cos z; sin z]. Obsah pravothlého trojihelnika

s pteponou OM a odvésnou na polopfimce OP je roven P, = %cosxsinx a je mensi nez obsah
kruhové vysete OPM , kterd je P, = %CE Tedy pro x € (0, % ) plati nerovnost

sin x 1
<

cos x sin x T
2 -2 x T coST

Na druhé strané je obsah vysece OPM mensi nez obsah pravotuhlého trojihelnika a odvésnou
OP, jehoz ptfepona lezi na polopiimce OM, ktery je Py = % tgx. Z toho dostaneme pro = €
(0, 3 ™) nerovnost

x
— <
5 =

Celkové tedy pro z € (0, %7‘&’) plati

tgx sin x sin x
= — = cosx < —.
2 2cosx T

sinx 1
cosr < — < .
T cos ¥

sin x

A protoze lim cosx = 1, je podle piredchozi véty lim =1
z—04 z—04+ T
Véta. lim f(z) = 0 prévé tehdy, kdyz lim| f(z)| = 0.

Véta. Jestlize je lim f(z) = 0 a existuje prstencové okoli bodu a, ve kterém je funkce

g(x) omezend, je lim f(x)g(z) =0

1 1
sin—‘ <1, je lim<xsin —> = 0.
x z—0 x

Piiklad: Protoze lir% x = 0 a plati nerovnost
Tr—

Nyni uvedeme vétu, které se tyka limity slozené funkce h = go f. Jde o to, kdy muzeme
pocitat limitu slozené funkce pocitat jako dvé limity, nejprve limitu funkce f a nasledné
limitu funkce g.

Pfesnéji, jsou dany funkce f : X — Y ag:Y — Z. Nechf a je hromadny bod mnoziny
X a iliI(ll f(z) = A. Necht je A hromadny bod mnoziny Y a existuje ylﬂ g(y) = B. Otazka

je, kdy je lim h(z) = lim g(f(a:)) = B?
r—a r—a
Priklad: Necht je f : R — R definovdna predpisem f(z) =0 a g : R — R definovdna jako g(y) = 0 pro
)

y # 0 a g(0) = 1. Pak je lin%J f(x)=0a 1in%g(:n) = 0. Ale pro slozenou funkci h(z) = g(f(z)) = g(0
140.

Uvedeny piiklad ukazuje, zZe obecné nelze limitu slozené funkce pocitat jako dve limity.
Problém spociva v tom, ze pii definici limity lin}4 g(y) = B nebereme v tdvahu samotny
y*)
bod y = A. Proto musime vyloucit piipad, kdy v kazdém okoli bodu a existuje bod = # a
takovy, ze f(x) = A, nebo do definice “limity” funkce g(y) zahrnout i bod A.

Véta: Necht jsou ddny funkce f : X —Y,g:Y — Zah=gof: X — Z. Necht a je hromadny
bod mnoziny X a lim f(x) = A. Necht je A hromadny bod mnoziny Y a existuje lin}1 g(y) = B.
r—a Y=



Necht existuje prstencové okoli P(a) bodu a takové, Ze pro kazdé x € P(a) je f(x) # A. Pak je
lim h(x) = B.

r—a

Jestlize do definice “limity” funkce f(z) v bodé a zahrneme i samotny bod a dostaneme
tzv. funkci spojitou v bodé a.

Definice. Rekneme, 7e funkce f(z) je spojitd v bodé a € Dy, jestlize plati

Ve>030>0; Ve € Dy; |z —a|l <4 je {f(a)—f(m)‘<5. (11)

Podobné definujeme zobrazeni spojité v bodé a. Pouze musime pouzit vzdéalenost
d(y1,y2) v RE.

Definice. Rekneme, Ze zobrazeni f(z) je spojité v bodé a € Dy, jestlize plati

Ve>030>0; Vo € Dy; |z —al <6 je d(f(z),f(a)) <e. (12)

Podobné jako pro limity plati nasledujici véta:
Véta. Zobrazeni f : X — Y C RF je spojité v bodé a pravé tehdy, kdyz jsou v bodé a
spojité vsechny funkce y; = fi(x).
Poznamka: Body a € Dy, ve kterych je funkce f(z) spojitd, jsou dvojiho druhu:

1. a je izolovany bod Dy;
2. a je hromadny bod Dy a lim f(z) = f(a).

r—a

In(1
Piiklad: Dodefinujte funkci f(x) = u v bodé = = 0 tak, aby byla v tomto bodé
x

spojita.

RESEN{: Aby byla funkce f(x) v bodé z = a spojitd, musf platit f(a) = lim f(z). Proto
musime polozit

. In(1+2)
0= P 1

Véta. Necht jsou ddny funkce f : X — Y, g:Y - Zah=gof:X — Z. Necht a je
hromadny bod mnoziny X, lim f(x) = A a necht je funkce g(y) spojitd v bodé A. Pak je

lim h(x) = lim g((x)) = (1im f(x)) = 9(4).

r—a r—a

Definice. Necht je ddno zobrazeni f(z) a M C Dg. Rikdme, Ze zobrazeni f(z) je spojité
na mnoziné M, je-li spojité v kazdém bodé mnoziny M.
Zobrazeni f(x) spojité na Dy nazyvame spojité.

Poznamka. VSechny elementarni funkce, které jsme definovali v minulé pfednasce jsou na svych
1

defini¢nich oborech spojité. Napiiklad funkce f(z) = — je spojitd, protoze x = 0 neni prvkem
x

defini¢niho oboru. Proto se predchozi véta pii vypoctech pouziva velmi casto.

8



Jako piiklad ukazeme pouziti predchazejici véty pii vypoctu limit typu 1°°.
Piiklad: Je-li lim f(z) = 0, pak plati

lim (1 + f(x))g(x) = exp(lim (f(z) g(x))) (13)

r—a r—a

RESEN{: Protoze podle piedpokladu je lim f(z) = 0, existuje okoli U(a) bodu a takové,
ze pro kazdé x € U(a) \ {a} je 1 + f(z) > 0. Tedy podle definice plati v tomto okoli

(1 + f(x))g(w) _ eg(:v)ln(lJrf(:p)) '
Protoze je funkce e* spojita v R, plati

lim (1 + f(x))g(i) = exp (ilir(ll g(z) -In(1+ f(ac))) :

In(1
Protoze je lin[l) M =1, je funkce F'(x) definovana pro x € (—1, +o0) predpisem
In(1+ x)
_— 0
Fla) = . pro x # 0,
1 pro x =0

spojitd. Podle véty o limité sou¢inu a uvedené véty o limité slozené funkce je tedy

lim g(a) In(1 + f(2)) = lim (g(2)f(2) - F(f(x))) =
= lim (lim (g() - f(x)) - lim F(f(z)) = lim (g(z) - f(2)),

r—a T—a r—a r—a

protoze lim F(f(z)) = F(0) = 1.

r—a

Pro spojité funkce plati nasledujici véta.
Véta. Necht jsou funkce f : X — Y a g : Y — Z spojité. Pak je slozend funkce
h=go f:X — Z spojita.

Pomoci limit se pocitaji tzv. asymptoty ke grafu funkce y = f(z). Asymptoty jsou v
podstaté primky, ke kterym se blizi graf funkce v krajnim bodé definicniho oboru nebo v
bodé nespojitosti funkce f(x).

Definice. Piimka = = a se nazyva svislou asymptotou ke grafu funkce y = f(x), jestlize
v bodé a existuje aspon jedna nevlastni jednostrannd limita funkce f(x), tj. kdyz

lim f(z) =400 mnebo lim f(x)= +oo.

T—ay T—a_

Priklad: Funkce

B r+1 B xz+1
VT2 —r—2 Ja+2) et D@1

Y
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mé definién{ obor (—2,—1) U (1, +00). Protoze

lim f(z) = —o0, lim f(z) =400,
T——24 z—14
jsou piimky z = —2 a x = 1 svislé asymptoty ke grafu funkce y = f(x). Ale piimka
x = —1 neni svisla asymptota, protoze
lin% f(z)=0.

Definice. Piimka y = kx + ¢ se nazyva asymptota ke grafu funkce y = f(x) v bodé +o0,
resp. v bodé —oo, jestlize

lim (f(z) —kx—q) =0, resp. lim (f(z)—ks—q)=0. (14)

T——+00 T——00

Je-li k = 0 nazyvé se asymptota vodorovnd a je-li k # 0 mluvime o sikmé asymptote.

Je ziejmé, ze pokud existuje limita lirf f(z) = q, resp. lim f(x) = q, je piimka
y = q vodorovna asymptota ke grafu funkce v bodé 400, resp. v bodé —oo.

Je-li piimka y = kx + ¢ asymptota ke grafu funkce y = f(z) v bodé +o0, je

ko —
0= tim JW kg g SOy s e @
z—+o00 €T z—too I r—Foo I

Jestlize zname k, lze najit hodnotu ¢ jako limitu

q::}ﬂ(f(:c) — kz) .

Priklad: V bodech +o0 najdéte asymptoty funkce y = v a2 + 2z + x.
RESEN{: Pro © — —o0 jde o vyraz typu 400 — co. Protoze je

2 5 _
lim (VaT 420+ 7) = lim_ (ﬂ@ v)

2x
= lim —=-1,
z——00 \/x?2 + 21 — x
je ptimka y = —1 vodorovna asymptota ke grafu funkce v bodé —oc.

Pro x — +o00 se jedna o vyraz +oo + oo a vodorovna asymptota v bodé x = +oo
neexistuje. Abychom nasli sikmou asymptotu, najdeme nejprve

. Vx4 2+t
k= lm — 8 =2.
r——+00 X
Hodnotu ¢ pak dostaneme ze vztahu
=t (1) 20) = i (VT ) -
. (Var+ 2z —2) (Va2 + 22 + x) ‘ 21
= lim = lim —=1.

z—-+00 Va?+2r 4+ w——c0 /12 + 2x +
10



Tedy v bodé 400 je sikmé asymptota piimka y = 2z 4 1.

Pro spojité funkce plati mnoho dulezitych vét, z nichz nékteré lze najit ve skriptech.
Zde uvedeme pouze jednu vétu, kterou budeme potiebovat pii vypoctu globalnich extrému
spojité funkce na kompaktni, tj. omezené a uzaviené, mnoziné M C R.

Véta. Je-li funkce f(z) spojitd na kompaktni mnoziné M, existuji body Zmin, Tmax € M
takové, ze pro kazdé = € M je f(xmim) < f(2) < f(Zmax)-

Tvrzeni této véty lze vyjadrit tak, ze kazda funkce spojita na kompaktni mnoziné M
ma v mnoziné M minimum a maximum.

DUKAz: Aby bylo vidét, jak se v matematice dokazuji véty a pro¢ se vétsinou ditkaztim v prednasce
vyhybam, uvedeme pro zajimavost dukaz této véty. Zaroven na dukazu budeme demonstrovat dulezitou
vlastnost kompaktnich mnozin, ze pro kazdou posloupnost z,, prvku kompaktni mnoziny M existuje z ni
vybrana podposloupnost, ktera ma limitu v M.

Nejprve ukdzeme, ze kazdd funkce f(x), kterd je spojitd na kompaktn{ mnoziné M je na M omezend.
Pfedpoklddejme, Ze funkce f(x) na mnoziné M omezend neni. Pak je kazdému n € N je mnozina M,, =
{x eM; f(z) > n} neprazdna. Z kazdé mnoziny M,, vybereme prvek z,,. Takto dostaneme posloupnost
x, € M. Protoze je mnozina M kompaktni, existuje posloupnost y,, vybrana z posloupnosti z,,, ktera
konverguje k prvku y € M, tedy nlin;o Yn =y € M. Podle definice vybrané posloupnosti je y, € M,, a

tedy f(yn) > n. Protoze je funkce f(z) spojitd na mnoziné M, je

fly) = lim f(yn) = 400,

n—oo

coz je spor se spojitosti funkce f(z) v bodé y € M.
Podobné se ukdze, ze funkce f(z) je na mnoziné M omezend zdola.

Oznatme A = {f(z) € R; € M}. Protoze je funkce f(z) na mnoziné M omezend, je omezend i
mnozina A, a proto existuji S = supA € R a s = inf A € R. Podle definice suprema a infima plati pro
kazdé x € M nerovnosti s < f(z) < S.

Nyni ukézeme, 7Ze existuje Tmax € M takové, ze f(@max) = S. Pro kazdé n € N ozna¢me A,, = {x €
M; f(x)>S— %} Podle definice suprema, je pro kazdé n € N mnozina A,, neprazdna. Z kazdé mnoziny
A,, vybereme prvek z, € A,. Tim dostaneme posloupnost x,, € M. Protoze M je kompaktni, 1ze z ni
vybrat posloupnost y,,, kterd konverguje k prvku y € M. Protoze je y,, € A, plati nerovnost

S—%Sf(yn)SS.

Jestlize oznaéime y = lim y,, € M, dostaneme ze spojitosti funkce f(x) v bodé y
n—oo

lim (S—1)=5< lim f(y,) = f(y) < S,
tj. f(y) = S. Tedy existuje y = xmax € M, pro které plati
S = f(Zmax) > f(x) Vee M.

Diikaz existence prvku z,i, € M je obdobny.

11



