
Přednáška 4

Limita a spojitost funkce a zobrazeńı jedné reálné proměnné

Osnova přednášky

1. Zobrazeńı do Rk a k funkćı.

2. Definice vlastńı limity funkce ve vlastńım bodě.

3. Vlastńı a nevlastńı limity funkce.

4. Definice limity funkce pomoćı okoĺı.

5. Definice limity zobrazeńı.

6. Věta o jednoznačnosti limity.

7. Limita zobrazeńı do Rk a limity funkćı.

8. Některé známé limity.

9. Algebraické operace s limitami.

10. Limita funkce vzhledem k množině M ⊂ X.

11. Vztah mezi limitou funkce a limitou funkce vzhledem k množině.

12. Limita zleva, limita zprava, oboustranná limita.

13. Př́ıklad: lim
x→1

x2 + 3

(x− 1)3
neexistuje.

14. Věta f(x) ≤ g(x) =⇒ lim
x→a

f(x) ≤ lim
x→a

g(x).

15. Věta f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) =⇒
(

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = A =⇒ lim
x→a

g(x) = A
)
.

16. Př́ıklad: lim
x→0

sin x

x
= 1.

17. Věta lim
x→a

f(x) = 0 ⇐⇒ lim
x→a

∣∣f(x)
∣∣ = 0.

18. Věta lim
x→a

f(x) = 0 a g(x) omezená =⇒ lim
x→a

f(x) · g(x) = 0.

19. Př́ıklad lim
x→0

x sin
1

x
= 0.

20. Limita složené funkce.

21. Př́ıklad: f(x) = 0, g(y) = 0, y 6= 0, g(0) = 1, lim
y→0

g(y) = 0 a lim
x→0

g
(
f(x)

)
= 1.

22. Funkce spojitá v bodě.

23. Zobrazeńı spojité v bodě.

24. Limita funkce a jej́ı spojitost v bodě.

25. Př́ıklad: f(x) =
ln(1 + x)

x
v bodě 0.

26. Limita složené funkce h = g ◦ f , kde g je funkce spojitá v bodě.
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27. Zobrazeńı spojité na množiné M ⊂ Df .

28. Př́ıklad: limity typu lim
x→a

(
1 + f(x)

)g(x)
, kde lim

x→a
f(x) = 0.

29. Spojitost složené funkce.

30. Svislé asymptoty.

31. Př́ıklad: svislé asymptoty funkce f(x) =
x + 1√

x3 + 2x2 − x− 2
.

32. Šikmé a vodorovné asymptoty.

33. Př́ıklad: šikmé asymptoty funkce f(x) =
√

x2 + x + x.

34. Funkce spojité na kompaktńı množině.

V několika následuj́ıćıch přednáškách budeme studovat zobrazeńı jedné reálné proměn-
né f : X → Y , kde X ⊂ R a Y ⊂ Rk. Protože pro každé x ∈ X je y = f(x) ∈ Rk, neboli
(y1, y2, . . . , yk) =

(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
, kde fi jsou pro i = 1, 2, . . . , , k funkce na

množině X, tj. nabývaj́ı reálné hodnoty, budeme se nejprve zabývat funkcemi f : X → Y ,
kde X a Y jsou podmnožiny reálných č́ısel.

Diferenciálńı počet se v podstatě zabývá “lokálńım” chováńım funkce v daném bodě,
tj. chováńım funkce v nějakém “nekonečně” malém okoĺı tohoto bodu. Pomoćı lokálńıho
chováńı funkce v každém bodě množiny M pak usuzujeme na chováńı funkce na celé
množině M , tzv. “globálńı” chováńı, které nás většinou zaj́ımá.

Je-li dána funkce y = f(x) a bod a, který je vnitřńı bod definičńıho oboru, snaž́ıme se
tuto funkci v bezprostředńım okoĺı bodu a přibližně nahradit nějakou jednodušš́ı funkćı,
u které jsme schopni zkoumat jej́ı vlastnosti. V diferenciálńım počtu budeme nahrazovat
dané funkce polynomy, tj. budeme se snažit napsat

f(x) ≈ c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . . , (1)

kde c0, c1, . . . jsou nějaké konstanty. Ty se snaž́ıme vybrat tak, aby chyba, kterou uděláme,
když nahrad́ıme funkci polynomem daného stupně byla v okoĺı bodu a, tj. pro malá |x−a|,
co nejmenš́ı. Např́ıklad, pokud se snaž́ıme nahradit funkci y = f(x) a okoĺı budu x = a
lineárńı funkćı, tj. př́ımkou, je z grafického názoru přirozené vybrat tuto př́ımku tak, aby
byla tečnou ke grafu funkce y = f(x) v bodě

[
a; f(a)

]
.

Jestliže do vztahu (1) dosad́ıme x = a, dostaneme c0 = f(a). Vztah (1) pak můžeme
pro x 6= a napsat jako

f(x)− f(a)

x− a
≈ c1 + c2(x− a) + . . . .

Konstantu c1 dostaneme tak, že do pravé strany tohoto vztahu “dosad́ıme” x = a. Bohužel
na levé straně je neurčitý výraz 0

0
. Přitom je pro každé x z okoĺı bodu a na levé straně

definovaný výraz, který je pro malá |x− a| může “skoro” rovnat nějakému č́ıslu c1.
Nejprve budeme přesně definovat, co máme na mysli tvrzeńım “funkce y = f(x) se v

bezprostředńım okoĺı bodu a skoro rovna A”, tj. limitu funkce.
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Definice. Necht’ je dána funkce f(x), bod a ∈ R, který je hromadný bod definičńıho
oboru Df , a A ∈ R. Jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; 0 < |x− a| < δ je
∣∣A− f(x)

∣∣ < ε (2)

(ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x z definičńıho oboru funkce f(x),
které se nerovná a a jehož vzdálenost od bodu a je menš́ı než δ, je vzdálenost bodu f(x)
od bodu A menš́ı než ε), řekneme, že funkce f(x) má v bodě a limitu A. Tento výrok
budeme zapisovat jako

lim
x→a

f(x) = A .

Limitě z této definice, tj. když bod a i limita A jsou konečná reálná č́ısla, se ř́ıká
vlastńı limita ve vlastńım bodě. Budeme ještě definovat limity pro a = ±∞, tj. limity v
nevlastńım bodě, a limity, které jsou rovny ±∞, tzv. nevlastńı limity.

Definice. Necht’ je dána funkce f(x) a bod a ∈ R, který je hromadným bodem Df .
Jestliže

∀K ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; 0 < |x− a| < δ je f(x) > K , (3)

ř́ıkáme, že má funkce f(x) v bodě a ∈ R limitu +∞. Tento výrok zapisujeme jako

lim
x→a

f(x) = +∞ .

Definice. Necht’ je dána funkce f(x) a A ∈ R. Jestliže je +∞ hromadným bodem Df a

∀ε > 0 ∃K ∈ R ; ∀x ∈ Df ; x > K je
∣∣A− f(x)

∣∣ < ε , (4)

ř́ıkáme, že má funkce v bodě +∞ vlastńı limitu A. Tento výrok zapisujeme jako

lim
x→+∞

f(x) = A .

Definice. Necht’ je dána funkce f(x) a +∞ je hromadným bodem Df . Jestliže

∀K ∃L ; ∀x ∈ Df ; x > L je f(x) > K , (5)

ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě +∞ limitu +∞ a ṕı̌seme

lim
x→+∞

f(x) = +∞ .

Poznámka: Podobně se definuj́ı limity v bodě −∞ a limity rovné −∞.

Všechny definice limity lze jediným zp̊usobem zapsat pomoćı okoĺı bod̊u.

Definice. Necht’ je dána funkce f(x), bod a ∈ R∗, který je hromadný bod Df a A ∈ R∗.
Jestliže ke každému okoĺı U(A) bodu A existuje okoĺı V (a) bodu a takové, že pro každé x
z definičńıho oboru funkce f(x), které je prvkem okoĺı V (a) a x 6= a patř́ı hodnota funkce
f(x) do okoĺı U(A) bodu A, tj.

∀U(A) ∃V (a) ; ∀x ∈ Df ∩ V (a) ; x 6= a je f(x) ∈ U(A) , (6)
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ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě a limitu A.

Limitu zobrazeńı f : X → Y , kde X ⊂ R a Y ⊂ Rk budeme definovat pomoćı okoĺı
bodu.

Definice. Necht’ je f : X → Y zobrazeńı množiny X ⊂ R do množiny Y ⊂ Rk a a je
hromadný bod množiny X a A ∈ Rk. Jestliže

∀U(A)∃V (a) ; ∀x ∈ Df ∩ V (a) , x 6= a je f(x) ∈ U(A) (7)

řekneme, že zobrazeńı f má v bodě a limitu A.

Poznámka: V definici limity uvažujeme pouze body x ∈ Df , které jsou z prstencového
okoĺı bodu a, tj. body x 6= a. Proto nezáviśı limita funkce f(x) (nebo zobrazeńı) na
hodnotě funkce f(x) v bodě a. Dokonce funkce f(x) nemuśı být v bodě a ani definována.

Pokud existuje limita funkce nebo zobrazeńı, je jediná. To je tvrzeńı následuj́ıćı věty.

Věta. Jestliže existuje lim
x→a

f(x) = A je tato limita jediná.

Důkaz: Necht’ existuj́ı lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

f(x) = B a plat́ı A 6= B. Protože A 6= B, existuj́ı

okoĺı U(A) a U(B) takové, že U(A) ∩ U(B) = ∅. Podle definice limity (7) existuj́ı okoĺı VA(a)
a VB(a) bodu a takové, že pro každé x ∈ Df ∩ VA(a), x 6= a, je f(x) ∈ U(A) a pro každé
x ∈ Df ∩ VB(a), x 6= a, je f(x) ∈ U(B). Protože je bod a hromadný bod Df , obsahuje množina
Df ∩VA(a)∩VB(a) alespoň jeden bod x 6= a. Pak ale je f(x) ∈ U(A)∩U(B) = ∅. To je nemůže
být pravda (= spor).

Proto neńı pravda tvrzeńı: Existuj́ı lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

f(x) = B a plat́ı A 6= B, a tedy plat́ı
jeho negace. To je právě tvrzeńı uvedené věty.

Poznámka: Důkaz tohoto typu se v matematice nazývá d̊ukaz sporem. Jeho logická podstata spoč́ıvá
A ⇒ B je ekvivalentńı výroku A∨B. Jeho negace je A∧B. Při d̊ukazu sporem dokážeme, že tento výrok,
tj. A ∧B, neplat́ı. Proto muśı platit jeho negace, tj. výrok A ∨B, což je ekvivalentńı výroku A ⇒ B.

Zobrazeńı f : X → Y ⊂ Rk lze popsat pomoćı k funkćı f(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
.

Vyvstává otázka, jak souviśı limita zobrazeńı lim
x→a

f(x) = A =
(
A1, A2, . . . , Ak

)
s limitami

funkćı lim
x→a

fi(x). Odpověd’ dává následuj́ıćı věta.

Věta. Limita zobrazeńı lim
x→a

f(x) = A =
(
A1, A2, . . . , Ak

)
existuje právě tehdy, když pro

každé i = 1, 2, . . . , k existuj́ı konečné limity lim
x→a

fi(x) = Ai.

Poznámka: Z přechoźı věty je zřejmé, že při výpočtu limity zobrazeńı f : X → Y ⊂ Rk

vystač́ıme s výpočtem limity funkćı f : X → Y ⊂ R. Proto se v daľśım omeźıme na
výpočet limit reálné funkce jedné reálné proměnné. Je ale třeba poznamenat, že pokud
aspoň jedna limita lim

x→a
fi(x) neexistuje nebo neńı konečná, limita zobrazeńı f(x) v bodě

a neexistuje.

Limity funkćı poč́ıtáme většinou tak, že známe některé základńı limity a ostatńı limity
poč́ıtáme pomoćı Těchto limit a určitých vět. Je věćı každého, jaké limity bude považovat
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za základńı. Uvedeme některé limity, které byste měli umět zpaměti

lim
x→0

(1 + x)1/x = e ,

lim
x→+∞

xp

eqx
= 0 , p ∈ R , q > 0 ,

lim
x→+∞

lnp x

xq
= 0 , p ∈ R , q > 0 ,

lim
x→0

sin x

x
= 1 ,

lim
x→0

ex − 1

x
= 1 ,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

a vlastně všechny limity typu

lim
h→0

f(x + h)− f(x)

h
= f ′(x) ,

které se nazývaj́ı derivace funkce f(x).
Pro algebraické operace s limitami plat́ı

Věta. Jestliže existuj́ı limity lim
x→a

f(x) = A ∈ R∗, lim
x→a

g(x) = B ∈ R∗ a α, β ∈ R, a je-li a

hromadný bod Df ∩Dg (pro pod́ıl Df/g) pak plat́ı

lim
x→a

(
αf(x) + βg(x)

)
= αA + βB ,

lim
x→a

(
f(x) · g(x)

)
= AB ,

lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A

B
,

za předpokladu, že jsou výrazy vpravo definovány v R∗.

Připomeňme, že nejsou definovány výrazy typu ∞−∞, 0 · ∞,
∞
∞

,
0

0
.

Definici limity funkce můžeme ještě rozš́ı̌rit tak, že nebudeme při limitě uvažovat
všechna x ∈ Df , ale pouze x ∈ M ⊂ Df . V podstatě se jedná o limitu zúžené funkce f|M .

Definice. Necht’ je dána funkce f(x), množina M ⊂ Df , bod a, který je hromadný bod
množiny M a A ∈ R∗. Jestliže

∀U(A) ∃V (a) ; ∀x ∈ M ∩ V (a) ; x 6= a je f(x) ∈ U(A) , (8)

ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě a vzhledem k množině M limitu A. Toto tvrzeńı
zapisujeme jako

lim
x→a
x∈M

f(x) = A .

Pro limity vzhledem k množině M ⊂ Df plat́ı věta:
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Věta. Necht’ existuje lim
x→a

f(x) = A. Necht’ je M ⊂ Df a bod a je hromadný bod množiny

M . Pak plat́ı
lim
x→a
x∈M

f(x) = lim
x→a

f(x) = A .

Limity funkćı vzhledem k množinám budeme pro funkci jedné reálné proměnné po-
už́ıvat pro M = (a, +∞) nebo M = (−∞, a). Jestliže je a ∈ R a M = (a, +∞), resp.
M = (−∞, a), mluv́ıme o limitě funkce v bodě a zprava, resp. zleva.

Definice. Necht’ je a ∈ R hromadný bod množiny Df ∩ (a, +∞) a A ∈ R∗. Jestliže

∀U(A) ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; 0 < x− a < δ je f(x) ∈ U(A) , (9)

ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě a limitu zprava rovnou A a ṕı̌seme lim
x→a+

f(x) = A.

Podobně, necht’ je a ∈ R hromadný bod množiny Df ∩ (−∞, a) a A ∈ R∗. Jestliže

∀U(A) ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; 0 < a− x < δ je f(x) ∈ U(A) , (10)

ř́ıkáme, že funkce f(x) má v bodě a limitu zleva rovnou A a ṕı̌seme lim
x→a−

f(x) = A.

Limity zprava a zleva se nazývaj́ı jednostranné limity a limitu lim
x→a

f(x) budeme nazývat

oboustranná limita funkce f(x) v bodě a.

Věta. Pokud je bod a hromadným bodem množin Df ∩ (a, +∞) a Df ∩ (−∞, a) existuje
oboustranná limita funkce f(x) v bodě a právě tehdy, když existuj́ı obě jednostranné
limity funkce f(x) v bodě a a jsou si rovny.

Tato věta se často použ́ıvá k tomu, abychom ukázali, že limita funkce neexistuje.

Př́ıklad. Ukažte, že neexistuje limita lim
x→1

x2 + 3

(x− 1)3
.

Řešeńı: Jestliže dosad́ıme x = 1, vid́ıme, že se jedná o limitu typu
4

0
, tj. tato limita rovna

±∞. Protože pro x > 1 je x − 1 > 0, plat́ı lim
x→1+

x2 + 3

(x− 1)3
= +∞, a protože pro x < 1 je

x− 1 < 0, je lim
x→1−

x2 + 3

(x− 1)3
= −∞. A protože jsou tyto limity r̊uzné, oboustranná limita

neexistuje.

Jestliže předpokládáme, že bod a je hromadným bodem definičńıch obor̊u pr̊uniku
všech funkćı, jsou následuj́ıćı věty bezprostředńım d̊usledkem definice limity.

Věta. Jestliže na nějakém prstencovém okoĺı bodu a plat́ı f(x) ≤ g(x), je lim
x→a

f(x) ≤
lim
x→a

g(x).

Věta. Jestliže na nějakém prstencovém okoĺı bodu a plat́ı f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), a existuj́ı
lim
x→a

f(x) = lim
x→a

h(x) = A, pak je lim
x→a

g(x) = A.

Př́ıklad: Dokažte, že lim
x→0

sin x

x
= 1.
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Řešeńı: Protože funkce f(x) =
sinx

x
je sudá, stač́ı ukázat, že lim

x→0+

sinx

x
= 1.

Úhel x v obloukové mı́̌re budeme měřit délkou oblouku na jednotkové kružnici se středem v
počátku O = [0; 0] od kladné vodorovné polopř́ımky, na které lež́ı bod P = [1; 0]. Bod M , který
odpov́ıdá velikosti úhlu x ≥ 0 má souřadnice M = [cos x; sinx]. Obsah pravoúhlého trojúhelńıka
s přeponou OM a odvěsnou na polopř́ımce OP je roven P1 = 1

2 cos x sinx a je menš́ı než obsah
kruhové výseče OPM , která je P2 = 1

2 x. Tedy pro x ∈ (0, 1
2 π) plat́ı nerovnost

cos x sinx

2
≤ x

2
=⇒ sin x

x
≤ 1

cos x
.

Na druhé straně je obsah výseče OPM menš́ı než obsah pravoúhlého trojúhelńıka a odvěsnou
OP , jehož přepona lež́ı na polopř́ımce OM , který je P3 = 1

2 tg x. Z toho dostaneme pro x ∈
(0, 1

2 π) nerovnost
x

2
≤ tg x

2
=

sin x

2 cos x
=⇒ cos x ≤ sinx

x
.

Celkově tedy pro x ∈ (0, 1
2π) plat́ı

cos x ≤ sinx

x
≤ 1

cos x
.

A protože lim
x→0+

cos x = 1, je podle předchoźı věty lim
x→0+

sinx

x
= 1.

Věta. lim
x→a

f(x) = 0 právě tehdy, když lim
x→a

∣∣f(x)
∣∣ = 0.

Věta. Jestliže je lim
x→a

f(x) = 0 a existuje prstencové okoĺı bodu a, ve kterém je funkce

g(x) omezená, je lim
x→a

f(x)g(x) = 0

Př́ıklad: Protože lim
x→0

x = 0 a plat́ı nerovnost
∣∣∣sin 1

x

∣∣∣ ≤ 1, je lim
x→0

(
x sin

1

x

)
= 0.

Nyńı uvedeme větu, které se týká limity složené funkce h = g◦f . Jde o to, kdy můžeme
poč́ıtat limitu složené funkce poč́ıtat jako dvě limity, nejprve limitu funkce f a následně
limitu funkce g.

Přesněji, jsou dány funkce f : X → Y a g : Y → Z. Necht’ a je hromadný bod množiny
X a lim

x→a
f(x) = A. Necht’ je A hromadný bod množiny Y a existuje lim

y→A
g(y) = B. Otázka

je, kdy je lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g
(
f(x)

)
= B?

Př́ıklad: Necht’ je f : R → R definována předpisem f(x) = 0 a g : R → R definována jako g(y) = 0 pro
y 6= 0 a g(0) = 1. Pak je lim

x→0
f(x) = 0 a lim

x→0
g(x) = 0. Ale pro složenou funkci h(x) = g

(
f(x)

)
= g(0) =

1 6= 0.

Uvedený př́ıklad ukazuje, že obecně nelze limitu složené funkce poč́ıtat jako dvě limity.
Problém spoč́ıvá v tom, že při definici limity lim

y→A
g(y) = B nebereme v úvahu samotný

bod y = A. Proto muśıme vyloučit př́ıpad, kdy v každém okoĺı bodu a existuje bod x 6= a
takový, že f(x) = A, nebo do definice “limity” funkce g(y) zahrnout i bod A.

Věta: Necht’ jsou dány funkce f : X → Y , g : Y → Z a h = g◦f : X → Z. Necht’ a je hromadný
bod množiny X a lim

x→a
f(x) = A. Necht’ je A hromadný bod množiny Y a existuje lim

y→A
g(y) = B.
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Necht’ existuje prstencové okoĺı P (a) bodu a takové, že pro každé x ∈ P (a) je f(x) 6= A. Pak je
lim
x→a

h(x) = B.

Jestliže do definice “limity” funkce f(x) v bodě a zahrneme i samotný bod a dostaneme
tzv. funkci spojitou v bodě a.

Definice. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá v bodě a ∈ Df , jestliže plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; |x− a| < δ je
∣∣f(a)− f(x)

∣∣ < ε . (11)

Podobně definujeme zobrazeńı spojité v bodě a. Pouze muśıme použ́ıt vzdálenost
d(y1,y2) v Rk.

Definice. Řekneme, že zobrazeńı f(x) je spojité v bodě a ∈ Df , jestliže plat́ı

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀x ∈ Df ; |x− a| < δ je d
(
f(x), f(a)

)
< ε . (12)

Podobně jako pro limity plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta. Zobrazeńı f : X → Y ⊂ Rk je spojité v bodě a pravě tehdy, když jsou v bodě a
spojité všechny funkce yi = fi(x).

Poznámka: Body a ∈ Df , ve kterých je funkce f(x) spojitá, jsou dvoj́ıho druhu:

1. a je izolovaný bod Df ;

2. a je hromadný bod Df a lim
x→a

f(x) = f(a).

Př́ıklad: Dodefinujte funkci f(x) =
ln(1 + x)

x
v bodě x = 0 tak, aby byla v tomto bodě

spojitá.

Řešeńı: Aby byla funkce f(x) v bodě x = a spojitá, muśı platit f(a) = lim
x→a

f(x). Proto

muśıme položit

f(0) = lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1 .

Věta. Necht’ jsou dány funkce f : X → Y , g : Y → Z a h = g ◦ f : X → Z. Necht’ a je
hromadný bod množiny X, lim

x→a
f(x) = A a necht’ je funkce g(y) spojitá v bodě A. Pak je

lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g
(
f(x)

)
= g

(
lim
x→a

f(x)
)

= g(A) .

Definice. Necht’ je dáno zobrazeńı f(x) a M ⊂ Df . Ř́ıkáme, že zobrazeńı f(x) je spojité
na množině M , je-li spojité v každém bodě množiny M .
Zobrazeńı f(x) spojité na Df nazýváme spojité.

Poznámka. Všechny elementárńı funkce, které jsme definovali v minulé přednášce jsou na svých

definičńıch oborech spojité. Např́ıklad funkce f(x) =
1
x

je spojitá, protože x = 0 neńı prvkem
definičńıho oboru. Proto se předchoźı věta při výpočtech použ́ıvá velmi často.
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Jako př́ıklad ukážeme použit́ı předcházej́ıćı věty při výpočtu limit typu 1∞.

Př́ıklad: Je-li lim
x→a

f(x) = 0, pak plat́ı

lim
x→a

(
1 + f(x)

)g(x)
= exp

(
lim
x→a

(
f(x) · g(x)

))
. (13)

Řešeńı: Protože podle předpokladu je lim
x→a

f(x) = 0, existuje okoĺı U(a) bodu a takové,

že pro každé x ∈ U(a) \ {a} je 1 + f(x) > 0. Tedy podle definice plat́ı v tomto okoĺı(
1 + f(x)

)g(x)
= eg(x) ln

(
1+f(x)

)
.

Protože je funkce ex spojitá v R, plat́ı

lim
x→a

(
1 + f(x)

)g(x)
= exp

(
lim
x→a

g(x) · ln
(
1 + f(x)

))
.

Protože je lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, je funkce F (x) definovaná pro x ∈ (−1, +∞) předpisem

F (x) =


ln(1 + x)

x
pro x 6= 0 ,

1 pro x = 0

spojitá. Podle věty o limitě součinu a uvedené věty o limitě složené funkce je tedy

lim
x→a

g(x) ln
(
1 + f(x)

)
= lim

x→a

(
g(x)f(x) · F

(
f(x)

))
=

= lim
x→a

(
lim
x→a

(
g(x) · f(x)

)
· lim

x→a
F

(
f(x)

)
= lim

x→a

(
g(x) · f(x)

)
,

protože lim
x→a

F
(
f(x)

)
= F (0) = 1.

Pro spojité funkce plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta. Necht’ jsou funkce f : X → Y a g : Y → Z spojité. Pak je složená funkce
h = g ◦ f : X → Z spojitá.

Pomoćı limit se poč́ıtaj́ı tzv. asymptoty ke grafu funkce y = f(x). Asymptoty jsou v
podstatě př́ımky, ke kterým se bĺıž́ı graf funkce v krajńım bodě definičńıho oboru nebo v
bodě nespojitosti funkce f(x).

Definice. Př́ımka x = a se nazývá svislou asymptotou ke grafu funkce y = f(x), jestliže
v bodě a existuje aspoň jedna nevlastńı jednostranná limita funkce f(x), tj. když

lim
x→a+

f(x) = ±∞ nebo lim
x→a−

f(x) = ±∞ .

Př́ıklad: Funkce

y =
x + 1√

x3 + 2x2 − x− 2
=

x + 1√
(x + 2)(x + 1)(x− 1)
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má definičńı obor (−2,−1) ∪ (1, +∞). Protože

lim
x→−2+

f(x) = −∞ , lim
x→1+

f(x) = +∞ ,

jsou př́ımky x = −2 a x = 1 svislé asymptoty ke grafu funkce y = f(x). Ale př́ımka
x = −1 neńı svislá asymptota, protože

lim
x→−1−

f(x) = 0 .

Definice. Př́ımka y = kx + q se nazývá asymptota ke grafu funkce y = f(x) v bodě +∞,
resp. v bodě −∞, jestliže

lim
x→+∞

(
f(x)− kx− q

)
= 0 , resp. lim

x→−∞

(
f(x)− kx− q

)
= 0 . (14)

Je-li k = 0 nazývá se asymptota vodorovná a je-li k 6= 0 mluv́ıme o šikmé asymptotě.

Je zřejmé, že pokud existuje limita lim
x→+∞

f(x) = q, resp. lim
x→−∞

f(x) = q, je př́ımka

y = q vodorovná asymptota ke grafu funkce v bodě +∞, resp. v bodě −∞.

Je-li př́ımka y = kx + q asymptota ke grafu funkce y = f(x) v bodě ±∞, je

0 = lim
x→±∞

f(x)− kx− q

x
= lim

x→±∞

f(x)

x
− k , tj. k = lim

x→±∞

f(x)

x
.

Jestliže známe k, lze naj́ıt hodnotu q jako limitu

q = lim
x→±

(
f(x)− kx

)
.

Př́ıklad: V bodech ±∞ najděte asymptoty funkce y =
√

x2 + 2x + x.

Řešeńı: Pro x → −∞ jde o výraz typu +∞−∞. Protože je

lim
x→−∞

(√
x2 + 2x + x

)
= lim

x→−∞

(√
x2 + 2x + x

)(√
x2 + 2x− x

)
√

x2 + 2x− x
=

= lim
x→−∞

2x√
x2 + 2x− x

= −1 ,

je př́ımka y = −1 vodorovná asymptota ke grafu funkce v bodě −∞.
Pro x → +∞ se jedná o výraz +∞ + ∞ a vodorovná asymptota v bodě x = +∞

neexistuje. Abychom našli šikmou asymptotu, najdeme nejprve

k = lim
x→+∞

√
x2 + 2x + x

x
= 2 .

Hodnotu q pak dostaneme ze vztahu

q = lim
x→+∞

(
f(x)− 2x

)
= lim

x→+∞

(√
x2 + 2x− x

)
=

= lim
x→+∞

(√
x2 + 2x− x

)(√
x2 + 2x + x

)
√

x2 + 2x + x
= lim

x→−∞

2x√
x2 + 2x + x

= 1 .
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Tedy v bodě +∞ je šikmá asymptota př́ımka y = 2x + 1.

Pro spojité funkce plat́ı mnoho d̊uležitých vět, z nichž některé lze naj́ıt ve skriptech.
Zde uvedeme pouze jednu větu, kterou budeme potřebovat při výpočtu globálńıch extrémů
spojité funkce na kompaktńı, tj. omezené a uzavřené, množině M ⊂ R.

Věta. Je-li funkce f(x) spojitá na kompaktńı množině M , existuj́ı body xmin, xmax ∈ M
takové, že pro každé x ∈ M je f(xmin) ≤ f(x) ≤ f(xmax).

Tvrzeńı této věty lze vyjádřit tak, že každá funkce spojitá na kompaktńı množině M
má v množině M minimum a maximum.

Důkaz: Aby bylo vidět, jak se v matematice dokazuj́ı věty a proč se většinou d̊ukaz̊um v přednášce
vyhýbám, uvedeme pro zaj́ımavost d̊ukaz této věty. Zároveň na d̊ukazu budeme demonstrovat d̊uležitou
vlastnost kompaktńıch množin, že pro každou posloupnost xn prvk̊u kompaktńı množiny M existuje z ńı
vybraná podposloupnost, která má limitu v M .

Nejprve ukážeme, že každá funkce f(x), která je spojitá na kompaktńı množině M je na M omezená.
Předpokládejme, že funkce f(x) na množině M omezená neńı. Pak je každému n ∈ N je množina Mn ={
x ∈ M ; f(x) > n

}
neprázdná. Z každé množiny Mn vybereme prvek xn. Takto dostaneme posloupnost

xn ∈ M . Protože je množina M kompaktńı, existuje posloupnost yn vybraná z posloupnosti xn, která
konverguje k prvku y ∈ M , tedy lim

n→∞
yn = y ∈ M . Podle definice vybrané posloupnosti je yn ∈ Mn, a

tedy f(yn) > n. Protože je funkce f(x) spojitá na množině M , je

f(y) = lim
n→∞

f(yn) = +∞ ,

což je spor se spojitost́ı funkce f(x) v bodě y ∈ M .
Podobně se ukáže, že funkce f(x) je na množině M omezená zdola.
Označme A =

{
f(x) ∈ R ; x ∈ M

}
. Protože je funkce f(x) na množině M omezená, je omezená i

množina A, a proto existuj́ı S = supA ∈ R a s = inf A ∈ R. Podle definice suprema a infima plat́ı pro
každé x ∈ M nerovnosti s ≤ f(x) ≤ S.

Nyńı ukážeme, že existuje xmax ∈ M takové, že f(xmax) = S. Pro každé n ∈ N označme An =
{
x ∈

M ; f(x) > S− 1
n

}
. Podle definice suprema, je pro každé n ∈ N množina An neprázdná. Z každé množiny

An vybereme prvek xn ∈ An. T́ım dostaneme posloupnost xn ∈ M . Protože M je kompaktńı, lze z ńı
vybrat posloupnost yn, která konverguje k prvku y ∈ M . Protože je yn ∈ An, plat́ı nerovnost

S − 1
n ≤ f(yn) ≤ S .

Jestliže označ́ıme y = lim
n→∞

yn ∈ M , dostaneme ze spojitosti funkce f(x) v bodě y

lim
n→∞

(
S − 1

n

)
= S ≤ lim

n→∞
f(yn) = f(y) ≤ S ,

tj. f(y) = S. Tedy existuje y = xmax ∈ M , pro které plat́ı

S = f(xmax) ≥ f(x) ∀x ∈ M .

Důkaz existence prvku xmin ∈ M je obdobný.
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