Prednaska 5
Diferencovatelné funkce
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Jak jsme se zminili v minulé pfednasce, je hlavni myslenkou diferencialniho poctu
nahradit danou funkci y = f(x) v okoli bodu a polynomem. V této prednédsce se budeme
podrobné zabyvat tim, jak nejlépe nahradit funkci polynomem prvniho stupné, tj. linearni
funkci nebo geometricky, jak nahradit graf funkce v okoli bodu pifimkou.

Necht je ddna funkce y = f(z) a bod a, ktery je vnitinim bodem defini¢niho oboru.
Uvazujme piimku y = kx + ¢. Jestlize chceme, aby piimka prochézela bodem [a; f (a)},
musi mit rovnice této piimky tvar y = k(z — a) + f(a). Rozdil mezi hodnotou funkce
y = f(z) a piimkou y = k(x — a) + f(a) v bodé z je roven

f(@) = fla) = k(x —a) = Z(x). (1)
Kdyz zavedeme odchylku bodu z od daného bodu a, Ax = x — a = h, dostaneme z (1)
fla+h)— f(a) — kh=Z(h). (2)

Funkce Z(h) je pro dané a funkce proménné h a zavisi samoziejmé na tom, jak zvolime
smérnici piimky, tj. k. Snaha je, aby byla hodnota absolutni zbytku Z(h) pro mala h co
nejmensi. To se vyjadiuje tim, Ze pozadujeme, aby

_Z(h)
pm == =0

7 téchto ivah dostaneme nasledujici definici.

Definice. Necht je ddna funkce y = f(x) a bod a, ktery je vnitinim bodem D;. Jestlize
existuje k € R takové, ze

m@:o, kde Z(h)= f(a+h)— f(a) — kh, (3)

nazyva se funkce y = f(z) diferencovatelnd v bodé a a linedrni funkce
df(a;h) = kh
proménné h se nazyva diferencidl funkce f(x) v bodeé a.

Je-1i funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a plyne z (3)

o 20 Skl = @) =k fa ) =)
h—0 h—0 h h—0 h
t.
o flath) ~ fla)
h—0 h
Definice. Jestlize existuje konecna limita
. fla+h)— f(a)
/ —_
fla) = Jim === —— (4)

nazyva se derivace funkce f(x) v bodé a.

Je ziejmé, ze plati



Véta. Funkce f(z) je diferencovatelna v bodé a pravé tehdy, kdyz ma v bodé a derivaci
a jeji diferencial v bodé a je

df(a;h) = f/(a)h. (5)
Je-li funkce f(z) diferencovatelna v bodé a, nazyva se piimka
y—fla) = f'(a) (x—a) (6)

teéna ke grafu funkce y = f(x) v bodé [&; f(a)]. Tedy derivace f'(a) funkce f(z) v bodé
a je geometricky smérnice tecny ke grafu funkce y = f(z) v bodé [a; f(a)].

Protoze smérnice piimky kolmé k tecné je k; = —m, je primka
a
r—a ) ,
y—f(a>:—ma tj. z—a+f(a)(y—f(a)) =0 (7)

normdla ke grafu funkce y = f(z) v bodé [a; f(a)].

Poznamka: Rovnice tecny ke grafu funkce y = f(z) v bodé [a, f(a)] je v roviné zy ddna vztahem
(6). Jestlize pfesuneme pocatek soufadnic do bodu [a, f (a)] a nové osy oznacime h a df, prejde
rovnice te¢ny na rovnici (5). Diferenciél funkce y = f(x) v bodé a je tedy vlastné rovnice tec¢ny
v takto posunutych souradnicich.

Pii vypoctech se ukazuje vyhodné pouzivat misto proménné h znacku dz a psat dife-
renciél funkce y = f(x) ve tvaru

df(a) = f'(a)dz (8)

a derivaci jako of
/
Fa) =" ta).

Zatim jsme zavedli pouze derivace funkce y = f(z) v bodé a, ktery je vnitini bod
definiéniho oboru D;. Na mnoziné vSech bodu, ve kterych existuje derivace lze definovat
funkci f’, kterd pritazuje kazdému bodu této mnoziny derivaci funkce f v tomto bodé, tj.
x +— f'(x). Takova funkce se nazyva derivace funkce f(x).

Definice. Funkce y = f(z) se nazyva diferencovatelnd na mnoziné M, je-li diferencova-
telna v kazdém bodé mnoziny M.

Je-li funkce f(z) diferencovatelnd na mnoziné M, nazyvéa se funkce f' : M — R
definovand predpisem x +— f'(z) derivace funkce na mnoziné M.

Poznéamka: Pro zobrazeni f : X — Y mmnoziny X C R do mnoziny Y C R* tj. 2 s f(z) =

(fi(x), fa(2), ..., fu(x)), je derivace
f'(z) = (fi(2), f5(2), ..., fr(2)),
tj. derivuje se kazd4 slozka zobrazeni f(z) zv1&st, a diferencidl
df(z,h) = £'(2)h = (fi(2)h, fo(@)h, ..., fo(@)R) = (dfi(z, k), dfa(z,h),. .., dfx(z, b))

se pocita jako diferencidly jednotlivych slozek. Definici a geometricky vyznam diferencidlu a
derivace zobrazeni f(x) uvedeme pozdéji, az uvedeme geometrickou, resp. fyzikalni, interpretaci
zobrazeni R do R”.



Véta. Je-li funkce f(x) diferencovatelnd na mnoziné M, je na mnoziné M spojité.
DUKAZ: Je-li a € M je funkce f(z) diferencovatelnd v bodé a. Proto je a € Dy hromadny bod
Dy. Musime tedy dokézat, ze %ir% f(a+h) = f(a). To dostaneme limitou h — 0 ve vztahu (3).

Derivace pocitame tak, Zze zndme derivace nékterych zdkladnich funkci nazpamét a
derivace funkci uvedené v tabulce a pouzivat vztahy uvedené v nasledujicich dvou vétach.

TABULKA DERIVACI

f(z) f(x poznamka
i ax®! a je konstantni, specidlné pro a =0 je 2 =1
sinx cos T
cos T —sinx
1
tgx 3
cos? x
1
cotgx ——
sin® x
i 1
arcsin x —_
V1 — 22
1
arccos x iy
V1 — 22
1
t
arctg x e
¢ 1
arccotg x
& 1+ 22
e’ e’
a® a® Ina a > 0 je konstanta, a® = e* In@
1
In |x| =
x
1 1
log, |x| proa>0,a# 1, log, x = i
z Ina Ina
sinh z cosh x sinhx = % (ex — e_x)
cosh z sinh z coshz = % (ez + e_m)
1 sinhz &% —e™”
tgh _— tehz = =
g cosh? x s coshz e*4e %
1 coshz e*+e™®
tgh — tghx = =
coren sinh?® z ot sinhx e*—e®
1
argsinh —_— argsinhz = In(z + Va2 + 1
& Vaz+1 & ( )
1
argcosh — argcoshz = In(z + Va2 — 1)
2 —
1 1
argtgh « — argtghx = In T
1— 22 11—z
1 1
argcotgh x argcotgh x = In Tt
1— 22 z—1




Véta. Necht jsou funkce f(z) a g(x) diferencovatelné na mnoziné M a «, 3 € R. Pak

1. je funkce af(z) + Bg(x) diferencovatelnd na mnoziné M a

(af (@) + By(2))" = af'(z) + By (x) ; (9)
2. je funkce f(z) - g(z) diferencovatelnd na mnoziné M a
(f(@) - 9(@)) = f'(@) - g(a) + f(2) - ¢/ (2); (10)
3. jeli g(x) # 0, je funkce ;((g diferencovatelna na mnoziné M a
f@)\ _ f(x)-g(x) = f(z) ¢ ()
(57) - ) ' -

Véta. Necht je funkce f : X — Y diferencovatelnd na mnoziné X a funkce g : ¥ — Z
diferencovatelnd na mnoziné Y. Pak je na mnoziné X diferencovatelna slozena funkce

h=gof,tj. h(z) = g(f(z)), a plati

W(z) =g (f(x)) f(2). (12)

Vztah (12) se ¢asto piSe ve tvaru, ktery se 1épe pamatuje. Oznaéme z = z(y) ay = y(z).

Pak lze formélné napsat
dz dz dy

. 1
dz  dy dz’ (13)

kde ale musime dosadit za y = y(x).

Piiklad. Najdéte derivaci funkce f(z) = sin /1 + e2*.

RESEN{: Nejprve jde o to, jak budeme chépat funkce f(z). Napiiklad kdyz chapeme funkci
f(z) jako slozenou z funkei z = siny a y = v/1 4 e%*, dostaneme z (13)

dz dz %

dy dy
_— = — . — P—— ]_ 2¢ , 2
1z dy dz Ccosy 1z cosvl+e

dz
Funkci y muzeme chapat jako slozenou funkci z funkel y = /u a u = 1 + e?*. Pak je

dy dy du 1 du 1 du

de ~ du dz 2\/ﬂ.£— 2v/1 + o2z dz
I funkci u 1ze chapat jako slozenou z funkci u = 1+ e¥ a v = 2z. Proto je
du du dv
— = . — =" 2=2".
dor v dz © ¢
Kdyz to vSechno slozime, dostaneme

2x

"() = cosV1+e2r . ——— .



Piiklad: Najdéte definiéni obor a derivaci funkce f(x) = (sinx)?.

RESEN{: Funkce f(x) je definovéna vztahem
f(l’) — (sin x):v — exln(sinz) )
Proto je jeji definiéni obor mnozina

Dy ={z €R; sinz >0} = U(ler, (2k + 1))
kEZ
a jeji derivace

COS X

f'(z) = evInine) <ln(sin )+ ) = (sinz)” (In(sinz) + x cotg x) .

sin x

Jind moznost je uvazovat funkci

In(f(z)) = zIn(sinz)

Derivovanim této rovnosti pak dostaneme

In(f(x)) _fe) In(sinz) +
f(x) S x

coz je po vynasobeni funckei f(x) stejny vysledek, jaky jsme ziskali diive.

Poznamka: Derivace logaritmu funkce f(z) > 0, tj. funkce g(z) = In(f(z)), se casto
nazyva logaritmickd derivace funkce f(z) a je rovna

' f(=)

Necht je funkce f(x) vzajemné jednoznacnd a g(x) je jeji inverzni funkce. Pak pro
kazdé x € Dy podle definice plati

9(f(@) ==.

Ozna¢me y = f(x). Podle véty o derivaci slozené funkce plyne z tohoto vztahu
dg df _,
dy dz

Z definice inverzni funkce plyne, ze z = g(y). Tedy je-li f'(x) # 0, je
1 1
/
fi@) f(g(y))

Obecné plati nasledujici véta o derivaci inverzni funkce:

(14)

Véta: Necht je f : X — Y vzdjemné jednoznacnd funkce. Necht je f'(z) # 0 pro
kazdé x € X a inverzni funkce g : Y — X je spojitd na mnoziné Y. Pak je funkce g
diferencovatelnd na mnoziné Y a plati (14).



Priiklad: Najdéte derivaci funkce y = arcsin x.

RESEN{: Funkce g(y) = arcsiny je inverzni k funkci f(z) = sina ziZené na interval
<—%7r, %7?> Protoze f'(x) = cosz je na intervalu (—%7?, %7?) nenulova a funkce arcsiny

je spojitd na intervalu (—1,1), je funkce arcsiny diferencovatelnd na intervalu (—1,1).
Jeji derivaci lze ziskat derivaci vztahu arcsin(sinx) = z, ktery plati pro x € <—%7r, %W>
Jestlize oznac¢ime y = sin x, dostaneme
d(arcsin d(sinx d(arcsin
(aresing) d(sing) _d(arcsing)

dy dx dy

Pro cosx # 0, tj. x € (—%7‘(’,% ) je

d(arcsin y) 1

dy "~ cosx

Do tohoto vztahu musime jesté dosadit za proménnou x. Ale protoze pro x € (—lﬂ' l7r)

27 3
je cost = /1 —sin’x = /1 — 2, dostaneme pro y € (—1,1)

. /
(arcsm y) = 1—_y2 .

Derivaci jsme definovali pro vnitini body defini¢niho oboru funkce f(x) oboustrannou
limitou (4). Jestlize v definici budeme uvazovat pouze jednostranné limity, dostaneme
jednostranné derivace funkce. Takovym zptusobem se definuji derivace v krajnich bodech
Dy (patii-li krajni bod do Dy).

Definice. Jestlize existuje limita

fila) = lim flath = /(o) , resp.  fl(a)= lim flath) — fla)

h—04 h h—0_ h

Y

nazyvame ji derivaci zprava, resp. deriwaci zleva funkee f(x) v bodé a.

Podobné jako pro limity plati nasledujici véta.

Véta. Derivace funkce f(z) v bodé a existuje pravé tehdy, kdyz existuji obé jednostranné
derivace a jsou si rovny.

Piiklad: Najdéte derivaci funkce f(x) = el**1l.
RESENI: Funkce f(z) je definovéna jako

ertl pro = > —1,
flz) =

e pro x < —1.

Tedy pro z > —1 je f'(z) = e*™ a pro z < —1 je f'(z) = —e 1. ProtoZe podle definice
je

. f(=14+h) —f(=1) . eM—1  eh—1
I — = = =
fi(=1) hlg& h hlg(i h hli%l+ h L
. f(=1+h)—f(-1) . eh—1eth—1
/ — — — — _ —
f-(=1) hli%l, h hli%l, h hli%l, L



derivace funkce f(z) v bodé x = —1 neexistuje.

Poznamka. Obecné nelze najit derivaci funkce f(x) v bodé a tak, ze spocitate derivaci funkce
f(z) a pak dosadite = a. Napiiklad pro funkci

1
fz) = :1:2sin; pro x#0,
0 pro z=0,

jeprox #0
1 1
f/(x) = 2xsin — — cos —,
x x

do které bod x = 0 dosadit nelze. Mohlo by se zdat, ze derivaci f/(0) neexistuje. Ale podle
definice je

1
1(0) = Jim hsin 3 =0,

a tedy f/(0) = 0. Problém je v tom, ze derivace funkce nemusi byt spojitd, coz vétsinou
predpokladate.

Véty o stiedni hodnoté diferencialniho poctu

Nasledujici tii véty, zejména Lagrangeova véta, hraji v diferencialnim poc¢tu velmi du-
lezitou roli, protoze z nich plyne velmi mnoho vlastnosti diferencovatelnych funkci. Proto
je uvedeme i s jejich dukazem. Souhrnné se tyto véty nazyvaji véty o stiedni hodnoté
diferencidlniho poctu.

Véta (Rolleova véta o stredni hodnoté). Necht je funkce f(x) spojitd na uzavieném in-
tervalu (a, b), mé derivaci v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b) a plati f(a) = f(b).
Pak existuje bod ¢ € (a,b) takovy, ze f'(c) = 0.
DUKAZ: Protoze je funkce f(z) spojitd na uzavieném omezeném intervalu (a,b), existuji body
Tm , T € (a,b) takové, ze pro kazdé = € (a,b) plati f(zn) < f(x) < f(xpm).
Jsou-li oba tyto body krajni body intervalu, plyne z podminky f(a) = f(b), ze je funkce
f(x) na intervalu (a, b) konstantni, a proto je jeji derivace rovna nule v kazdém bodé ¢ € (a,b).
Necht je alespori jeden z bodu x,, nebo z s vnitini bod intervalu (a, b). Necht je to naptiklad
bod xs. Protoze je xp; € (a,b), existuje v ném podle predpokladi derivace f’(zys). Necht je
f(zar) > 0. Podle definice limity existuje k e = 1 f/(zps) > 0 &fslo § > 0 takové, ze pro kazdé
x € (a,b), pro které je 0 < |x — xps| < 0, plati nerovnost

_ J@) = fom)

0< 3f'(xum) pra—

Ale pro x > xps plyne z této nerovnosti, ze f(x) — f(xar) > 0, tj. f(x) > f(xar), coz je ve sporu
s vybérem bodu x);.

Podobné se ukaze, ze predpoklad f/(zp) < 0 vede k tomu, ze pro z < zps je f(x) > f(xzn),
coz neni mozné.

Protoze f’(xpr) existuje a neni ani kladné ani zdpornd, musi byt f/(zp) = 0.

Dalsi dve véty o stfedni hodnoté jsou v podstaté dusledky Rolleovy véty.



Véta (Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Necht je funkce f(z) spojitd na uzavieném
intervalu (a,b) a mé derivaci v otevieném intervalu (a,b). Pak existuje ¢ € (a,b) takové,
ze

f) = fla) = f'(c)- (b—a). (15)
DUKAZ: Sestrojime funkci F(z) = (b—a)(f(z) — f(a)) — (z — a)(f(b) — f(a)). Z piedpokladii o
funkei f(x) plyne, ze je funkce F'(z) spojitd na uzavieném intervalu (a, b), mé derivaci v kazdém
bodé otevieného intervalu (a, b) a plati F'(a) = F(b) = 0. Proto spliiuje funkce F'(z) predpoklady
Rolleovy véty, a tedy existuje ¢ € (a,b) takové, ze

F'(c) = (b—a) f'(c) = (f(b) = f(a)) =0,
coz je rovnost (15).

Uvedeme nékteré dusledky Lagrangeovy véty.

Vime, ze derivace funkce f(x) = ¢ = konst. je rovna nule. Z Lagrangeovy véty plyne,
ze konstantni funkce jsou na intervalu jediné funkce, jejiz derivace je rovna nule.

Necht je Z = (a,b) interval, f’(z) = 0 pro kazdé x € T a 7y € Z. Pro kazdé z € Z
je funkce f(x) na intervalu (xq, ) spojitda a ma derivaci v kazdém bodeé intervalu (z, x).
Podle Lagrangeovy véty existuje ¢ € (xg, z) takové, ze

f(x) = f(zo) = f'(c) (x — m9) =0,
protoze f'(c¢) = 0. Tedy pro kazdé x € T je f(x) = f(xo), tj. f(z) je konstantni.
Piiklad: Najdéte intervaly, na kterych je funkce

1
f(z) = arctg x + arctg x_—f—l (16)
x j—

konstantni a urcete jeji hodnotu na téchto intervalech.
RESEN{: Defini¢ni obor funkce f(z) je Dy = (—o0,1) U (1, +00). Protoze funkee f(z) je

na intervalu Z konstantni prave tehdy, kdyz je jeji derivace f'(z) = 0 pro kazdé z € Z,
budeme hledat intervaly, na kterych je f’(z) = 0. Derivaci vztahu (16) dostaneme

o1 1 =21 —2(x — 1)? B
f(x)1+x2+1+<x+1>2 (33—1)271+a:2+((m—1)2+(aﬁ—|—1)2)($—1)270'
z—1

Protoze f'(z) = 0 pro kazdé x € (—o0,1) = Z_ a x € (1,+00) = I, je funkce na
téchto intervalech konstantni. Jeji hodnotu dostaneme tak, ze dosadime jednu, libovolnou,
hodnotuz_ €Z_ax, €Z,.
Protoze x_ =0 € Z_ a f(0) = arctg 0 + arctg(—1) = —iﬁ, je f(z) = —iﬁ pro x < 1.
Hodnotu funkce na intervalu Z, lze najit napiiklad tak, ze “dosadime” z, = 4o0.
Pak dostaneme

) . . r+1 3
xl_lgloo flz) = zl_lgloo arctg x + wl_l)I_’I_loo arctg iU +arctgl = 7.

Dalsi pouziti Lagrangeovy véty je pii dukazu nékterych nerovnosti.
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Piiklad: Ukazte, ze kdyz je f'(x) > 0 pro kazdé x € Z, kde T je interval, je funkce f(x)
na intervalu Z rostouci.
RESEN{: Nechf jsou z; < z; dva libovolné body z intervalu Z. Protoze je funkce f(z)
spliuje na intervalu (x, z5) predpoklady Lagrangeovy véty, existuje ¢ € (x1,x2) takové,
ze

fl@2) = flz1) = flc) (2 —21) >0,

protoze f'(c) >0 a x; < xo.

Podobné se ukéze, ze kdyz mé funkce f(x) na intervalu Z derivaci f'(x) < 0, je na
intervalu Z klesajici.

Poznamka: Diferencidl funkce f(z) v bodé a, ktery je vnitini bod defini¢niho oboru funkce f(x),
je v podstaté rovnice te¢ny ke grafu funkce a derivace smérnice te¢ny. Smérnice piimky rozhoduje
o tom, zda je linearni funkce rostouci nebo klesajici. Proto rozhoduje znaménko derivace o
monotonii funkce f(x).

V predchozim ptipadé jsme vlastné dokézali nésledujici vétu.

Véta. Jestlize ma funkce f(z) na intervalu Z kladnou (zdpornou) derivaci, je na intervalu
T rostouct (klesajici).

Definice. Vnitini body definiéniho oboru funkce f(z), ve kterych je f'(z) = 0, se nazyvaji
staciondrni body funkce f(x).

Je ziejmé, ze ve stacionarnich bodech je te¢na ke grafu funkce y = f(z) rovnobézn s
osou .

Tvrzeni nasledujici véty, kterd se pouziva pii hledani lokdlnich extrému funkce f(z),
je snad zfejma.

Véta. Necht je zg stacionarni bod funkce f(x). Jestlize existuje & > 0 takové, ze

1. pro kazdé z € (xg—9,z0) je f'(z) > 0 a pro kazdé x € (xg,z9+9) je f'(z) > 0, nema
funkce f(z) v bodé xy lokélni extrému a funkce f(x) je na intervalu (xy — d, 29 + 0)
rostouct;

2. pro kazdé x € (xg — d,x0) je f'(x) > 0 a pro kazdé x € (z9, 29+ 0) je f'(xz) <0, ma
funkce f(z) v bodé ¢ lokdlni maximum;

3. pro kazdé x € (zo — d,20) je f'(z) < 0 a pro kazdé x € (xg, 29+ ) je f'(z) > 0, ma
funkce f(z) v bodé ¢ lokdlni minimum;

4. pro kazdé x € (zo—46,x0) je f'(x) < 0aprokazdé z € (xg,x0+0) je f'(x) < 0, nema
funkce f(z) v bodé xy lokdlni extrému a funkce f(x) je na intervalu (xy — 9, 29 + 0)
klesajici.

Trochu jinak postupujeme pii hledani globalnich extrému, tj. nejvétsi a nejmensi hod-
noty, spojité funkce na kompaktni mnoziné M, napiiklad na uzavieném omezeném inter-
valu (a,b). Zakladem je néasledujici jednoduchd véta.

Véta. Je-li zy vnitini bod mnoziny M a f'(xy) # 0, nemd funkce f(z) v bodé xy na
mnoziné M globalni extrém.
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DUKAz: Je-li f/(xo) > 0, existuje k € = 1 f’(z9) > 0 podle definice derivace § > 0 takové, Ze pro
kazdé x € M, pro které je 0 < |z — xq|, plati
(xo) _ [f(z) = f(=o)

/
O<f < .
2 T — g

Protoze je xg vnitini bod mnoziny M existuji x1 < xzg a x2 > x¢ takova, ze

flar) = f(zo) N COEIED)
Tr1 — X0 o — X0 '

0<

Tedy plati f(z1) < f(zo) < f(z2) a funkce f(x) nema v bodé z¢ globalni extrém.

Je-li f'(z) < 0, vybereme & = —3 f(z0) > 0 a dostaneme nerovnost
B /
f@) = flxo) _ f'(xo) _ 0,
T — X0 2

ze které plyne, ze existuji z1, xo € M, x1 < xy < xg9, pro které plati f(x1) > f(zo) > f(x2).
Proto nem4 ani v tomto piipadé funkce f(z) v bodé xg globalni extrém.

Mame-li najit extrémy spojité funkce f(z) na kompaktni mnoziné, vime, ze existuji
body z,,, )y € M, ve kterych funkce dosahuje maxima a minima, a z predchozi véty
vime, ze je-li bod x,, nebo x; vnitinim bodem M, neni v ném derivace funkce f(x) rizna
od nuly.

Proto nés pti hledéani nejvétsi a nejmensi hodnoty spojité funkce na kompaktni mno-
ziné (uzavieném a omezeném intervalu (a, b)) budou zajimat tyto body:

1. hraniéni body mnoziny M; v piipadé intervalu (a,b) body a a b;
2. vnitin{ body  mnoziny M, pro které je f'(z) = 0;
3. vnitini body x mnoziny M, pro které derivace neexistuje. Do této skupiny lze zaradit

i body, v nichz derivaci z néjakého duvodu nepocitame.

Takto dostaneme jistou podmnozinu My C M, v jejichz bodech muze nabyvat spojita
funkce f(z) na kompaktni mnoziné M nejvétsi a nejmensi hodnotu. Je-li mnozina M,
koneénad, lze nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce na mnoziné M najit jako nejmensi a
nejvétsi hodnotu z koneéné mnoziny f(Mp).

Piiklad: Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x) = |z| — 2sinz na intervalu
<_%7T7 %ﬂ->
RESENT: Protoze je funkce f(z) spojitd na kompaktnim intervalu (—im, i7), existujf v

tomto intervalu body, ve kterych nabyva funkce f(z) nejmensi a nejvétsi hodnotu.

1 _1
27'('&372—27'('.

Pro xz > 0 je f(x) =z — 2sinz a pro z < 0 dostaneme f(z) = —z — 2sinz.

Protoze pro z > 0 je f'(x) = 1—2cosz, je f'(x) = 0 na intervalu (0, £7) pouze v bodé
Ty = 5.

Na intervalu (—i7,0) nemd rovnice f'(z) = —1 — 2cosz = 0 Feseni. Proto do druhé
skupiny patii pouze bod x3.

Protoze jsme v bodé x = 0 nepocitali derivaci, kterd tam ostatné ani neexistuje,
zaradime jej do treti skupiny, tj. x4 = 0.

Do prvni skupiny patii krajni body intervalu, tj. z; =

11



Funkce f(z) muze nabyvat nejmensi a nejvétsi pouze v jednom z bodu 1, 9, 3 nebo
z4. Protoze

f(xl):%ﬂ-—i_zv f(;CQ):%ﬂ'—Z, f($3):%71'—\/§, f(l’4):0,

nabyva funkce f(z) = |z| —2sinz na intervalu (—3m, :7) nejvéts hodnotu 17 +2 v bodé
T = —% 7 a nejmensi hodnotu %7? — V3 vbodé x = %7?.

Casto budete pii vypoctech limit pouzivat jeden dusledek tzv. Cauchyovy véty o
stiedni hodnoté.

Véta (Cauchyova véta o stredni hodnoté) Necht jsou funkce f(z) a g(z) spojité na
uzavieném intervalu (a, b) a maji derivaci v kazdém bodé x € (a,b). Jestlize ¢'(x) # 0 pro
kazdé = € (a,b), existuje ¢ € (a, b) takové, ze

9(b) —gla) — g'(c)

DUKAZ: Uvazujme funkei F(z) = (f(z) — f(a))(g(b) — g(a)) — (f(b) — f(a))(9(z) — g(a)).
Z predpokladu plyne, ze je funkce F(x) spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a ma derivaci
v kazdém bodé otevieného intervalu (a,b). A protoze F(a) = F(b) = 0 spliiuje funkce F'(x)
predpoklady Rolleovy véty. Tedy existuje ¢ € (a,b) takové, ze

F'(c) = f'(c) (9(b) — g(a)) — g'(c) (£(b) — f(a)) = 0.

Abychom dokdzali vztah (17), musime tuto rovnost vydalit ¢’(c) (g(b)—g(a)). Podle piedpokladi
je ¢'(c) # 0 a staci dokdzat, ze g(b) # g(a). Necht plati g(b) = g(a). Pak ale funkce g(z) spliiuje
na intervalu (a,b) predpoklady Rolleovy véty, a tedy existuje ¢ € (a,b), pro ktery je ¢'(c) = 0.
To je ale spor, a tedy g(b) # g(a).

Jednim z dusledku Cauchyovy véty o stredni hodnoté je tzv. I’'Hospitalovo pravidlo.
Véta (I’Hospitalovo pravidlo). Necht je lim f(z) = lim g(z) = 0 nebo lim |g(z)| = +oo.

Necht jsou funkce f(z) a g(x) diferencovatelné v néjakém prstencovém okoli P(a) bodu

/!
a a pro vésechna x € P(a) je ¢'(x) # 0. Pokud existuje lim f/gxs, existuje také limita
z—a §'(T
lim f(z) a plati
z—a g(x)

lim /() = lim I'(z)

e=a g(z)  a—ag(z)

(18)

V piipadé lim f(z) = lim g(z) = 0 se I'Hospitalovo pravidlo dokazuje pouziti Cauchyovy véty o stredni
r—a r—a

hodnoté na vyraz

_ !/
flz) _ f(x) = fla) _ f/(C)  kde ce (1),
g(x)  g(x) —gla)  g'(c)
a proto jsou podminky lim f(xz) = lim g(x) = 0 podstatné. V pifpadé lim |g(z)] = +oo neni dukaz
I’Hospitalova pravidla tak jednoduchy.
Priklad: Najdéte limitu
STy — T
lim ———. 19
lim —— (19)
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S ) _ 0 :
RESENI: Jednd se o limitu typu 0 Protoze funkce f(z) =sinx —z a g(x) =

3 spliujf
predpoklady uvedené véty, je
. sinzx—=x cost — 1
lim = lim ,
x—0 [E?’ x—0 31’2
pokud existuje limita vpravo. Protoze se opét jednd o limitu typu 0’ pouzijeme jesté
jednou I’'Hospitalovo pravidlo a dostaneme
. sinz—=x . cosx—1 —sinx 1
lim ——— = lim ——— = lim —.
z—0 3 z—0 32 z—0 Oz 6

Poznamka: Mohlo by se zdat, Ze neni tieba umét pocitat limity bez pouziti I’'Hospitalova
pravidla. Ale znalost nékterych limit nam casto velmi usnadni vypocet. Napiiklad kdyz
mame pocitat limitu .

lim sinz — x

z—0In(l+ ) (e* — 1) - arcsinz’

je primé pouziti I'Hospitalova pravidla pracné, protoze jmenovatel je pomérné slozitd
funkce. Pti vypoctu této limity je jednodussi psat

) sinz —x . sinx —=x x x x

hm - — hm . . . -

e—=0In(l+z)-(e* —1)-arcsinz  2—0 3 In(1+2xz) e*—1 arcsinz

sinz — x x x 1 1
= lim - lim - lim im—m—=—-1-1-1=——.
a—0 23 v—01In(l +2) 2—0e® —1 2—0arcsinx 6

§ . o . sinx . e"—1 _  arcsinx . 3

Navic, napiiklad limity jako lim ——, lim , lim a podobné jsou vlastné
z—0 2 x—0 x x—0 x

definice derivace v bodé nula.

Jsou i piipady, kdy pomoci I'Hospitalova pravidla nedostaneme limitu. Naptiklad podle
I’Hospitalova pravidla je

) x . 241
— = lim —== N

——+00 T z—~+00 /12 +1 z——+00
coz je sice pravda, ale nevede to k nalezeni limity.

Ptimo skodlivé je pouzivat 1’'Hospitalovo pravidlo automaticky bez ovéreni predpokladu.
Napiiklad nelze psat

x> +3x—4 2 + 3
m-———— = lim ——,
z—0 x2+x+1 z—02x + 1

y C 0
protoze se nejedna o limitu typu — nebo

T — CcoST 1+sinz

m —
z—+oo 1 + cosx

lim -
r—+00 X + SIN T
protoze limita vpravo neexistuje.

Abychom mohli pouzit I’'Hospitalovo pravidlo na limitu typu 0 - co, musime jej nejprve
1 1
prevést na podil. Obvykle se pouziva obratu 0 = — nebo oo = o
00
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Postup budeme ilustrovat na jednom piikladu.

1
Priiklad: Najdéte limitu lim x(w — 2arccos —).

T—+00 €T

RESEN{: Protoze arccos0 = %71’, jednda se o limitu typu oo - 0. Abychom mohli pouzit
I’Hospitalovo pravidlo, pfevedeme vyraz na zlomek. Toho 1ze dosahnout tak, ze pro x # 0

napiseme x = —. Pak dostaneme
o

1

. 1 . T — 2arccosx”
lim x(w — 2arccos —> = lim

T—+00 T T——+00 ZL'_l

0 . , : :
coz je limita typu —, na kterou jiz muzeme pouzit 'Hospitalovo pravidlo.

vvvvvv

y = 2~ L. Protoze 27! # 0 lze pouZit vétu o limité slozené funkce a psat

. T — 2arccos ! . W —2arccosy . 2
lim T = lim —= = lim —— = 2.
r——+00 x— y—04 y y—04 1 _ y2

Také limity typu oo — 0o lze casto prevést na podil a nasledné k jejich vypoctu pouzit
I’Hospitalovo pravidlo.
Piiklad: Najdéte limitu lim (- L COtgm).
z—0\sIn” x x
RESEN{: Jednd se ziejmé o limitu typu co — oo. Abychom mohli pouzit 1'Hospitalovo
pravidlo budeme snazit prepsat vyraz v limité jako podil. To Ize udélat naptiklad takto:

1 cotg x 1 Ccos T T —sinxcosx
sin? z T sinfz xsinx xsin’z
To je pro x — 0 vyraz typu —. Proto je
) 1 cotg x . T —sinxcosz . T —sinxcosx . 22
lim( —— — = lim ————— = lim 3 lim ——.
z—0\sIn” x x z—0 rsm-x z—0 x z—0 8In" x
Protoze druhd limita je rovna 1, dostaneme
i 1 cotg . T —sinxcosx . 1—cos?x+sin’x
lim ( —— — =lim————— = lim =
z—0\sin“ x T z—0 3 z—0 312
. . 2
. 2sin’zx 2 (.. sinz 2
= lim = — [ lim =—.
r—0 32 3 \z—0 2z 3
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