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Jak jsme se zmı́nili v minulé přednášce, je hlavńı myšlenkou diferenciálńıho počtu
nahradit danou funkci y = f(x) v okoĺı bodu a polynomem. V této přednášce se budeme
podrobně zabývat t́ım, jak nejlépe nahradit funkci polynomem prvńıho stupně, tj. lineárńı
funkćı nebo geometricky, jak nahradit graf funkce v okoĺı bodu př́ımkou.

Necht’ je dána funkce y = f(x) a bod a, který je vnitřńım bodem definičńıho oboru.
Uvažujme př́ımku y = kx + q. Jestliže chceme, aby př́ımka procházela bodem

[
a; f(a)

]
,

muśı mı́t rovnice této př́ımky tvar y = k(x − a) + f(a). Rozd́ıl mezi hodnotou funkce
y = f(x) a př́ımkou y = k(x− a) + f(a) v bodě x je roven

f(x)− f(a)− k(x− a) = Z(x) . (1)

Když zavedeme odchylku bodu x od daného bodu a, ∆x = x− a = h, dostaneme z (1)

f(a + h)− f(a)− kh = Z(h) . (2)

Funkce Z(h) je pro dané a funkce proměnné h a záviśı samozřejmě na tom, jak zvoĺıme
směrnićı př́ımky, tj. k. Snaha je, aby byla hodnota absolutńı zbytku Z(h) pro malá h co
nejmenš́ı. To se vyjadřuje t́ım, že požadujeme, aby

lim
h→0

Z(h)

h
= 0 .

Z těchto úvah dostaneme následuj́ıćı definici.

Definice. Necht’ je dána funkce y = f(x) a bod a, který je vnitřńım bodem Df . Jestliže
existuje k ∈ R takové, že

lim
h→0

Z(h)

h
= 0 , kde Z(h) = f(a + h)− f(a)− kh , (3)

nazývá se funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a a lineárńı funkce

df(a; h) = kh

proměnné h se nazývá diferenciál funkce f(x) v bodě a.

Je-li funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a plyne z (3)

0 = lim
h→0

Z(h)

h
= lim

h→0

f(a + h)− f(a)− kh

h
= lim

h→0

f(a + h)− f(a)

h
− k ,

tj.

k = lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
.

Definice. Jestliže existuje konečná limita

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
, (4)

nazývá se derivace funkce f(x) v bodě a.

Je zřejmé, že plat́ı
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Věta. Funkce f(x) je diferencovatelná v bodě a právě tehdy, když má v bodě a derivaci
a jej́ı diferenciál v bodě a je

df(a; h) = f ′(a) h . (5)

Je-li funkce f(x) diferencovatelná v bodě a, nazývá se př́ımka

y − f(a) = f ′(a) (x− a) (6)

tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě
[
a; f(a)

]
. Tedy derivace f ′(a) funkce f(x) v bodě

a je geometricky směrnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě
[
a; f(a)

]
.

Protože směrnice př́ımky kolmé k tečně je k⊥ = − 1

f ′(a)
, je př́ımka

y − f(a) = −x− a

f ′(a)
, tj. x− a + f ′(a)

(
y − f(a)

)
= 0 (7)

normála ke grafu funkce y = f(x) v bodě
[
a; f(a)

]
.

Poznámka: Rovnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě
[
a, f(a)

]
je v rovině xy dána vztahem

(6). Jestliže přesuneme počátek souřadnic do bodu
[
a, f(a)

]
a nové osy označ́ıme h a df , přejde

rovnice tečny na rovnici (5). Diferenciál funkce y = f(x) v bodě a je tedy vlastně rovnice tečny
v takto posunutých souřadnićıch.

Při výpočtech se ukazuje výhodné použ́ıvat mı́sto proměnné h značku dx a psát dife-
renciál funkce y = f(x) ve tvaru

df(a) = f ′(a) dx (8)

a derivaci jako

f ′(a) =
df

dx
(a) .

Zat́ım jsme zavedli pouze derivace funkce y = f(x) v bodě a, který je vnitřńı bod
definičńıho oboru Df . Na množině všech bod̊u, ve kterých existuje derivace lze definovat
funkci f ′, která přǐrazuje každému bodu této množiny derivaci funkce f v tomto bodě, tj.
x 7→ f ′(x). Taková funkce se nazývá derivace funkce f(x).

Definice. Funkce y = f(x) se nazývá diferencovatelná na množině M , je-li diferencova-
telná v každém bodě množiny M .

Je-li funkce f(x) diferencovatelná na množině M , nazývá se funkce f ′ : M → R
definovaná předpisem x 7→ f ′(x) derivace funkce na množině M .

Poznámka: Pro zobrazeńı f : X → Y množiny X ⊂ R do množiny Y ⊂ Rk, tj. x 7→ f(x) =(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
, je derivace

f ′(x) =
(
f ′1(x), f ′2(x), . . . , f ′k(x)

)
,

tj. derivuje se každá složka zobrazeńı f(x) zvlášt’, a diferenciál

df(x, h) = f ′(x)h =
(
f ′1(x)h, f ′2(x)h, . . . , f ′k(x)h

)
=

(
df1(x, h),df2(x, h), . . . ,dfk(x, h)

)
se poč́ıtá jako diferenciály jednotlivých složek. Definici a geometrický význam diferenciálu a
derivace zobrazeńı f(x) uvedeme později, až uvedeme geometrickou, resp. fyzikálńı, interpretaci
zobrazeńı R do Rk.
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Věta. Je-li funkce f(x) diferencovatelná na množině M , je na množině M spojitá.

Důkaz: Je-li a ∈ M je funkce f(x) diferencovatelná v bodě a. Proto je a ∈ Df hromadný bod
Df . Muśıme tedy dokázat, že lim

h→0
f(a + h) = f(a). To dostaneme limitou h → 0 ve vztahu (3).

Derivace poč́ıtáme tak, že známe derivace některých základńıch funkćı nazpamět’ a
pro derivace složitěǰśıch funkćı použ́ıváme vztahy, které jsou obsahem jistých vět. Je věćı
každého, jaké derivace považuje za základńı a jaké za složitěǰśı. Ale měli byste znát všechny
derivace funkćı uvedené v tabulce a použ́ıvat vztahy uvedené v následuj́ıćıch dvou větách.

Tabulka derivaćı

f(x) f ′(x) poznámka

xa axa−1 a je konstantńı, speciálně pro a = 0 je x0 = 1

sinx cos x

cos x − sinx

tg x
1

cos2 x

cotg x − 1
sin2 x

arcsin x
1√

1− x2

arccos x − 1√
1− x2

arctg x
1

1 + x2

arccotg x − 1
1 + x2

ex ex

ax ax ln a a > 0 je konstanta, ax = ex ln a

ln |x| 1
x

loga |x|
1

x ln a
pro a > 0, a 6= 1, loga x =

lnx

ln a
sinhx coshx sinhx = 1

2

(
ex − e−x

)
coshx sinhx coshx = 1

2

(
ex + e−x

)
tghx

1
cosh2 x

tghx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x

cotgh x − 1
sinh2 x

cotgh x =
coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x

argsinhx
1√

x2 + 1
argsinh x = ln

(
x +

√
x2 + 1

)
argcoshx

1√
x2 − 1

argcoshx = ln
(
x +

√
x2 − 1

)
argtghx

1
1− x2

argtghx = ln
√

1 + x

1− x

argcotghx
1

1− x2
argcotghx = ln

√
x + 1
x− 1
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Věta. Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné na množině M a α, β ∈ R. Pak

1. je funkce αf(x) + βg(x) diferencovatelná na množině M a(
αf(x) + βg(x)

)′
= αf ′(x) + βg′(x) ; (9)

2. je funkce f(x) · g(x) diferencovatelná na množině M a(
f(x) · g(x)

)′
= f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x) ; (10)

3. je-li g(x) 6= 0, je funkce
f(x)

g(x)
diferencovatelná na množině M a

(
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

g2(x)
. (11)

Věta. Necht’ je funkce f : X → Y diferencovatelná na množině X a funkce g : Y → Z
diferencovatelná na množině Y . Pak je na množině X diferencovatelná složená funkce
h = g ◦ f , tj. h(x) = g

(
f(x)

)
, a plat́ı

h′(x) = g′
(
f(x)

)
· f ′(x) . (12)

Vztah (12) se často ṕı̌se ve tvaru, který se lépe pamatuje. Označme z = z(y) a y = y(x).
Pak lze formálně napsat

dz

dx
=

dz

dy
· dy

dx
, (13)

kde ale muśıme dosadit za y = y(x).

Př́ıklad. Najděte derivaci funkce f(x) = sin
√

1 + e2x.

Řešeńı: Nejprve jde o to, jak budeme chápat funkce f(x). Např́ıklad když chápeme funkci
f(x) jako složenou z funkćı z = sin y a y =

√
1 + e2x, dostaneme z (13)

dz

dx
=

dz

dy
· dy

dx
= cos y · dy

dx
= cos

√
1 + e2x · dy

dx
.

Funkci y můžeme chápat jako složenou funkci z funkćı y =
√

u a u = 1 + e2x. Pak je

dy

dx
=

dy

du
· du

dx
=

1

2
√

u
· du

dx
=

1

2
√

1 + e2x
· du

dx
.

I funkci u lze chápat jako složenou z funkćı u = 1 + ev a v = 2x. Proto je

du

dx
=

du

dv
· dv

dx
= ev · 2 = 2e2x .

Když to všechno slož́ıme, dostaneme

f ′(x) = cos
√

1 + e2x · e2x

√
1 + e2x

.
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Př́ıklad: Najděte definičńı obor a derivaci funkce f(x) = (sin x)x.

Řešeńı: Funkce f(x) je definována vztahem

f(x) = (sin x)x = ex ln(sin x) .

Proto je jej́ı definičńı obor množina

Df =
{
x ∈ R ; sin x > 0

}
=

⋃
k∈Z

(
2kπ, (2k + 1)π

)
a jej́ı derivace

f ′(x) = ex ln(sin x)
(
ln(sin x) + x

cos x

sin x

)
= (sin x)x

(
ln(sin x) + x cotg x

)
.

Jiná možnost je uvažovat funkci

ln
(
f(x)

)
= x ln(sin x)

Derivováńım této rovnosti pak dostaneme(
ln

(
f(x)

))′
=

f ′(x)

f(x)
= ln(sin x) +

x cos x

sin x

což je po vynásobeńı funckćı f(x) stejný výsledek, jaký jsme źıskali dř́ıve.

Poznámka: Derivace logaritmu funkce f(x) > 0, tj. funkce g(x) = ln
(
f(x)

)
, se často

nazývá logaritmická derivace funkce f(x) a je rovna(
ln

(
f(x)

))′
=

f ′(x)

f(x)
.

Necht’ je funkce f(x) vzájemně jednoznačná a g(x) je jej́ı inverzńı funkce. Pak pro
každé x ∈ Df podle definice plat́ı

g
(
f(x)

)
= x .

Označme y = f(x). Podle věty o derivaci složené funkce plyne z tohoto vztahu

dg

dy
· df

dx
= 1 .

Z definice inverzńı funkce plyne, že x = g(y). Tedy je-li f ′(x) 6= 0, je

g′(y) =
1

f ′(x)
=

1

f ′
(
g(y)

) . (14)

Obecně plat́ı následuj́ıćı věta o derivaci inverzńı funkce:

Věta: Necht’ je f : X → Y vzájemně jednoznačná funkce. Necht’ je f ′(x) 6= 0 pro
každé x ∈ X a inverzńı funkce g : Y → X je spojitá na množině Y . Pak je funkce g
diferencovatelná na množině Y a plat́ı (14).
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Př́ıklad: Najděte derivaci funkce y = arcsin x.

Řešeńı: Funkce g(y) = arcsin y je inverzńı k funkci f(x) = sin x zúžené na interval〈
−1

2
π, 1

2
π
〉
. Protože f ′(x) = cos x je na intervalu

(
−1

2
π, 1

2
π
)

nenulová a funkce arcsin y
je spojitá na intervalu (−1, 1), je funkce arcsin y diferencovatelná na intervalu (−1, 1).
Jej́ı derivaci lze źıskat derivaćı vztahu arcsin(sin x) = x, který plat́ı pro x ∈

〈
−1

2
π, 1

2
π
〉
.

Jestliže označ́ıme y = sin x, dostaneme

d(arcsin y)

dy
· d(sin x)

dx
=

d(arcsin y)

dy
· cos x = 1 .

Pro cos x 6= 0, tj. x ∈
(
−1

2
π, 1

2
π
)

je

d(arcsin y)

dy
=

1

cos x
.

Do tohoto vztahu muśıme ještě dosadit za proměnnou x. Ale protože pro x ∈
(
−1

2
π, 1

2
π
)

je cos x =
√

1− sin2 x =
√

1− y2, dostaneme pro y ∈ (−1, 1)(
arcsin y

)′
=

1√
1− y2

.

Derivaci jsme definovali pro vnitřńı body definičńıho oboru funkce f(x) oboustrannou
limitou (4). Jestliže v definici budeme uvažovat pouze jednostranné limity, dostaneme
jednostranné derivace funkce. Takovým zp̊usobem se definuj́ı derivace v krajńıch bodech
Df (patř́ı-li krajńı bod do Df ).

Definice. Jestliže existuje limita

f ′+(a) = lim
h→0+

f(a + h)− f(a)

h
, resp. f ′−(a) = lim

h→0−

f(a + h)− f(a)

h
,

nazýváme ji derivaćı zprava, resp. derivaćı zleva funkce f(x) v bodě a.

Podobně jako pro limity plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta. Derivace funkce f(x) v bodě a existuje právě tehdy, když existuj́ı obě jednostranné
derivace a jsou si rovny.

Př́ıklad: Najděte derivaci funkce f(x) = e|x+1|.

Řešeńı: Funkce f(x) je definována jako

f(x) =

{
ex+1 pro x ≥ −1 ,

e−x−1 pro x ≤ −1 .

Tedy pro x > −1 je f ′(x) = ex+1 a pro x < −1 je f ′(x) = −e−x−1. Protože podle definice
je

f ′+(−1) = lim
h→0+

f(−1 + h)− f(−1)

h
= lim

h→0+

e|h| − 1

h
= lim

h→0+

eh − 1

h
= 1 ,

f ′−(−1) = lim
h→0−

f(−1 + h)− f(−1)

h
= lim

h→0−

e|h| − 1

h
= lim

h→0−

e−h − 1

h
= −1 ,
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derivace funkce f(x) v bodě x = −1 neexistuje.

Poznámka. Obecně nelze naj́ıt derivaci funkce f(x) v bodě a tak, že spoč́ıtáte derivaci funkce
f(x) a pak dosad́ıte x = a. Např́ıklad pro funkci

f(x) =

{
x2 sin

1
x

pro x 6= 0 ,

0 pro x = 0 ,

je pro x 6= 0

f ′(x) = 2x sin
1
x
− cos

1
x

,

do které bod x = 0 dosadit nelze. Mohlo by se zdát, že derivaci f ′(0) neexistuje. Ale podle
definice je

f ′(0) = lim
h→0

h sin
1
h

= 0 ,

a tedy f ′(0) = 0. Problém je v tom, že derivace funkce nemuśı být spojitá, což většinou
předpokládáte.

Věty o středńı hodnotě diferenciálńıho počtu

Následuj́ıćı tři věty, zejména Lagrangeova věta, hraj́ı v diferenciálńım počtu velmi d̊u-
ležitou roli, protože z nich plyne velmi mnoho vlastnost́ı diferencovatelných funkćı. Proto
je uvedeme i s jejich d̊ukazem. Souhrnně se tyto věty nazývaj́ı věty o středńı hodnotě
diferenciálńıho počtu.

Věta (Rolleova věta o středńı hodnotě). Necht’ je funkce f(x) spojitá na uzavřeném in-
tervalu 〈a, b〉, má derivaci v každém bodě otevřeného intervalu (a, b) a plat́ı f(a) = f(b).
Pak existuje bod c ∈ (a, b) takový, že f ′(c) = 0.

Důkaz: Protože je funkce f(x) spojitá na uzavřeném omezeném intervalu 〈a, b〉, existuj́ı body
xm , xM ∈ 〈a, b〉 takové, že pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı f(xm) ≤ f(x) ≤ f(xM ).

Jsou-li oba tyto body krajńı body intervalu, plyne z podmı́nky f(a) = f(b), že je funkce
f(x) na intervalu 〈a, b〉 konstantńı, a proto je jej́ı derivace rovna nule v každém bodě c ∈ (a, b).

Necht’ je alespoň jeden z bod̊u xm nebo xM vnitřńı bod intervalu 〈a, b〉. Necht’ je to např́ıklad
bod xM . Protože je xM ∈ (a, b), existuje v něm podle předpoklad̊u derivace f ′(xM ). Necht’ je
f ′(xM ) > 0. Podle definice limity existuje k ε = 1

2 f ′(xM ) > 0 č́ıslo δ > 0 takové, že pro každé
x ∈ (a, b), pro které je 0 < |x− xM | < δ, plat́ı nerovnost

0 < 1
2f ′(xM ) <

f(x)− f(xM )
x− xM

.

Ale pro x > xM plyne z této nerovnosti, že f(x)− f(xM ) > 0, tj. f(x) > f(xM ), což je ve sporu
s výběrem bodu xM .

Podobně se ukáže, že předpoklad f ′(xM ) < 0 vede k tomu, že pro x < xM je f(x) > f(xM ),
což neńı možné.

Protože f ′(xM ) existuje a neńı ani kladné ani záporná, muśı být f ′(xM ) = 0.

Daľśı dvě věty o středńı hodnotě jsou v podstatě d̊usledky Rolleovy věty.
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Věta (Lagrangeova věta o středńı hodnotě). Necht’ je funkce f(x) spojitá na uzavřeném
intervalu 〈a, b〉 a má derivaci v otevřeném intervalu (a, b). Pak existuje c ∈ (a, b) takové,
že

f(b)− f(a) = f ′(c) · (b− a) . (15)

Důkaz: Sestroj́ıme funkci F (x) = (b− a)
(
f(x)− f(a)

)
− (x− a)

(
f(b)− f(a)

)
. Z předpoklad̊u o

funkci f(x) plyne, že je funkce F (x) spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉, má derivaci v každém
bodě otevřeného intervalu (a, b) a plat́ı F (a) = F (b) = 0. Proto splňuje funkce F (x) předpoklady
Rolleovy věty, a tedy existuje c ∈ (a, b) takové, že

F ′(c) = (b− a) f ′(c)−
(
f(b)− f(a)

)
= 0 ,

což je rovnost (15).

Uvedeme některé d̊usledky Lagrangeovy věty.

Vı́me, že derivace funkce f(x) = c = konst. je rovna nule. Z Lagrangeovy věty plyne,
že konstantńı funkce jsou na intervalu jediné funkce, jej́ıž derivace je rovna nule.

Necht’ je I = (a, b) interval, f ′(x) = 0 pro každé x ∈ I a x0 ∈ I. Pro každé x ∈ I
je funkce f(x) na intervalu 〈x0, x〉 spojitá a má derivaci v každém bodě intervalu (x0, x).
Podle Lagrangeovy věty existuje c ∈ (x0, x) takové, že

f(x)− f(x0) = f ′(c) (x− x0) = 0 ,

protože f ′(c) = 0. Tedy pro každé x ∈ I je f(x) = f(x0), tj. f(x) je konstantńı.

Př́ıklad: Najděte intervaly, na kterých je funkce

f(x) = arctg x + arctg
x + 1

x− 1
(16)

konstantńı a určete jej́ı hodnotu na těchto intervalech.

Řešeńı: Definičńı obor funkce f(x) je Df = (−∞, 1) ∪ (1, +∞). Protože funkce f(x) je
na intervalu I konstantńı právě tehdy, když je jej́ı derivace f ′(x) = 0 pro každé x ∈ I,
budeme hledat intervaly, na kterých je f ′(x) = 0. Derivaćı vztahu (16) dostaneme

f ′(x) =
1

1 + x2
+

1

1 +
(x + 1

x− 1

)2 ·
−2

(x− 1)2
=

1

1 + x2
+

−2(x− 1)2(
(x− 1)2 + (x + 1)2

)
(x− 1)2

= 0 .

Protože f ′(x) = 0 pro každé x ∈ (−∞, 1) = I− a x ∈ (1, +∞) = I+, je funkce na
těchto intervalech konstantńı. Jej́ı hodnotu dostaneme tak, že dosad́ıme jednu, libovolnou,
hodnotu x− ∈ I− a x+ ∈ I+.

Protože x− = 0 ∈ I− a f(0) = arctg 0 + arctg(−1) = −1
4
π, je f(x) = −1

4
π pro x < 1.

Hodnotu funkce na intervalu I+ lze naj́ıt např́ıklad tak, že “dosad́ıme” x+ = +∞.
Pak dostaneme

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

arctg x + lim
x→+∞

arctg
x + 1

x− 1
= 1

2
π + arctg 1 = 3

4
π .

Daľśı použit́ı Lagrangeovy věty je při d̊ukazu některých nerovnost́ı.
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Př́ıklad: Ukažte, že když je f ′(x) > 0 pro každé x ∈ I, kde I je interval, je funkce f(x)
na intervalu I rostoućı.

Řešeńı: Necht’ jsou x1 < x2 dva libovolné body z intervalu I. Protože je funkce f(x)
splňuje na intervalu 〈x1, x2〉 předpoklady Lagrangeovy věty, existuje c ∈ (x1, x2) takové,
že

f(x2)− f(x1) = f ′(c) (x2 − x1) > 0 ,

protože f ′(c) > 0 a x1 < x2.

Podobně se ukáže, že když má funkce f(x) na intervalu I derivaci f ′(x) < 0, je na
intervalu I klesaj́ıćı.

Poznámka: Diferenciál funkce f(x) v bodě a, který je vnitřńı bod definičńıho oboru funkce f(x),
je v podstatě rovnice tečny ke grafu funkce a derivace směrnice tečny. Směrnice př́ımky rozhoduje
o tom, zda je lineárńı funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı. Proto rozhoduje znaménko derivace o
monotonii funkce f(x).

V předchoźım př́ıpadě jsme vlastně dokázali následuj́ıćı větu.

Věta. Jestliže má funkce f(x) na intervalu I kladnou (zápornou) derivaci, je na intervalu
I rostoućı (klesaj́ıćı).

Definice. Vnitřńı body definičńıho oboru funkce f(x), ve kterých je f ′(x) = 0, se nazývaj́ı
stacionárńı body funkce f(x).

Je zřejmé, že ve stacionárńıch bodech je tečna ke grafu funkce y = f(x) rovnoběžná s
osou x.

Tvrzeńı následuj́ıćı věty, která se použ́ıvá při hledáńı lokálńıch extrémů funkce f(x),
je snad zřejmá.

Věta. Necht’ je x0 stacionárńı bod funkce f(x). Jestliže existuje δ > 0 takové, že

1. pro každé x ∈ (x0−δ, x0) je f ′(x) > 0 a pro každé x ∈ (x0, x0 +δ) je f ′(x) > 0, nemá
funkce f(x) v bodě x0 lokálńı extrémů a funkce f(x) je na intervalu (x0 − δ, x0 + δ)
rostoućı;

2. pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(x) > 0 a pro každé x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) < 0, má
funkce f(x) v bodě x0 lokálńı maximum;

3. pro každé x ∈ (x0 − δ, x0) je f ′(x) < 0 a pro každé x ∈ (x0, x0 + δ) je f ′(x) > 0, má
funkce f(x) v bodě x0 lokálńı minimum;

4. pro každé x ∈ (x0−δ, x0) je f ′(x) < 0 a pro každé x ∈ (x0, x0 +δ) je f ′(x) < 0, nemá
funkce f(x) v bodě x0 lokálńı extrémů a funkce f(x) je na intervalu (x0 − δ, x0 + δ)
klesaj́ıćı.

Trochu jinak postupujeme při hledáńı globálńıch extrémů, tj. největš́ı a nejmenš́ı hod-
noty, spojité funkce na kompaktńı množině M , např́ıklad na uzavřeném omezeném inter-
valu 〈a, b〉. Základem je následuj́ıćı jednoduchá věta.

Věta. Je-li x0 vnitřńı bod množiny M a f ′(x0) 6= 0, nemá funkce f(x) v bodě x0 na
množině M globálńı extrém.
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Důkaz: Je-li f ′(x0) > 0, existuje k ε = 1
2f ′(x0) > 0 podle definice derivace δ > 0 takové, že pro

každé x ∈ M , pro které je 0 < |x− x0|, plat́ı

0 <
f ′(x0)

2
<

f(x)− f(x0)
x− x0

.

Protože je x0 vnitřńı bod množiny M existuj́ı x1 < x0 a x2 > x0 taková, že

0 <
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
a 0 <

f(x2)− f(x0)
x2 − x0

.

Tedy plat́ı f(x1) < f(x0) < f(x2) a funkce f(x) nemá v bodě x0 globálńı extrém.
Je-li f ′(x0) < 0, vybereme ε = −1

2f(x0) > 0 a dostaneme nerovnost

f(x)− f(x0)
x− x0

<
f ′(x0)

2
< 0 ,

ze které plyne, že existuj́ı x1, x2 ∈ M , x1 < x0 < x2, pro které plat́ı f(x1) > f(x0) > f(x2).
Proto nemá ani v tomto př́ıpadě funkce f(x) v bodě x0 globálńı extrém.

Máme-li naj́ıt extrémy spojité funkce f(x) na kompaktńı množině, v́ıme, že existuj́ı
body xm, xM ∈ M , ve kterých funkce dosahuje maxima a minima, a z předchoźı věty
v́ıme, že je-li bod xm nebo xM vnitřńım bodem M , neńı v něm derivace funkce f(x) r̊uzná
od nuly.

Proto nás při hledáńı největš́ı a nejmenš́ı hodnoty spojité funkce na kompaktńı mno-
žině (uzavřeném a omezeném intervalu 〈a, b〉) budou zaj́ımat tyto body:

1. hraničńı body množiny M ; v př́ıpadě intervalu 〈a, b〉 body a a b;

2. vnitřńı body x množiny M , pro které je f ′(x) = 0;

3. vnitřńı body x množiny M , pro které derivace neexistuje. Do této skupiny lze zařadit
i body, v nichž derivaci z nějakého d̊uvodu nepoč́ıtáme.

Takto dostaneme jistou podmnožinu M0 ⊂ M , v jejichž bodech může nabývat spojitá
funkce f(x) na kompaktńı množině M největš́ı a nejmenš́ı hodnotu. Je-li množina M0

konečná, lze největš́ı a nejmenš́ı hodnotu funkce na množině M naj́ıt jako nejmenš́ı a
největš́ı hodnotu z konečné množiny f(M0).

Př́ıklad: Najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x) = |x| − 2 sin x na intervalu
〈−1

2
π, 1

2
π〉.

Řešeńı: Protože je funkce f(x) spojitá na kompaktńım intervalu 〈−1
2
π, 1

2
π〉, existuj́ı v

tomto intervalu body, ve kterých nabývá funkce f(x) nejmenš́ı a největš́ı hodnotu.

Do prvńı skupiny patř́ı krajńı body intervalu, tj. x1 = −1
2
π a x2 = 1

2
π.

Pro x > 0 je f(x) = x− 2 sin x a pro x < 0 dostaneme f(x) = −x− 2 sin x.
Protože pro x > 0 je f ′(x) = 1−2 cos x, je f ′(x) = 0 na intervalu (0, 1

2
π) pouze v bodě

x3 = 1
3
π.

Na intervalu (−1
2
π, 0) nemá rovnice f ′(x) = −1 − 2 cos x = 0 řešeńı. Proto do druhé

skupiny patř́ı pouze bod x3.
Protože jsme v bodě x = 0 nepoč́ıtali derivaci, která tam ostatně ani neexistuje,

zařad́ıme jej do třet́ı skupiny, tj. x4 = 0.
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Funkce f(x) může nabývat nejmenš́ı a největš́ı pouze v jednom z bod̊u x1, x2, x3 nebo
x4. Protože

f(x1) = 1
2
π + 2 , f(x2) = 1

2
π − 2 , f(x3) = 1

3
π −

√
3 , f(x4) = 0 ,

nabývá funkce f(x) = |x|− 2 sin x na intervalu 〈−1
2
π, 1

2
π〉 největš́ı hodnotu 1

2
π +2 v bodě

x = −1
2
π a nejmenš́ı hodnotu 1

3
π −

√
3 v bodě x = 1

3
π.

Často budete při výpočtech limit použ́ıvat jeden d̊usledek tzv. Cauchyovy věty o
středńı hodnotě.

Věta (Cauchyova věta o středńı hodnotě) Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) spojité na
uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a maj́ı derivaci v každém bodě x ∈ (a, b). Jestliže g′(x) 6= 0 pro
každé x ∈ (a, b), existuje c ∈ (a, b) takové, že

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
. (17)

Důkaz: Uvažujme funkci F (x) =
(
f(x) − f(a)

)(
g(b) − g(a)

)
−

(
f(b) − f(a)

)(
g(x) − g(a)

)
.

Z předpoklad̊u plyne, že je funkce F (x) spojitá na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 a má derivaci
v každém bodě otevřeného intervalu (a, b). A protože F (a) = F (b) = 0 splňuje funkce F (x)
předpoklady Rolleovy věty. Tedy existuje c ∈ (a, b) takové, že

F ′(c) = f ′(c)
(
g(b)− g(a)

)
− g′(c)

(
f(b)− f(a)

)
= 0 .

Abychom dokázali vztah (17), muśıme tuto rovnost vydělit g′(c)
(
g(b)−g(a)

)
. Podle předpoklad̊u

je g′(c) 6= 0 a stač́ı dokázat, že g(b) 6= g(a). Necht’ plat́ı g(b) = g(a). Pak ale funkce g(x) splňuje
na intervalu 〈a, b〉 předpoklady Rolleovy věty, a tedy existuje c ∈ (a, b), pro který je g′(c) = 0.
To je ale spor, a tedy g(b) 6= g(a).

Jedńım z d̊usledk̊u Cauchyovy věty o středńı hodnotě je tzv. l’Hospitalovo pravidlo.

Věta (l’Hospitalovo pravidlo). Necht’ je lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 nebo lim
x→a

|g(x)| = +∞.

Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné v nějakém prstencovém okoĺı P (a) bodu

a a pro všechna x ∈ P (a) je g′(x) 6= 0. Pokud existuje lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
, existuje také limita

lim
x→a

f(x)

g(x)
a plat́ı

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
. (18)

V př́ıpadě lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 se l’Hospitalovo pravidlo dokazuje použit́ı Cauchyovy věty o středńı
hodnotě na výraz

f(x)
g(x)

=
f(x)− f(a)
g(x)− g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

, kde c ∈ (a, x) ,

a proto jsou podmı́nky lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 podstatné. V př́ıpadě lim
x→a

|g(x)| = +∞ neńı d̊ukaz
l’Hospitalova pravidla tak jednoduchý.

Př́ıklad: Najděte limitu

lim
x→0

sin x− x

x3
. (19)
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Řešeńı: Jedná se o limitu typu
0

0
. Protože funkce f(x) = sin x − x a g(x) = x3 splňuj́ı

předpoklady uvedené věty, je

lim
x→0

sin x− x

x3
= lim

x→0

cos x− 1

3x2
,

pokud existuje limita vpravo. Protože se opět jedná o limitu typu
0

0
, použijeme ještě

jednou l’Hospitalovo pravidlo a dostaneme

lim
x→0

sin x− x

x3
= lim

x→0

cos x− 1

3x2
= lim

x→0

− sin x

6x
= −1

6
.

Poznámka: Mohlo by se zdát, že neńı třeba umět poč́ıtat limity bez použit́ı l’Hospitalova
pravidla. Ale znalost některých limit nám často velmi usnadńı výpočet. Např́ıklad když
máme poč́ıtat limitu

lim
x→0

sin x− x

ln(1 + x) · (ex − 1) · arcsin x
,

je př́ımé použit́ı l’Hospitalova pravidla pracné, protože jmenovatel je poměrně složitá
funkce. Při výpočtu této limity je jednodušš́ı psát

lim
x→0

sin x− x

ln(1 + x) · (ex − 1) · arcsin x
= lim

x→0

sin x− x

x3
· x

ln(1 + x)
· x

ex − 1
· x

arcsin x
=

= lim
x→0

sin x− x

x3
· lim

x→0

x

ln(1 + x)
· lim

x→0

x

ex − 1
· lim

x→0

x

arcsin x
= −1

6
· 1 · 1 · 1 = −1

6
.

Nav́ıc, např́ıklad limity jako lim
x→0

sin x

x
, lim

x→0

ex − 1

x
, lim

x→0

arcsin x

x
a podobně jsou vlastně

definice derivace v bodě nula.

Jsou i př́ıpady, kdy pomoćı l’Hospitalova pravidla nedostaneme limitu. Např́ıklad podle
l’Hospitalova pravidla je

lim
x→+∞

√
x2 + 1
x

= lim
x→+∞

x√
x2 + 1

= lim
x→+∞

√
x2 + 1
x

,

což je sice pravda, ale nevede to k nalezeńı limity.

Př́ımo škodlivé je použ́ıvat l’Hospitalovo pravidlo automaticky bez ověřeńı předpoklad̊u.
Např́ıklad nelze psát

lim
x→0

x2 + 3x− 4
x2 + x + 1

= lim
x→0

2x + 3
2x + 1

,

protože se nejedná o limitu typu
0
0

nebo

lim
x→+∞

x− cos x

x + sinx
= lim

x→+∞

1 + sin x

1 + cos x

protože limita vpravo neexistuje.

Abychom mohli použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo na limitu typu 0 ·∞, muśıme jej nejprve

převést na pod́ıl. Obvykle se použ́ıvá obratu 0 =
1

∞
nebo ∞ =

1

0
.
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Postup budeme ilustrovat na jednom př́ıkladu.

Př́ıklad: Najděte limitu lim
x→+∞

x
(
π − 2 arccos

1

x

)
.

Řešeńı: Protože arccos 0 = 1
2
π, jedná se o limitu typu ∞ · 0. Abychom mohli použ́ıt

l’Hospitalovo pravidlo, převedeme výraz na zlomek. Toho lze dosáhnout tak, že pro x 6= 0

naṕı̌seme x =
1

x−1
. Pak dostaneme

lim
x→+∞

x
(
π − 2 arccos

1

x

)
= lim

x→+∞

π − 2 arccos x−1

x−1
,

což je limita typu
0

0
, na kterou již můžeme použ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

Abychom se vyhnuli složitěǰśımu derivovańı, je při výpočtu této limity výhodné položit
y = x−1. Protože x−1 6= 0 lze použ́ıt větu o limitě složené funkce a psát

lim
x→+∞

π − 2 arccos x−1

x−1
= lim

y→0+

π − 2 arccos y

y
= lim

y→0+

2√
1− y2

= 2 .

Také limity typu ∞−∞ lze často převést na pod́ıl a následně k jejich výpočtu použ́ıt
l’Hospitalovo pravidlo.

Př́ıklad: Najděte limitu lim
x→0

( 1

sin2 x
− cotg x

x

)
.

Řešeńı: Jedná se zřejmě o limitu typu ∞ − ∞. Abychom mohli použ́ıt l’Hospitalovo
pravidlo budeme snažit přepsat výraz v limitě jako pod́ıl. To lze udělat např́ıklad takto:

1

sin2 x
− cotg x

x
=

1

sin2 x
− cos x

x sin x
=

x− sin x cos x

x sin2 x
.

To je pro x → 0 výraz typu
0

0
. Proto je

lim
x→0

( 1

sin2 x
− cotg x

x

)
= lim

x→0

x− sin x cos x

x sin2 x
= lim

x→0

x− sin x cos x

x3
· lim

x→0

x2

sin2 x
.

Protože druhá limita je rovna 1, dostaneme

lim
x→0

( 1

sin2 x
− cotg x

x

)
= lim

x→0

x− sin x cos x

x3
= lim

x→0

1− cos2 x + sin2 x

3x2
=

= lim
x→0

2 sin2 x

3x2
=

2

3

(
lim
x→0

sin x

x

)2

=
2

3
.
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