
Přednáška 6

Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u

Osnova přednášky

1. Derivace n–tého řádu funkce f(x) v bodě a.

2. Diferenciál n–tého řádu funkce f(x) v bodě a.

3. Derivace a diferenciál funkce na množině M .

4. Derivace a spojitost.

5. Funkce tř́ıdy Cn(M).

6. Leibnizovo pravidlo pro n–tou derivaci součinu.

7. Př́ıklad f (77)(x) pro funkci f(x) = x sin x.

8. Druhé derivace funkce na intervalu a konvexita.

9. Taylor̊uv polynom.

10. Zbytek v Taylorově polynomu.

11. Taylorova věta.

12. Derivace vyšš́ıch řád̊u ve stacionárńıch bodech a lokálńı extrémy.

13. Př́ıklad: Taylor̊uv polynom pro funkci f(x) = ex se středem v bodě a = 0.

14. Taylorovy a Maclaurinovy řady.

15. Taylorovy ředy pro funkce ex, cos x a sin x se středem v bodě a = 0.

16. Euler̊uv vztah ex = cos x + i sin x pro x ∈ R.

17. Př́ıklad: Taylorova řada pro funkci f(x) = ln(1 + x) se středem v bodě a = 0.

Budeme pokračovat v nahrazováńı funkce f(x) v okoĺı bodu a polynomy, tj. hledat
vhodné konstanty cn tak, aby bylo pro malá |x− a|

f(x) ≈ c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + . . . + cn(x− a)n + . . . .

V minulé přednášce jsme zjistili, že c0 = f(a) a

c1 = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′(a) ,

tj. že hledaná aproximace je

f(x) = f(a) + f ′(a) (x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + . . . + cn(x− a)n + . . . .

Abychom našli koeficient c2, zderivujeme tento vztah a źıskáme

f ′(x) = f ′(a) + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + . . . + ncn(x− a)n−1 + . . . .
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Koeficient c2 lze pak naj́ıt ze vztahu

2c2 = lim
x→a

f ′(x)− f ′(a)

x− a
=

df ′

dx
(a) ,

tj. pomoćı derivaci derivace funkce f(x) v bodě a. Je přirozené nazvat tento výraz druhá
derivace funkce f(x) v bodě a.

Obecně definujeme n–tou derivaci jako derivaci (n− 1)–ńı derivace.

Definice. Necht’ existuje (n−1)–ńı derivace f (n−1)(x) v okoĺı bodu a (definujeme f (0)(x) =
f(x)). Pokud existuje konečná limita

f (n)(a) = lim
x→a

f (n−1)(x)− f (n−1)(a)

x− a
, (1)

nazýváme ji n–tou derivaćı funkce f(x) v bodě a.

S n–tou derivaćı funkce f(x) v bodě a souviśı n–tý diferenciál funkce f(x) v bodě a.
Je to vlastně funkce proměnné h = dx stupně n.

Definice. Necht’ má funkce f(x) v bodě a n–tou derivaci f (n)(a). Pak funkci proměnné
h (nebo dx)

dnf(a; h) = f (n)(a) hn
(
nebo dnf = f (n)(a) dxn

)
, (2)

nazýváme n–tý diferenciál funkce f(x) v bodě a.

Ze vztahem (2) souviśı značeńı pro n–tou derivaci

f (n)(a) =
dnf

dxn
(a) .

Poznámka: Pro funkci jedné reálné proměnné jsou pojmy n–tý diferenciál a n–tá derivace v
podstatě totožné. A protože diferenciály poč́ıtáme pomoćı derivaćı, mohlo by se zdát, že derivace
je d̊uležitěǰśı pojem než diferenciál. Ale pro funkce v́ıce proměnných už tak jednoduchá souvislost
mezi diferenciály a derivacemi neńı. Základem je nahrazeńı funkce polynomy a to se dělá pomoćı
diferenciál̊u. Proto je pojem diferenciálu funkce v matematice d̊uležitěǰśı než pojem derivace,
které slouž́ı pouze k výpočtu diferenciál̊u (pokud existuj́ı).

Definice. Jestliže existuje n-tá derivace funkce f(x) v každém bodě x ∈ M , nazýváme
funkci f (n)(x) n–tou derivaćı funkce f(x) na množině M .

Z předchoźı přednášky v́ıme, že pokud má funkce f(x) na množině M derivaci, je na
množině M spojitá. Z toho plyne následuj́ıćı věta:

Věta. Má-li funkce f(x) na množině M n–tou derivaci, jsou na M spojité všechny derivace
f (k)(x), kde k = 0, 1, . . . , n− 1.

Definice. Řekneme, že funkce f(x) je tř́ıdy Cn(M), jestliže má na M spojitou n–tou
derivaci.
Má-li derivace f(x) na množině M spojité všechny derivace f (n)(x), kde n ∈ N, ř́ıkáme,
že funkce f(x) je tř́ıdy C∞(M) (čte se tř́ıdy C nekonečno na množině M).
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Z předchoźı věty plyne následuj́ıćı řetězec inkluźı

C0(M) ⊃ C1(M) ⊃ C2(M) ⊃ . . . ⊃ Cn(M) ⊃ . . . ⊃ C∞(M) .

Při některých výpočtech je užitečný vztah pro n–tou derivaci součinu dvou funkćı.

Věta (Leibnizovo pravidlo). Jestliže maj́ı funkce f(x) a g(x) n–tou derivaci, plat́ı(
f(x) g(x)

)(n)

=
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)(x) g(n−k)(x) . (3)

Poznamenejme, že vztah (3) je podobný tzv. binomické větě

(a + b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k ,

kde

(
n

k

)
=

n!

k! (n− k)!
je tzv. binomický koeficient.

Důkaz: Tvrzeńı dokážeme indukćı. Pro n = 1 je (3) vztah pro derivaci součinu (fg)′ = f ′g+fg′.
Necht’ (3) plat́ı pro n. Derivaćı tohoto vztahu dostaneme(

fg
)(n+1)

=
((

fg
)(n)

)′
=

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n−k) +

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k+1) =

=
(

n

n

)
f (n+1)g +

n−1∑
k=0

(
n

k

)
f (k+1)g(n−k) +

(
n

0

)
fg(n+1) +

n∑
k=1

(
n

k

)
f (k)g(n−k+1)

= f (n+1)g + fg(n+1) +
n∑

k=1

(
n

k − 1

)
f (k)g(n−k+1) +

n∑
k=1

(
n

k

)
f (k)g(n−k+1) =

= f (n+1)g + fg(n+1) +
n∑

k=1

((
n

k − 1

)
+

(
n

k

))
f (k)g(n−k+1) .

A protože(
n

k − 1

)
+

(
n

k

)
=

n!
(k − 1)! (n− k + 1)!

+
n!

k! (n− k)!
=

n!
(
k + n− k + 1

)
k! (n− k + 1)!

=

=
(n + 1)!

k! (n− k + 1)!
=

(
n + 1

k

)
,

je (
fg

)(n+1)
= f (n+1)g + fg(n+1) +

n∑
k=1

(
n + 1

k

)
f (k)g(n−k+1) =

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
f (k)g(n−k+1) .

Př́ıklad: Necht’ je f(x) = x sin x. Najděte f (77)(x).

Řešeńı: Protože x′ = 1 a x(k) = 0 pro k ≥ 2, je podle Leibnizova vzorce (3)

(
x sin x

)(77)
=

77∑
k=0

(
77

k

)
x(k)

(
sin x

)(77−k)
= x(sin x

)(77)
+ 77(sin x

)(76)
.
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A protože (sin x
)(76)

= sin x a (sin x
)(77)

=
(
sin x

)′
= cos x je(

x sin x
)(77)

= x cos x + 77 sin x .

Podobně jako prvńı derivace rozhodovaly o tom, zda funkce na intervalu roste nebo
klesá, rozhoduj́ı druhé derivace o tom, zda na intervalu roste nebo klesá prvńı derivace, tj.
směrnice tečny. To byla právě vlastnost konvexńıch a konkávńıch funkćı. Proto by nemělo
být př́ılǐs překvapuj́ıćı, že plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta. Necht’ má funkce na intervalu I druhou derivaci.

1. Je-li f ′′(x) > 0 pro každé x ∈ I, je funkce f(x) na intervalu I konvexńı.

2. Je-li f ′′(x) < 0 pro každé x ∈ I, je funkce f(x) na intervalu I konkávńı.

Důkaz: Necht’ jsou x1, x2, x3 ∈ I a plat́ı x1 < x2 < x3. Z Lagrangeovy věty plyne, že existuj́ı
c1 ∈ (x1, x2) a c2 ∈ (x2, x3) taková, že

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

= f ′(c1) a
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
= f ′(c2) .

Předpokládejme, že je na intervalu I druhá derivace f ′′(x) > 0. Pak je prvńı derivace f ′(x) na
intervalu I rostoućı funkce a protože c1 < c2 je f ′(c1) < f ′(c2), tj.

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

<
f(x3)− f(x2)

x3 − x2
.

To ale znamená, že je funkce f(x) na intervalu I konvexńı.
Důkaz pro f ′′(x) < 0 je obdobný.

Má-li funkce f(x) na intervalu I druhou derivaci, mohou být inflexńı body pouze
body, ve kterých je f ′′(x) = 0. O tom, zda je bod a, ve kterém je f ′′(a) = 0, inflexńı
bod, rozhodneme bud’ pomoćı chováńı funkce f(x) v okoĺı bodu a nebo pomoćı vyšš́ıch
derivaćı jako v př́ıpadě stacionárńıch bod̊u (viz dále). Např́ıklad, je-li v bodě f ′′(a) = 0 a
f ′′′(a) 6= 0, má funkce f(x) v bodě a inflexńı bod.

Taylor̊uv polynom a Taylorova řada

Budeme řešit následuj́ıćı úlohu: Je dána funkce f(x), která má n-tou derivaci a bod
a. Najděte polynom stupně n

Pn(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . . + cn(x− a)n =
n∑

k=0

ck(x− a)k , (4)

který má v bodě a stejných prvńıch n derivaćı jako funkce f(x), tj. pro každé k =
0, 1, . . . , n plat́ı P (k)(a) = f (k)(a).

Když do (4) dosad́ıme x = a, dostaneme z podmı́nky P (a) = f(a) vztah c0 = f(a).

Když derivujeme P (x) dostaneme

P ′(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + . . . + ncn(x− a)n−1 =
n∑

k=1

kck(x− a)k−1
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a podmı́nka P ′(a) = f ′(a) dává c1 = f ′(a).

Druhá derivace polynomu P (x) je

P ′′(x) = 2c2 + 6c3(x− a) + . . . + n(n− 1)cn(x− a)n−2 =
n∑

k=2

k(k − 1)(x− a)k−2

a z podmı́nky P ′′(a) = f ′′(a) plyne 2c2 = f ′′(a), tj. c2 = 1
2
f ′′(a).

Pro r–tou derivaci polynomu P (x) źıskáme

P (r)(x) =
n∑

k=r

k(k − 1) . . . (k − r + 1)ck(x− a)k−r =
n∑

k=r

k!

(k − r)!
ck(x− a)k−r .

Jestliže do tohoto vztahu dosad́ıme x = a, jsou nulové všechny členy součtu s výjimkou
členu, kde k = r. Z podmı́nky P (r)(a) = f (r)(a) dostaneme

r!cr = f (r)(a) =⇒ cr =
f (r)(a)

r!
.

Definice. Necht’ má funkce f(x) v bodě a n–tou derivaci. Pak polynom n–tého stupně

Tn(x; a) = f(a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+. . .+

f (n)(a)

n!
(x−a)n =

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x−a)k

(5)
nazýváme Taylor̊uv polynom stupně n funkce f(x) se středem v bodě a.

Poznámka: Pomoćı diferenciál̊u (2) lze zapsat Taylor̊uv polynom ve tvaru

Tn(a + h; a) =
n∑

k=0

1
k!

dkf(a;h) nebo Tn(x; a) =
n∑

k=0

1
k!

dkf(a;x− a) ,

který plat́ı i pro funkce v́ıce proměnných.

Taylorovým polynomem aproximujeme funkci f(x) v okoĺı bodu x = a. Pokud nahra-
d́ıme funkci f(x) Taylorovým polynomem (5) uděláme chybu

Rn(x; a) = f(x)− Tn(x; a) . (6)

Výraz (6) se nazývá zbytek v Taylorově polynomu stupně n funkce f(x) se středem v bodě
a. Je d̊uležité aspoň odhadnout velikost tohoto zbytku, tj. chybu, které se dopust́ıme,
když nahrad́ıme funkci f(x) Taylorovým polynomem.

Věta. Necht’ má funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojité derivace až do řádu n včetně.
Necht’ je x ∈ (a, b) a

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . . +

f (n)(a)

n!
(x− a)n + Rn(x; a) .

Pak pro zbytek Rn(x; a) plat́ı

lim
x→a+

Rn(x; a)

(x− a)n
= 0 .
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Podobně lze tvrzeńı modifikovat pro interval 〈b, a〉.
Důkaz: Máme naj́ıt limitu

lim
x→a+

f(x)− Tn(x, a)
(x− a)n

.

To je limita typu 0
0 . Předpoklady věty zaručuj́ı, že na tento výraz lze n–krát použ́ıt l’Hospitalovo

pravidlo. Tak dostaneme

lim
x→a+

f(x)− Tn(x, a)
(x− a)n

= lim
x→a+

f ′(x)− T ′n(x, a)
n(x− a)n−1

= . . . = lim
x→a+

f (n)(x)− T
(n)
n (x, a)

n!
=

= lim
x→a+

f (n)(x)− f (n)(a)
n!

= 0 ,

protože jsme předpokládali, že funkce f(x) má v bodě a spojitou n–tu derivaci, tj. že plat́ı
lim
x→a

f (n)(x) = f (n)(a).

Jak jsme se již zmı́nili, nahrazujeme Taylorovým polynomem funkci f(x) v jistém okoĺı
bodu a. Zaj́ımavý je př́ıpad, kdy je f (k)(a) = 0 pro k = 1, 2, . . . , n− 1 a f (n)(a) 6= 0. Pak
je Taylor̊uv polynom stupně n roven

Tn(x; a) = f(a) +
f (n)(a)

n!
(x− a)n

a pro funkci f(x) plat́ı

f(x) = f(a) +
f (n)(a)

n!
(x− a)n + Rn(x; a) . (7)

Speciálně, je-li a stacionárńı bod funkce f(x), tj. f ′(a) = 0, je

f(x) = f(a) +
f ′′(a)

2
(x− a)2 + R2(x; a) .

Má-li funkce f(x) v jistém okoĺı bodu a spojité druhé derivace, je

lim
x→a

R2(x, a)

(x− a)2
= 0 .

Proto např́ıklad k ε = 1
4

∣∣f ′′(a)
∣∣ > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x, 0 < |x−a| < δ,

má výraz 1
2
f ′′(a)(x − a)2 + R2(x; a) stejné znaménko jako f ′′(a). Je-li f ′′(a) > 0 je pro

taková x

f(x)− f(a) =
f ′′(a)

2
(x− a)2 + R2(x; a) > 0

a funkce f(x) má v bodě a lokálńı minimum. Naopak je-li f ′′(a) < 0, je f(x)− f(a) < 0,
tedy funkce f(x) má v bodě a lokálńı maximum.

Dokázali jsme tedy následuj́ıćı větu:

Věta. Necht’ má funkce f(x) v jistém okoĺı bodu a druhou derivaci, která je spojitá v
bodě a a f ′(a) = 0. Pak plat́ı:
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1. Je-li f ′′(a) > 0 má funkce f(x) v bodě a lokálńı minimum.

2. Je-li f ′′(a) < 0 má funkce f(x) v bodě a lokálńı maximum.

Jestliže je ve stacionárńım bodě f ′′(a) = 0, můžeme o tom, zda má funkce f(x) v bodě a
lokálńı extrém rozhodnout pomoćı prvńı nenulové derivace funkce f(x) v bodě a.

Je-li tato derivace lichého řádu, tj. je-li f (k)(a) = 0 pro k = 1, . . . , 2n a f (2n+1)(a) 6= 0,
nemá funkce f(x) v bodě a lokálńı extrém, protože prvńı nenulový člen má vlevo a vpravo od
bodu a r̊uzná znaménka.

Je-li tato derivace sudého řádu, tj. je-li f (k)(a) = 0 pro k = 1, . . . , 2n − 1 a f (2n)(a) 6= 0,
má funkce f(x) v bodě a lokálńı extrém; je-li f (2n)(a) > 0 je v bodě a lokálńı minimum a je-li
f (2n)(a) < 0 je v bodě a lokálńı maximum.

Když budeme předpokládat, že funkce f(x) má nav́ıc na intervalu 〈a, b〉 derivaci řádu
(n + 1), existuje pro zbytek Rn(x; a) několik vyjádřeńı. Uvedeme pouze tzv. Lagrange̊uv
tvar zbytku, který má skoro stejný tvar jako (n + 1)–ńı člen Taylorova polynomu.

Věta. Jestliže na intervalu 〈a, b〉 existuje f (n+1)(x), pak pro každé x ∈ (a, b) existuje
c ∈ (a, x) takové, že

Rn(x; a) =
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− a)n+1 . (8)

Př́ıklad: Najděte Taylor̊uv polynom stupně n pro funkci f(x) = ex se středem v bodě
a = 0 a odhadněte zbytek.

Řešeńı: Protože pro každé n je f (n)(x) = ex, je f (n)(0) = 1 a Taylor̊uv polynom
stupně n je podle (5)

Tn(x; 0) = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ . . . +

xn

n!
=

n∑
k=0

xk

k!
.

Pro zbytek Rn(x; 0) dostaneme z (8)

Rn(x; 0) =
ec

(n + 1)!
xn+1 ,

kde pro x > 0 je c ∈ (0, x) a pro x < 0 je c ∈ (x, 0).
Necht’ je nyńı x > 0 pevné. Protože pro c ∈ (0, x) je ec < ex, dostaneme∣∣∣Rn(x; 0)

∣∣∣ =
∣∣∣ ec

(n + 1)!
xn+1

∣∣∣ <
ex

(n + 1)!
xn+1 .

Z toho plyne, že každé x > 0 je lim
n→∞

Rn(x; 0) = 0 a

ex = lim
n→∞

(
Tn(x; 0) + Rn(x; 0)

)
= lim

n→∞

n∑
k=0

xk

k!
+ lim

n→∞
Rn(x; 0) =

∞∑
k=0

xk

k!
.

Podobně pro x < 0 je c ∈ (x, 0) a dostaneme ec < 1. Proto i pro x < 0 je lim
n→∞

Rn(x; 0) = 0.
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To ukazuje, že pro každé x ∈ R plat́ı

ex = lim
N→∞

N∑
n=0

xn

n!
=

∞∑
n=0

xn

n!
. (9)

Tento vztah lze použ́ıt pro definici ex i pokud je x komplexńı č́ıslo. Speciálně pro ix, kde
x ∈ R, dostaneme

eix =
∞∑

n=0

in

n!
xn =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 .

Podobným zp̊usobem lze ukázat, že pro každé x ∈ R je

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n , sin x =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 .

Když srovnáme posledńı tři vztahy, dostaneme tzv. Euler̊uv vzorec

eix = cos x + i sin x , x ∈ R .

Z něj např́ıklad plynou vztahy

cos x =
eix + e−ix

2
, sin x =

eix − e−ix

2i
.

Př́ıklad: Najděte Taylor̊uv polynom stupně n pro funkci f(x) = ln(1 + x) se středem v bodě
a = 0 a odhadněte zbytek.
Řešeńı: Funkce f(x) definována pro x > −1. Proto budeme předpokládat, že x > −1. Indukćı
se snadno ukáže, že pro každé n ≥ 1 je

f (n)(x) =
(−1)n−1(n− 1)!

(1 + x)n
.

Pro koeficienty v Taylorově polynomu pak dostaneme

c0 = ln 1 = 0 , cn =
f (n)(0)

n!
=

(−1)n−1

n
, n ≥ 1 .

Tedy Taylor̊uv polynom stupně n pro funkci f(x) = ln(1 + x) se středem v bodě a = 0 je

Tn(x; 0) =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk .

Z (8) dostaneme pro zbytek

Rn(x; 0) =
(−1)n

n + 1
xn+1

(1 + c)n+1
, kde

{
0 < c < x pro 0 < x ,

x < c < 0 pro −1 < x < 0 .

Pro x > 0 plat́ı nerovnost ∣∣Rn(x; 0)
∣∣ ≤ xn+1

n + 1
,
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ze které pro x ≤ 1 plyne lim
n→∞

∣∣Rn(x; 0)
∣∣ = 0.

Pro −1 < x < 0 dostaneme nerovnost∣∣∣Rn(x; 0)
∣∣∣ ≤ |x|n+1

(n + 1)
(
1− |x|

)n+1 .

ze ńıž pro |x| ≤ 1
2 snadno ukážeme, že opět je lim

n→∞

∣∣Rn(x; 0)
∣∣ = 0.

Protože pro x ∈
〈
−1

2 , 1
〉

je lim
n→∞

Rn(x; 0) = 0, dostaneme pro tato x stejně jako předchoźım
př́ıkladě vztah

ln(1 + x) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
xn . (10)

Speciálně, pro x = 1 dostaneme

ln 2 =
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
= 1− 1

2
+

1
3
− 1

4
+ . . . .

Poznámka. Lze ukázat, že vztah (10) plat́ı pro všchna x ∈ (−1, 1〉.

Existuj́ı nenulové funkce, které maj́ı derivace všech řád̊u a pro které je f (n)(a) = 0 pro každé
n ∈ N. Př́ıkladem takové funkce je f(x) = e−1/x2

pro x 6= 0 a f(0) = 0. Tato funkce má všechny
derivace v bodě x = 0 rovny nule, a tedy jej́ı Taylor̊uv polynom libovolného stupně je roven
nule. Pro takové funkce je lim

n→∞
Rn(x; a) 6= 0 pro každé x 6= a. Zaj́ımavěǰśı jsou funkce, pro které

existuje okoĺı bodu a takové, že pro každé x z tohoto okoĺı je lim
n→∞

Rn(x; a) = 0. Tyto funkce lze
v okoĺı bodu a vyjádřit pomoćı nekonečné řady, tzv. Taylorovy řady, jako

f(x) =
∞∑

n=0
cn(x− a)n , kde cn =

f (n)(a)
n!

.

Takové funkce se nazývaj́ı analytické v bodě a.

9


