Prednaska 6
Derivace a diferencialy vyssich radua
Osnova prednasky

. Derivace n—tého téddu funkce f(z) v bodé a.

. Diferenciél n—tého fadu funkce f(z) v bodé a.

. Derivace a diferencial funkce na mnozine M.

. Derivace a spojitost.

. Funkce tidy C,,(M).

. Leibnizovo pravidlo pro n—tou derivaci souc¢inu.
. Piiklad f"")(x) pro funkci f(x) = zsinz.

. Druhé derivace funkce na intervalu a konvexita.
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. Tayloruv polynom.
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. Zbytek v Taylorové polynomu.
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. Taylorova véta.
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. Derivace vyssich radu ve stacionarnich bodech a lokéalni extrémy.
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. Priklad: Tayloruv polynom pro funkci f(x) = e” se stredem v bodé a = 0.
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. Taylorovy a Maclaurinovy tady.
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. Taylorovy tedy pro funkce €*, cosz a sinx se stfedem v bodé a = 0.

—
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. Euleruv vztah e* = cosx + isinz pro x € R.
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. Priklad: Taylorova fada pro funkci f(z) = In(1 + z) se stfedem v bodé a = 0.

Budeme pokracovat v nahrazovéani funkce f(x) v okoli bodu a polynomy, tj. hledat
vhodné konstanty ¢, tak, aby bylo pro mala |z — al

f(x)=co+ec(r—a)+elr—a)+es(x—a)+...+eule—a)" +....
V minulé predndsce jsme zjistili, ze co = f(a) a

o i T@ = 1)

Tr—a Tr — a

= f'(a),
tj. ze hledana aproximace je
f@)=fla)+ fl(a)(z —a)+ca(z —a) +es(z—a)’ +... +colz—a)" +....
Abychom nasli koeficient c,, zderivujeme tento vztah a ziskdme
f'(x) = f'(a) +2co(x — a) +3c3(z —a)* + ... +nep(z —a) P+ ... .
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Koeficient ¢y lze pak najit ze vztahu

/ o df’
2C2 — hm M — _f<a>’
z—a r—a dx
tj. pomoci derivaci derivace funkce f(z) v bodé a. Je pfirozené nazvat tento vyraz druha

derivace funkce f(z) v bodé a.
Obecné definujeme n-tou derivaci jako derivaci (n — 1)-ni derivace.
Definice. Necht existuje (n—1)-ni derivace () v okoli bodu a (definujeme f© (z) =
f(z)). Pokud existuje konecnd limita
(n—1) _ £(n—-1)

r—a r—a

nazyvame ji n—tou derivaci funkce f(z) v bodé a.

S n—tou derivaci funkce f(x) v bodé a souvisi n—ty diferenciél funkce f(z) v bodé a.
Je to vlastné funkce proménné h = dx stupné n.

Definice. Necht mé funkce f(z) v bodé a n-tou derivaci f((a). Pak funkci proménné
h (nebo dz)
A" f(a; h) = f™(a) A (nebo d"f = f™(a) dz"), (2)
nazyvame n—ty diferencidl funkce f(z) v bodé a.
Ze vztahem (2) souvisi znaceni pro n—tou derivaci

dn
1) = S (a).

Poznéamka: Pro funkci jedné redlné proménné jsou pojmy n—ty diferencial a n—ta derivace v
podstaté totozné. A protoze diferencidly pocitdme pomoci derivaci, mohlo by se zdat, ze derivace

vvvvvv
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které slouzi pouze k vypoctu diferencialu (pokud existuji).

Definice. Jestlize existuje n-td derivace funkce f(x) v kazdém bodé z € M, nazyvame
funkci f™(z) n-tou derivaci funkce f(r) na mnoziné M.

Z predchozi prednasky vime, ze pokud m4 funkce f(x) na mnoziné M derivaci, je na
mnoziné M spojita. Z toho plyne nasledujici véta:
Veéta. Ma-li funkce f(x) na mnoziné M n—tou derivaci, jsou na M spojité vsechny derivace
f®(x), kde k=0,1,...,n— 1.

Definice. Rekneme, ze funkce f(z) je tiidy C,(M), jestlize ma na M spojitou n-tou
derivaci.

M4-li derivace f(x) na mnoziné M spojité véechny derivace f™(x), kde n € N, fikdme,
ze funkce f(x) je tridy Co(M) (¢te se tiidy C' nekoneéno na mnoziné M).



Z predchozi véty plyne nasledujici fetézec inkluzi

Co(M)DCi(M)DCo(M)D...DC,(M)D...D>Cx(M).

Pti nékterych vypoctech je uziteény vztah pro n—tou derivaci sou¢inu dvou funkei.

Véta (Leibnizovo pravidlo). Jestlize maji funkce f(z) a g(x) n—tou derivaci, plati
(n) n /n B
(fla)g() " = £ () )" 1), 0
=0 \k

Poznamenejme, ze vztah (3) je podobny tzv. binomické véteé

(a+b)" = znj (Z) a"o" k|

k=0
kde ") = L je tzv. binomicky koeficient
k) TR — k) Y '

DUKAZ: Tvrzeni dokdzeme indukei. Pro n = 1 je (3) vztah pro derivaci soucinu (fg)’ = f'g+ f¢'.
Necht (3) plati pro n. Derivaci tohoto vztahu dostaneme

(fg) Y ((fg)(”)), =

noin _ nofn n—
<k;) FUHD) g(nk) 4 Z <k> £ gn—kt1)

k=0 =

_ <7’L>f(n+1 ( ) D) g(n k)+< ) (n+1) i( > (n—k+1)
n h=1

:f(n+lg+fgn+l+i<n)f(k nk+1+z<> nk+1
k=1
>

n (k) (n—k+1)
S0 =)
A protoze

n n n! n! n!(k:—{—n—k‘-i—l)
(k—1)+<k> = G- (n—k—i—l) TR m—k) - K=kl

— f(n+lg+fgn+1 +

je

(n+1) n
(fg) _ f(n+l)g+fg(n+1) +kzl

n+1 e n+1 e
( N >f(k)g( k+1) Z( N ) FB) gn—k+1)

Pi#iklad: Necht je f(z) = wsinz. Najdéte (7 ().
RESEN{: Protoze ' = 1 a ) = 0 pro k > 2, je podle Leibnizova vzorce (3)

7
(zsinz) i > (Z:) 2™ (sinz) (Tr=H z(sin ac)(m + 77(sinz) o
k=0
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(76) (77)

A protoze (sinz)' =sinz a (sinz) "~ = (sin [L’)/ = cos T je

(77)

(xsinx) =gxcosx + 77sinx.

Podobné jako prvni derivace rozhodovaly o tom, zda funkce na intervalu roste nebo
klesa, rozhoduji druhé derivace o tom, zda na intervalu roste nebo klesa prvni derivace, tj.
smérnice tecny. To byla pravé vlastnost konvexnich a konkavnich funkeci. Proto by nemélo
byt prilis prekvapujici, ze plati nasledujici véta.

Véta. Necht m4 funkce na intervalu Z druhou derivaci.

1. Je-li f”(z) > 0 pro kazdé x € Z, je funkce f(z) na intervalu Z konvexni.
2. Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € Z, je funkce f(x) na intervalu Z konkévni.

DUKAZ: Necht jsou x1, x9, 3 € Z a plati 1 < 29 < z3. Z Lagrangeovy véty plyne, Ze existuji
c1 € (r1,22) a ¢y € (x9,x3) takovd, ze

flaz) = flx1) e f(z3) — f(x2)

T2 — I I3 — T2

= f'(ca) .

Predpokladejme, ze je na intervalu Z druhd derivace f”(x) > 0. Pak je prvni derivace f’(z) na
intervalu Z rostouci funkce a protoze ¢; < ¢ je f'(¢1) < f'(c2), tj.
f(z2) — f(z1) _ f(w3) — flz2)

< .
Iz —I L3 — T2

To ale znamen4, ze je funkce f(x) na intervalu Z konvexni.
Dukaz pro f”(z) < 0 je obdobny.

Ma-li funkce f(x) na intervalu Z druhou derivaci, mohou byt inflexni body pouze
body, ve kterych je f”(z) = 0. O tom, zda je bod a, ve kterém je f”(a) = 0, inflexni
bod, rozhodneme bud pomoci chovani funkce f(x) v okoli bodu a nebo pomoci vyssich
derivaci jako v piipadé staciondrnich bodu (viz dale). Napiiklad, je-li v bodé f”(a) =0 a
f"(a) # 0, mé funkce f(z) v bodé a inflexni bod.

Tayloriv polynom a Taylorova fada

Budeme fesit nasledujici dlohu: Je ddna funkce f(z), kterd ma n-tou derivaci a bod
a. Najdéte polynom stupné n

Puz)=co+ci(z—a)+c(r—a)Y+.. . +e(r—a) = kzijock(x —a)k, (4)

ktery ma v bodé a stejnych prvnich n derivaci jako funkce f(x), tj. pro kazdé k =
0,1, ..., nplati P®(a) = f®(a).
Kdyz do (4) dosadime x = a, dostaneme z podminky P(a) = f(a) vztah ¢y = f(a).

Kdyz derivujeme P(z) dostaneme

P'(z) = ¢y +2co(x — a) + 3ez(z — a)® + ... + nea(z — )"t = S kep(z — a)* !
k=1



a podminka P'(a) = f'(a) dava ¢; = f'(a).
Druhéa derivace polynomu P(x) je

P"(x) = 2cy + 6c3(x —a) +...+n(n—Dey(z —a)" 2 =S k(k —1)(z —a)*
k=2
a z podminky P”(a) = f"(a) plyne 2¢; = f"(a), tj. c2 = 5 f"(a).
Pro r—tou derivaci polynomu P(z) ziskdme
k!

PO () = ék(k ) (k=74 De(w — )t = ém el — a)*"

Jestlize do tohoto vztahu dosadime z = a, jsou nulové vSechny cleny souctu s vyjimkou
¢lenu, kde k = r. Z podminky P (a) = f)(a) dostaneme

’I"!Cr — f(T)(a) == ¢ = %

Definice. Necht m4 funkce f(z) v bodé a n—tou derivaci. Pak polynom n—tého stupné

f'(a) f"(a)

T o (x—a)’+...+

T(w;a) = fla)+

(r—a)+

nazyvame Tayloriv polynom stupné n funkce f(z) se stfedem v bodé a.

Poznamka: Pomoci diferencidlu (2) 1ze zapsat Tayloruv polynom ve tvaru

no1 no1
To(a+h;a) =Y —d*f(a;h) nebo Ty(z;a) = —d*f(a;z—a),
k=0 k! k=0 k!
ktery plati i pro funkce vice proménnych.

Taylorovym polynomem aproximujeme funkei f(x) v okoli bodu x = a. Pokud nahra-
dime funkci f(z) Taylorovym polynomem (5) udéldme chybu

R.(z;a) = f(x) — Th(x;a). (6)

Vyraz (6) se nazyva zbytek v Taylorové polynomu stupné n funkce f(x) se sttedem v bodé
a. Je dulezité aspon odhadnout velikost tohoto zbytku, tj. chybu, které se dopustime,
kdyz nahradime funkei f(x) Taylorovym polynomem.

Véta. Nechf ma funkce f(z) na intervalu (a,b) spojité derivace az do fddu n véetné.
Necht je z € (a,b) a

f'(a)
1!

(a:—a)+f”2(!a) (xr—a)*+...+

f(z) = fla) +

Pak pro zbytek R, (z;a) plati



Podobné lze tvrzeni modifikovat pro interval (b, a).

DUKAzZ: Mame najit limitu
1) - Tufea)

T—ay (x —a)”

To je limita typu %. Predpoklady véty zarucuji, ze na tento vyraz lze n—krat pouzit I'Hospitalovo
pravidlo. Tak dostaneme

f(@) = Ta(x, a) f'(x) =T (x,a) _

li = 1 =...= 1l =
xl»I}LlJr (x —a)" zg& n(z —a)n1 mg& n!
() () — £(n)
o 1@ =@
r—aq n!

protoze jsme piedpoklddali, ze funkce f(z) ma v bodé a spojitou n—tu derivaci, tj. ze plati

lim ) (z) = f0)(a).

Jak jsme se jiz zminili, nahrazujeme Taylorovym polynomem funkei f(z) v jistém okoli
bodu a. Zajimavy je piipad, kdy je f®(a) =0prok=1,2, ..., n—1a f™(a) # 0. Pak
je Tayloruv polynom stupné n roven

(n) a
T, (x:0) = fa) + D (o —ay
a pro funkei f(x) plati
o
1) = @)+ 2D 0oy sy Ry, )

Specidlné, je-li a stacionarni bod funkce f(x), tj. f'(a) =0, je

1) = f(a) + T2 (@ — ) 4 Byfasa).

Ma-li funkece f(x) v jistém okoli bodu a spojité druhé derivace, je

lim RQ(gjv a)
z—a (x — a)?

=0.

Proto napiiklad k ¢ = i}f”(a)‘ > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé =, 0 < |z —a| < 4,
ma vyraz 3 f”(a)(z — a)® + Ra(x;a) stejné znaménko jako f”(a). Je-li f”(a) > 0 je pro
takovd x

_ f"(a)

f(@) - fla) = 15

a funkce f(z) ma v bodé a lokdlni minimum. Naopak je-li f”(a) <0, je f(x) — f(a) <0,
tedy funkce f(z) ma v bodé a lokdlni maximum.

(x —a)® + Ry(z;a) > 0

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu:

Véta. Necht m4d funkce f(z) v jistém okoli bodu a druhou derivaci, kterd je spojitd v
bodé a a f'(a) = 0. Pak plati:



1. Je-li f”(a) > 0 m4 funkce f(z) v bodé a lokalni minimum.

2. Je-li f"(a) < 0 ma funkce f(x) v bodé a lokdlni maximum.

Jestlize je ve staciondrnim bodé f”(a) = 0, muzeme o tom, zda ma funkce f(z) v bodé a
lokélni extrém rozhodnout pomoci prvni nenulové derivace funkce f(z) v bodé a.

Je-li tato derivace lichého Fadu, tj. je-li f¥)(a) = 0 pro k = 1, ..., 2n a f@**(a) # 0,
nemd funkce f(z) v bodé a lokdlni extrém, protoze prvni nenulovy ¢len ma vlevo a vpravo od
bodu a ruzna znaménka.

Je-li tato derivace sudého Fadu, tj. je-li f*)(a) =0 pro k=1,...,2n—1 a f®(a) # 0,
mé funkee f(x) v bodé a lokalni extrém; je-li ™ (a) > 0 je v bodé a lokalni minimum a je-li
@™ (a) < 0 je v bodé a lokdlni maximum.

Kdyz budeme predpoklddat, ze funkce f(z) ma navic na intervalu (a, b) derivaci radu
(n + 1), existuje pro zbytek R, (x;a) nékolik vyjadieni. Uvedeme pouze tzv. Lagrangeuv
tvar zbytku, ktery ma skoro stejny tvar jako (n + 1)-ni ¢len Taylorova polynomu.

Véta. Jestlize na intervalu (a,b) existuje "V (z), pak pro kazdé z € (a,b) existuje
c € (a,x) takové, ze

(n+1) (¢
R, (z;a) = ]ZHTI()') (x —a)". (8)

Piiklad: Najdéte Tayloruv polynom stupné n pro funkci f(z) = e* se stredem v bodé
a = 0 a odhadnéte zbytek.

RESEN{: Protoze pro kazdé n je f(z) = e*, je f™(0) = 1 a Taylortiv polynom
stupné n je podle (5)

r oz ook
To(z;0) =1+ -+ 4.+ =2
(@O =1+ g+gt T =2
Pro zbytek R, (z;0) dostaneme z (8)
eC
Ry (;0) = —— a"*!
@0 =Grm®

kde pro x > 0 je c € (0,z) a pro < 0 je ¢ € (x,0).
Necht je nyni z > 0 pevné. Protoze pro ¢ € (0,z) je e¢ < ¢, dostaneme

(& x

[§ e

Rn ,O ’ — ‘ n+1 n+1 )
’ @0 = |G mi® CES
Z toho plyne, ze kazdé x > 0 je lim R,(z;0) =0 a
n ok oo ok
e’ = lim (Tn(:p;O) + R, (x; 0)) = lim > — + lim R,(z;0) = > —.
n—00 n—00 . k! n—00 k=0 k!

Podobneé pro z < 0 je ¢ € (z,0) a dostaneme e < 1. Protoiproz < 0je lim R,(x;0) =0.

n—oo



To ukazuje, ze pro kazdé = € R plati

N n [ee] n
z" x
e’ = lim => —. 9)

Tento vztah lze pouzit pro definici ¢” i pokud je x komplexni ¢islo. Specialné pro ix, kde
r € R, dostaneme
00 lﬂ

B[S M

n_oﬁ T2 (2n)! (2n +1)!

Podobnym zptusobem lze ukazat, ze pro kazdé = € R je

= (__1)” 2n . = (__1>n 2n+1
COST = E T, SINxr = E — X .
n=0 (277/)' n:0(2n + 1)'

Kdyz srovname posledni ti vztahy, dostaneme tzv. Fuleruv vzorec
el® = cosx +isinz, relR.
7 néj napiiklad plynou vztahy

elx + e*lI . elI _ e*lﬁ?
cosST = ——— | sing = ———

Priklad: Najdéte Tayloruv polynom stupné n pro funkci f(x) = In(1 + x) se sttedem v bodé
a = 0 a odhadnéte zbytek.

RESENI: Funkce f(z) definovdna pro z > —1. Proto budeme piedpokladat, ze 2 > —1. Indukef
se snadno ukéze, ze pro kazdé n > 1 je
(=)™ (n—1)!

1+ )

f(x) =
Pro koeficienty v Taylorové polynomu pak dostaneme

(n) _ 1\n—1
co=In1=0, cn:f (O):( D) , n>1.
n! n

Tedy Tayloruv polynom stupné n pro funkci f(z) = In(1 + z) se stiedem v bodé a = 0 je

7,(0:0) = 35 0k,
k=1
Z (8) dostaneme pro zbytek
—1)" n+1 O<e<x ro 0<ux,
R, (x;0) = (=1) < 7, kde P
n+1 (14c¢)"* r<c<0 pro —-1<z<0.
Pro x > 0 plati nerovnost
$n+1
R, (x;0
Ra(ai0)] <



ze které pro z < 1 plyne lim |R,(2;0)| = 0.
n—oo
Pro —1 < x < 0 dostaneme nerovnost
‘$|n+1

(n+1)(1— )"

‘Rn(x;O)‘ <

ze niz pro |z| < § snadno ukézeme, ze opét je lim |R,(x;0)| = 0.
n—oo
Protoze pro x € <—%, 1> je lim R, (z;0) = 0, dostaneme pro tato = stejné jako predchozim
n—oo

prikladé vztah

= (-1)!
In(l+z)= > ———a". (10)
n=1 n
Specialné, pro = 1 dostaneme
< (—1)nt 1 1 1
In2 = —=1l——4+-—=+....
n2=2 2t 1t

Poznamka. Lze ukdzat, ze vztah (10) plati pro vschna = € (—1,1).

Existuji nenulové funkce, které maji derivace viech fadn a pro které je £ (a) = 0 pro kazdé
n € N. Pifkladem takové funkce je f(z) = e /%* pro # # 0 a £(0) = 0. Tato funkce mé4 viechny
derivace v bodé z = 0 rovny nule, a tedy jeji Taylortiv polynom libovolného stupné je roven
nule. Pro takové funkce je nh_)rglo R, (x;a) # 0 pro kazdé = # a. Zajimavéjsi jsou funkce, pro které

existuje okoli bodu a takové, ze pro kazdé x z tohoto okoli je lim R, (x;a) = 0. Tyto funkce lze
n—oo

v okoli bodu a vyjadrit pomoci nekonecné fady, tzv. Taylorovy Fady, jako

f™ (@)

n!

flz) =

i

cn(zr—a)", kde ¢, =

Takové funkce se nazyvaji analytické v bodé a.



