Prednaska 7
Analyticka geometrie v n—rozmérném euklidovském prostoru F,
Osnova pirednasky

. Vzdélenost bodu v F,,, metrika.

. Orientovand tusecka AB , vazané vektory.

. Uhel mezi vazanymi vektory, kosinova véta.
. Paralelni prenos vazanych vektoru.

. Vektorovy prostor V,, volnych vektoru.

. Délka vektoru v € V,,, norma vektoru.

. Skalarni souc¢in ve vektorovém prostoru V.

. Uhel mezi vektory, otrogonalni vektory.
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. Afinni Euklidovsky prostor F,.

—
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. Kartézsky systém soutradnic v E,,.

o
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. Soutadnice vektoru v € V,, vzhledem ke kartezskému systému soutadnic.

—
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. Skalarni soucin a délka vektoru pomoci soutadnic.

—
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. Kartézské souradnice bodu = € E,,.

[
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. Vzdalenost bodu X, Y € FE,, pomoci jejich kartézskych souradnic.
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. k-rozmérna nadrovina L v E, a jeji parametrické rovnice.
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. Parametrické rovnice primky a roviny.

17. Popis (n — 1)-rozmérné nadroviny v E,, pomoci normalového vektoru.
18. Vyjddreni vektoru n, ktery je kolmy na (n — 1) vektort vy, ..., v,_1.
19. Vektorovy soucin vektoru u a v v tfirozmérném prostoru.
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o

. Vlastnosti vektorového souc¢inu u x v.

[\
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. Popis k-rozmérné nadroviny v E, pomoci feSeni soustavy rovnic.

N
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. Normalové vektory a normalové prostory ke k-rozmérné nadrovineé.

23. Vztah mezi parametrickym popisem k-rozmérné nadroviny a jejim popisem pomoci
feSeni soustavy rovnic.

24. Zobrazeni intervalu Z C R do R" jako parametrické rovnice ktivky.
25. Diferencial a derivace zobrazeni f : 7 — R”, kde Z C R.
26. Tecny vektor a rovnice teény ke kiivce v R” dané parametrickymi rovnicemi.

27. Prumérna a okamzita rychlost bodu, zrychleni bodu.



Vétsina matematickych konstrukei, které budeme délat, velmi tizce souvisi s geometrii.
V podstaté budeme popisovat body n-rozmérného prostoru pomoci usporadanych n-tic
redlnych cisel, tj. prvky R", a pfepisovat geometrické vztahy pomoci téchto n—tic. Tento
postup se nazyva analytickd geometrie.

V mnohych oborech se potrebuji takové konstrukce v abstraktnim n-rozmérném pro-
storu. Proto budu na prednasce pouzivat n—rozmérny prostor. Abstraktni matematické
konstrukce, které budeme délat, jsou zobecnénim geometrickych konstrukei v dvou, resp.
trirozmérném euklidovském prostoru Fs, resp. E3. Proto doporucuji, abyste si vSechno
predstavovali v obvyklém tiirozmérném prostoru.

Geometrické vlastnosti euklidovského prostoru F,

Pro kazdé dva body A, B euklidovského prostoru E,, je definovana jejich vzdélenost
d(A, B) € (0,00), kterou v dvou nebo tii rozmérém prostoru muzeme zmérit napiiklad
pravitkem. Vzdélenost bodu A, B € E,, ma nasledujici vlastnosti:

1. pro kazdé A, B € E, je d(A,B) = d(B, A);
2. d(A, B) = 0 préve tehdy, kdyz A = B;
3. pro kazdé tii body A, B, C' € E, plati trojuhelnikovd nerovnost

d(A, B) < d(A,C) +d(C, B).

Poznamka: V matematice se pojem vzdélenosti zobeciiuje na pojem metriky. Metrika na mno-
ziné M je funkce d : M x M — (0,00), kterd ma vlastnosti 1, 2 a 3. Mnozina M, na které je
definovana metrika, se nazyva metricky prostor.

Pro dva body A, B € FE,, definujeme orientovanou usecku z bodu A do bodu B, kterou

oznaéime AB. Pro orientovanou tsecku AB definujeme jeji délku jako vzdalenost bodu
A, B, tj. jako d(A, B).

Je-1i 1@ orientovand usecka z bodu A do bodu
— T =

do bodu C', definujeme jejich soucet AB+ BC' = A
do bodu C.

—
a BC' orientovand usecka z bodu B
jako orientovanou tusecku z bodu A
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Pro orientovanou usecku AB a ¢ € R oznacime c(AB) = AC' orientovanou usecku z
bodu A do bodu C, ktery lezi na piimce dané body A a B a jehoz vzdalenost od bodu
A je |c| d(A, B). Pritom je-li ¢ > 0 lezi bod C' na polopfimce s pocate¢nim bodem A, na
které lezi bod B, kdezto pro ¢ < 0 lezi na opacné poloptimce.

—
Poznéamka: Orientované tsecky AB se Casto nazyvaji vazané vektory. Protoze neni definovan
soucet libovolnych véazanych vektoru, neni tato mnozina vektorovy prostor.

Dalsi geometricky pojem, ktery je definovan v prostoru FE,, je tthel mezi orientovanymi
useckami, které zacinaji ve stejném bodé. Kazdé tii navzijem ruzné body A, B a C
tvori trojuhelnik AABC nebo lezi na jedné primce. Jestlize oznacime délky jeho stran
a =d(B,C), b =d(AC)ac=dA B)a~y € (0,m) thel pii vrcholu C, plati v E,
kosinova véta

> =a*+b* — 2abcosy.



—_— —
kde v se nazyva tihel mezi orientovanymi tseckami CA a C'B.

V euklidovském prostoru je podstatné, ze takové orientované usecky lze paralelné
(rovnobézné) posouvat z bodu do bodu, tj. ze pro kazdy bod C' umime orientovanou tsecku
AB s po_é)éteénl’m bodem A posunout tak, abychom ziskali prave @nu orientovanou
usecku C'D s pocatecnim bodem C', kterd odpovida orientované tisecce AB. Navic paralelni
posunuti neméni délku vazaného vektoru ani thel, ktery sviraji dva vazané vektory, které
Zaéinajl' ve stejném bodé.
zavisi na tom, po jakym zpu_s<>)bem prenasime vektor AB z bodu A do bodu C'. Konkrétneé,
pokud pteneseme vektor AB do bodu C' piimo (po nejkratsi draze) nebo ho nejprve
preneseme do bodu Ca pak z bodu C do bodu C, dostaneme v bodé C stejny vazany
vektor. Tato zdanlivé samoziejma vlastnost paralelniho prenosu neplati napiiklad na ku-
lové plose a vede k tzv. neeuklidovské geometrii.

Paralelni posunuti umoznuje zavést pojem volného vektoru v. To je v podstaté vektor,
ktery odpovida celé mnoziné vazanych vektoru, které ziskame paralelnim posunutim z

—
jednoho daného vazaného vektoru AB. Mnozinu vsech volnych vektoru budeme znaéit V,.

Poznamka. Matematicky se takové ztotoznéni formuluje tak, Ze na mnoziné vézanych vektoru
diﬁnujeme relaci AB ~ CD praveé tehdy, kdyz vazany vektor C'D vznikne z vazaného vektﬂl
AB paralelmm posunutim. Ukazuje se, ze_t)ato relace je reﬂegm tJ_I>)r0 kazdy vazany vektor AB
Je AB ~ ABﬂ)metrlcka t&okuﬂe AB ~ C’D pak je CD ~ AB, a tranzitivni, tj. pokud je
AB ~CD aCD ~ EF, je AB ~ EF. Takové relace se v matematice nazyva relace ekvivalence.
Relace ekvivalence rozdéluje mnozinu v8ech vézanych vektorii na mnozinu t7id ekvivalence, tj.
podmnozin vzijemné ekvivalentnich prvkiu. Tyto tiidy ekvivalence jsou navzijem disjunktni,
tj. pro dvé ti{dy ekvivalence T7 a Ty bud plati 77 = T5 nebo T3 N1y = (. To ndm umoziuje
definovat mnozinu V,,, jejiz prvky jsou tfidy ekvivalence, tzv. volné vektory v.

Mezi prvky prostoru V,, 1ze definovat operaci s¢itani a n_)zisobem’ redlnym cislem. Pres-
néji, jsou-li vi a vy prvky V,,, vybereme vazany vektor AB, ktery patii do tiidy v; a
vazany vektor BC , ktery je prvkem ttidy vs. Soucet téchto vektoru vi + vs je pak tiida,
ktera obsahuje vazany vektor AC = AB + BC'. Podobné definujeme nasobeni realnym
¢islem. Lze ukéazat, Ze tato definice nezavisi na vybéru reprezentantu v; a vs. Navic je
ziejmé, ze vazany vektor AA reprezentuje nulovy vektor 0. S témito operacemi tvoii V,,
vektorovy prostor.

Pro euklidovsky prostor F, je dimenze prostoru V,, tj. pocet linedarné nezavislych
vektoru, které generuji V,,, rovna n.

Protoze paralelni posunuti neméni délku vazaného vektoru, maji vSechny vazané vek-
tory ve tfidé v stejnou délku. Tuto délku oznacéime ||v|| a budeme ji nazyvat délkou
vektoru v. Z vlastnosti 1, 2 a 3 vzdélenosti bodt plyne, ze pro délku vektor ||v|| plati

1. pro kazdé v € V,, je ||v|| > 0. Pfitom z rovnosti ||v|]| = 0 plyne v = 0;

2. prokazdé ve V,aceRjelev| = ||Vl



3. pro kazdé vy, vo € V,, plati trojihelnikova nerovnost

v+ vall < lvall + [Ivall-

Poznamka. Funkce v na vektorovém prostoru V, pro kterou plati 1, 2 a 3, se nazyva norma
vektoru a vektorovy prostor V', na kterém je definovana norma, se nazyva normovany vektorovy
prostor. Jestlize je V normovany vektorovy prostor v normou v, muzeme na V' definovat metriku
d(vi,va) = v(vi — va).

Protoze paralelni posunuti neméni ihel, ktery sviraji dva vazané vektory (J—Zl a C'—B> ,
Ize tento uhel najit mezi volnymi vektory vy a vy z V,,, které témto vektorum odpovidaji.
Pro urceni ihlu mezi vektory ve vektorovém prostoru V,, slouzi operace, ktera se nazyva
skalarni soucin. Skaldrni soucin prifazuje kazdym dvéma vektorum vy, vo € V, redlné
cislo, které budeme znacit v; - vo. Pro toto zobrazeni V,, x V,, — R plati:

1. pro kazdé vy, vo, v3 € V,, a c1, c3 € R je

(C1V1 + CQVQ) "V3 = (Vl : V3) +C2 (V2 : V3) ;

2. pro kazdé vi, vo € V,, je vi - Vo = Vo - Vy;
3. prokazdé ve Vyjev-v=|v|*>0;

4. z rovnosti v - v =0 plyne v = 0.

V euklidovském prostoru F,, je vztahem /v -v = ||v|| definovana délka vektoru v v
—
prostoru V,,, a tedy i délka vazaného vektoru AB, ktery vektor v reprezentuje.
Poznamka. V obecném vektorovém prostoru V', ve kterém je definovan skalarni soucin, plati
nasledujici tzv. Schwarzova, nerovnost.

Véta (Schwarzova nerovnost). Pro kazdé dva vektory vy, vo € V plati nerovnost
Vi - va| < |[lvill [[va] -

Pfitom rovnost nastdva pouze tehdy, kdyz jsou vektory v a vo linedrné zavislé.

DUKAZ: Jestlize jsou vektory vq a vo linedrné zavislé, je bud vo = 0 nebo v; = cvg, kde ¢ € R.

Primym vypocétem se snadno presvédéime, ze v tomto pripadé plati v uvedeném vztahu rovnost.
Necht jsou vektory vy a vy linedrné nezavislé. Z toho plyne, Ze vo # 0 a tedy ||va|| > 0. Pro

kazdé t € R vektor vi — tvy nenulovy. Proto je pro kazdé ¢t € R

F(t) = (V1 — tVQ) . (Vl — tVQ) = HV1H2 — 2t(V1 . V2) + t2HV2H2 > 0.

Pro dané v; a vs je F(t) kladna kvadraticka funkce proménné ¢, kterd nabyva minimum v bodé
to, pro ktery plati

(vi-va)

F,(to) = —2(V1 . VQ) + 2t0HV2H2 =0, tj. ty= HV2H2

Ale v tomto bodé je
(vi-va)’

F(t[)) = ||V1||2 - ||V2||2

>0.



To je pravé uvedend Schwarzova nerovnost.

Ze Schwarzovy nerovnosti plyne v obecném vektorovém prostoru se skalarnim souc¢inem
trojuhelnikova nerovnost
Vi +vall < [[vill + [[vall.-

Abychom uvedeny vztah dokazali, uvazujeme

Vi +val[? = (Vi 4 va) - (vi+v2) = [[vi]® + 2(v1 - va) + [[v2]|* <
2
< vl + 2(vill [[vall + [[vell? = (vl + [Ivall)”,

kde jsme pouzili Schwarzovu nerovnost.

V kazdém vektorovém prostoru V' se skaldrnim sou¢inem definuje vztah ||v|| = /v - v normu.
Obecné nemusi byt norma ve vektorovém prostoru definovana skalarnim soucinem, ale ve vek-
torovém prostoru V,,, ktery odpovidé euklidovskému prostoru FE,,, tomu tak je.

Nyni muzeme dat geometrickou interpretaci skalarniho sou¢inu. Uvazujme dva ne-
nulové vektory v, a v, z prostoru V,,. Necht jsou tyto vektory reprezentovany vazanymi
—

vektory CB a CA. Pak vektor vy —V lze reprezentovat vazanym vektorem BA.V prostoru
E, jsou body A, B a C vrcholy trojuhelnika se stranami a = d(C,B) = |[vi]|, b =
d(C,A) = ||va|| a c =d(B,A) = ||va — v1||. Podle definice skaldrniho sou¢inu plati vztah

= vo—vi|* = (va—vi)- (va—v1) = [[vi]P + V2 = 2(vi - va) = a® + 0> — 2(vy - va) .

Jestlize srovndme tento vztah s kosinovou vétou ¢ = a® + b? — 2ab cosy, kde v je thel v
trojuihelniku pti vrcholu C, dostaneme pro hodnotu skalarniho soucinu vyraz

v Ve = [[vif| [|va[ cos vy,

kde ~ je thel mezi vektory v, a vs. Tohoto vztahu se pouziva pro vypocet thlu mezi
dvémi nenulovymi vektory vy a v, ve V,,, resp. v E,.

Z uvedeného vztahu je zfejmé, ze vektory v a vy jsou kolmé, casto se tika ortogondini,
praveé tehdy, kdyz v - vo = 0.

Na zavér shrneme nase uvahy:
Euklidovsky prostor F, je vlastné dvojice (E,,V,), kde E, je mnozina bodu a V,, je
n-rozmérny vektorovy prostor se skaldrnim soucinem.
Kazdym dvéma bodum A,B € FE, je pritazen pravé jeden vektor v € V,,, konkrétné
vektor, ktery odpovida vazanému vektoru AB.
Kazdému bodu A € FE,, a vektoru v € V,, je pritazen praveé jeden bod B € E,,, konkrétné
bod B takovy, ze vazany vektor AB odpovida vektoru v.
Poznamka. Tato zobrazeni musi mit jisté vlastnosti, které zde nebudeme vypisovat. Jde v pod-

staté o to, abychom pomoci soufadnic mohli pro kazdé dva body A, B € E,, a vektor v € V,,
—
psat AB=(B—-A)eV,aB=A+v.

Poznéamka. S vektorovymi prostory V jste se seznamili na prednasce z linearni algebry. Na rozdil
od vektorového prostoru je euklidovsky prostor E,, vlastné dvojice (E,, V), kde E,, je mnozina
a V,, n-dimenzionalni vektorovy prostor, pro kterou jsou definovana uvedend zobrazeni. V ma-
tematice se struktura takového typu nazyva afinni prostor modelovany vektorovym prostorem



V. Rozdil je v tom, Zze ve vektorovém prostoru je dan specidlni prvek, nulovy vektor 0, kdezto
v afinnim prostoru takovy specidlni prvek neni.

Tedy euklidovsky prostor F, je afinni prostor, ktery je modelovany n-dimenziondlnim vekto-
rovym prostorem se skalarnim soucinem.

Kartézské souradnice v prostoru FE,

Vsechny geometrické pojmy v euklidovském prostoru F, lze formulovat pouze po-
moci uvedenych operaci mezi body prostoru F,, a vektory vektorového prostoru V,,, ktery
moduluje F,. Pfi konkrétnich vypoctech ale potiebujeme popsat tyto objekty pomoci
mnoziny ¢isel. Proto se v téchto prostorech zavadéji souradnice. My budeme pouzivat
nejjednodussi, tzv. kartézsky systém souradnic, ktery nyni zavedeme.

V prostoru E, vybereme bod P, ktery budeme nazyvat pocdtek souradnic. Kazdému
bodu X € E, je pak jednoznacné prifazen vazany vektor PX. Tento vektor je reprezen-
tantem volného vektoru (X — P) =x € V.

V prostoru V,, zvolime bazi, ktera je tvorena jednotkovymi ortogonalnimi vektory ey,
kde k=1, 2, ..., n, kde n = dim V,,. Pro vektory takové baze plati

< _JO pro i#k,
ei.ek_(sik_{l pro i =k.

Zde zavedeny symbol §;; se nazyva Kroneckerovo delta a pomérné ¢asto se pouziva pri
vypoctech.

Kazda takova usporadand mnozina & = (P; €,€e,... ,en) se nazyva kartézskiy sou-
radny systém v E,.

Poznéamka. Slovo kartézsky zde vyjadiuje, ze jsou vektory ey ortonormdlni, tj. navzajem kolmé,
a jednotkové. Obecné lze za systém vektoru ei zvolit libovolnou bézi prostoru V;,, ale v tom

VVVVVV

Protoze vektory ey tvori bazi v prostoru V,,, lze kazdy vektor v € V,, vyjadrit prave
jednim zpusobem ve tvaru

n
V =116 + 1€ + ... + V€, = D> g€y,
k=1

kde vp € R. Redlna cisla vy se nazyvaji souradnice vektoru v € V,, v bazi e;. Pro da-
nou bazi e, prostoru V,, jsme takto dostali zobrazeni V,, — R", které kazdému vektoru
v prifazuje usporadanou n-tici realnych cisel, jeho souradnic. Proto se pro danou bazi
zapisuje vektor v jako

v = (v1,02,...,0,),

kde v, jsou souradnice vektoru v. Vsimnéte si toho, Ze souradnice vektoru béaze jsou v
tomto zapise e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0,...,0,1).

Vyhoda volby kartézského systému soutadnic spo¢iva v tom, ze pro skalarni soucin
vektoru v s vektorem béze e plati

n n
V-er = Zmei e = szézk = Vg .
i=1 i=1



To znamen4, ze souradnice vektoru v jsou kolmé prumeéty vektoru v do sméru ey.

Navic pro skaldrni sou¢in vektoru u = (uy, ug, ..., u,) a v= (vy, vy, ...,v,) dostaneme
n n n n n
u-v= <Zuiei> . <kaek) = D UL € e = D> UUkOix = Y Uk - (1)
i=1 k=1 ik=1 ik=1 k=1
Specialné pro délku vektoru v mame vztah
2 2 - <
[VIF=v-v=>3ve, t |Ivll=4/>Xv,
k=1 k=1

ktery odpovida Pythagorové véte.

Uvazujme pevné dany soutradny systém G = (P; €, ey, ... ,en) v E,. Kazdému bodu

—
X € E, pritadime véazany vektor PX. Tomuto vazanému vektoru odpovida volny vektor
(X — P) = x a volnému vektoru x jeho souradnice z;. Symbolicky lze tuto posloupnost
zobrazeni zapsat jako

—
X—PX—X—-—P=xw+ (r1,29,...,2,) .

Timto zpusobem pro dany soufadny systém & prifadime kazdému bodu X € FE,, uspo-
radanou n-tici realnych ¢isel, tj. prvek prostoru R”, tak zvanych souifadnic bodu X.
Abychom vyjadfili rozdil mezi soufadnicemi bodu X prostoru E,, respektive vazanymi

—
vektory PX a volnymi vektory v, budeme toto ptifazeni symbolicky psat jako

X=x=r,29,...,2,].

Podivame se trochu podrobnéji na geometricky vyznam uvedené konstrukce soutradnic
bodu z hlediska euklidovského prostoru FE,. Volbou bodu P € E, jsme vlastné zvolili
pocéatek souradného systému. Pro samotny bod P je P — P = 0 = (0,0,...,0), tj.
soutadnice pocétku P jsou p = [0,0,...,0]

Volné jednotkové navzajem ortogonalni vektory baze e o_d;zovidaji v prostoru F,
vybéru bodu X = P + e, v E,, takovych ze vazané vektory P Xy, které zac¢inaji v bodé
P jsou jednotkové a navzajem kolmé. Poznamenejme, Ze soutadnice téchto bodu jsou
X =z, =10,...,0,1,0,...,0], kde 1 je pravé na k-tém misté. Vazané vektory P—X;:
urcuji v E, vzadjemné kolmé orientované piimky, které se nazyvaji souradnicové osy. Pro
dany bod X € FE,, pak sestrojime jeho kolmé pruméty na souradnicové osy a soutadnice
x bodu X jsou orientované vzdalenosti téchto prumétu od bodu P, tj. xx > 0, pokud
prumét lezi na poloptimce PX}, s pocatkem v bodé P, a x; < 0 v opacném pripadeé.

Jestlj)e jsou___}X a Y___)dva body v E,, plati pro kazdé P € E, mezi vazanymi vektory
vztah PY = PX +_)>( Y. Jestlize ozna¢ime v = Y — X € V,, vektor, ktery odpovida
vazanému vektoru XY, Ize uvedeny vztah zapsat jako

v=Y-X=Y-P)—(X-P)=y—=.

Tedy jestlize jsou soutadnice bodu X = & = [z1,29,...,2,] a bodu Y = [y1, 92, ..., Yn)
ma vektor v =Y — X soutadnice

v=Y - X=(y1 — 21,2 — Ty ..., Y — Tp) -

7



Podobné dostaneme pro souradnice bodu Y = X + v vztah
Yy = [yl)y%"'ayn] =Tr+v= [$1+U1,I2+U27...,In+vn],

kde © = [x1, %9, ..., z,] jsou souradnice bodu X € E, a v = (v, v,...,v,) jsou sourad-
nice vektoru v € V,.

Vzdalenost bodu X a Y v E, definovali jako délku vazaného vektoru XY. Jestlize
tedy jsou soufadnice bodu X a Y rovny & = [z1,22,...,Z,] & Y = [y1,Y2,---,Yn), j€
vzdalenost téchto bodu dana vztahem

d(X,Y) =Y = X]| =

Poznéamka. Duvod, pro¢ se soufadnice v prostoru F, zavadi pomérné slozitym zpusobem, i kdyz
intuitivni zavedeni soufadnic je z geometrického hlediska zcela ziejmé, je v tom, ze soufadnice
bodu zavisi na volbé soufadného systému &. Uvédomte si, ze bod X € E, je zcela konkrétni
objekt, kdezto jeho soufadnice jsou pouze pomocny pojem. Jestlize ma bod X vzhledem k
soufadnému systému & souradnice € = [z1, 9, ...,x,] a vzhledem k jinému soufadnicovému
systému &’ soutradnice &’ = [z, ), ..., x}], umoziuje uvedend konstrukce najit pomérné jed-
noduse vztah mezi témito dvéma popisy. Pomoci téchto vztahu mezi soufadnicemi v ruznych
kartezskych systémech soutradnic se definuji objekty ruzného typu jako napiiklad skalary, vektory,
tenzory atd.

Linearni utvary v F,

Zatim jsme se zabyvali popisem bodu v euklidovském prostoru E,,. Dalsimi velmi jed-
noduchymi utvary v prostoru F, jsou linearni utvary, tzv. k-rozmérné nadroviny v FE,,.
Ty jsou zobecnéni pojmu piimka a rovina v dvou- nebo tfi-rozmérném prostoru.

Necht je ddn bod A € E, a k linedrné nezavislych vektort vy, vo, ..., vi € V. k-
rozmérnou nadrovinou L, v FE,, ktera prochazi bodem A a je rovnobézna s vektory v;,
1 =1,2, ..., k, nazyvame mnozinu vSech bodu X € E, takovych, ze vektor X — A je

linearni kombinaci vektoru v;.
Toto tvrzeni lze zapsat tak, ze prvek X € FE,, je prvkem nadroviny L, pravé tehdy,
kdyz existuji redlna cisla tq, to, ..., t; takova, ze

k
X—A:V1t1+V2t2+...+thk:Zviti. (2)
=1

Poznamka. 0-rozmérné nadroviny jsou body, jedno-rozmérné nadroviny se nazyvaji primky
a pro 2-rozmérné nadroviny pouzivame, zejména v E3, nédzev roviny.

Rovnice (2) popisuje nadrovinu £ bez ohledu na vybér souradného systému & v E,,.
Jestlize v E,, pevné zvolime soufadny systém & = (P;eq,...,e,) a souradnice bodu A a
vektoru v; jsou v tomto soufadném systému

a:[alaGQa"'7an]7 Vi:<vi,1avi,27"'7vi,n)a 221,2,...,]{?,



déva rovnice (2) pro soufadnice = [zy,...,2,] bodu X nadroviny Ly vztah
k
x—a=>Y vit;, neboli x=a+vit;+valy+ ...+ Vily, t1, ..., tr R, (3)
i=1

nebo ve slozkéach
Ty = Gy + V181 + Voo + .o+ Vol r=1,2,....n, ti,ts, ..., €R.

Rovnice (3) se nazyvaji parametrické rovnice nadroviny.
Specidlné, primka, kterd prochazi bodem A a je rovnobéznd s vektorem v # 0, je
popsana parametrickou rovnici

r=a+vt, teR nebo z.,=a.+v.t, r=12, ..., n,

a rovina, kterd prochazi bodem A a je rovnobézna s linedrné nezavislymi vektory u a v,
ma parametrické rovnice

r=a+us+vt, s;teR, tj. z.=a +us+uvt, r=12 ...,n.

Uvedeme jesté jeden popis nadrovin v E,. Jestlize je v prostoru F, ddno (n — 1)
linearné nezavislych vektoru v;, i = 1, 2, ..., n — 1, existuje, az na nasobek praveé jeden
nenulovy vektor n € V,,, ktery je kolmy na vSechny vektory vi, k= 1,2, ..., n— 1, tj.
pro ktery plati

n-vp=0, k=1,2,...,n—1.

Jestlize je A bod (n — 1)-rozmérné nadroviny £,_; rovnobézné s vektory vy, ..., v,_1, je
pro kazdy bod X € L, 1 vektor X — A linedrni kombinace vektoru v;, a tedy kolmy k
vektoru n. To znamend, Ze plati

n-(X—-A4)=0.

Kazdy takovy vektor n se nazyva normdlovy vektor k nadroviné L£,,_;.
Jestlize ma bod A soufadnice a = [aq, as, ..., a,| a normalovy vektor soufadnice n =
(n1,ns9,...,ny,), plati pro soufadnice & = [x1, X, ..., z,| bodu X nadroviny £,,_; rovnice

n-(z—a)=0, tj. mz—a)+n(zs—a)+...+n,(zn —a,) =0. (4

Pro linedrné nezavislé vektory v, = (v;1,02,...,0p), kde r = 1,2, ..., n — 1, lze
formalné sestrojit vektor n, ktery je na né kolmy pomoci determinantu

€1, €s, et €n
V11, V12, ---, Uin
n=det| Y21, V22, ..., V2n |. (5)
Un—1,15 Un-12, -+, Un—1n



V tifrozmérném prostoru se tato operace nazyva vektorovy soucin vektoru u = (uq, usg, ug)
a v = (v, vz, v3) a budeme jej znacit jako

€] €y €3
u x v=det U1 Uz U3 = ('UQUS — u3vg)e1 + (U3U1 — U,lvg)eg + (ul’Ug — Ug’l)l)eg = (
V1 V2 Us

6)
= (ugv3 — Uzv2, UsVy — U V3, UV — UV ) -

Poznamka: Ve fyzice se v tiirozmérném prostoru pro jednotkové vektory ve sméru souradnych
0s pouziva Casto znaceni

i:elz(l,0,0), j:egz(O,l,O), k263:(0,0,1).

Toto znaceni souvisi s tzv. kvaterniony, s jejichz pomoci muzeme popisovat infinitezimdlni, tj.
”nekoneéné malé”, rotace kolem souradnych os.

Vektorovy soucin ma nasledujici vlastnosti:

1. pro kazdé vektory ua vjeu x v=—v X u;
2. pro kazdé vektory u, vawaa, b€ R je (au+bv) X w=au x w+ bv X w;

3. pro kazdé vektory u a v je ||u x v|| = [|ul| ||v| sina, kde o je thel mezi vektory u
a v, tj. ||u X v|| je obsah rovnobéznika se stranami u a v;

4. pro kazdé vektory u, v a w je
Uy Uz U3

u-(vxw):det V1 Uy U
w1 Wy W3

Toto rovnost geometricky znamena, ze ‘u- (V X W) ‘ je rovna objemu rovnobéznosténu
s hranami u, v a w. Specialné z ni plyne, ze vektor u x v je kolmy na vektory u a v

5. pro kazdé vektory u, v a w je u x (vxw):(u-w)v—(u-v)w.

Je-li v E,, déno k linedarné nezavislych vektoru vy, va, ..., vy, existuje pravé (n — k)
linearné nezavislych vektoru ni, ns, ..., n,_g, které jsou kolmé na kazdy vektor v,
1=1,2, ..., k, tj. pro které plati

n, vy =0, r=12,....,n—k, s=1,2 ..., k.

Jestlize je L k-rozmérna nadrovina v FE,, kterd prochazi bodem A a je rovnobéznd s
vektory vi, vao, ..., Vg, je pro kazdy bod X této nadroviny vektor X — A linearni kombinaci
vektoru vy, va, ..., vi. Proto je kolmy ke kazdému vektorun,, r =1, 2, ..., n—k a body
této nadroviny L, popsat rovnicemi

n-(X—-—A)=0, r=1,2,....,n—k.

Maé-li bod A soutadnice @ = [ay, as, . .., a,] asoutadnice vektoru n,, kder = 1,2,... , n—k,
jsou n, = (n1,N2,...,N,) je nadrovina £ popsana soustavou roviic
n,-(z—a)=0, r=1,...,n—k, (7)
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neboli
ne1(r1 — ar) + npo(re —az) + ...+ npp(z, —a,) =0, r=1,...,n—k.

Geometricky vyznam tohoto popisu je ten, ze k-rozmérnou nadrovinu popisujeme jako
prunik (n — k) ruznych (n — 1)-rozmérnych nadrovin v E,,, které jsou dany rovnicemi (7).

Jestlize je k-rozmérna nadrovina L v E, rovnobéznd s linedrné nezavislymi vektory
Vi, ..., Vi, nazyva se kazdy nenulovy vektor n, ktery je kolmy na vSechny vektory v,
normdlovy vektor k nadroviné Lj. Kazda primka, kterda je rovnobézna s normélovym
vektorem se nazyva normdla k nadroviné Ly. Jestlize bod A lezi v nadroviné Ly, je
normala k nadroviné Ly, kterad prochazi bodem A dana parametrickou rovnici

r=a+nt, tek.

Ke k-rozmérné nadroviné L existuje pravé n — k linedrné nezavislych norméalovych vek-
toru ny, ..., n, . Kazdd (n — k)-rozmérna nadrovina, kterd je rovnobéznd s linedrné
nezavislymi normalovymi vektory se nazyva normélova nadrovina k L. Je-li A dany bod
nadroviny L, jsou parametrické rovnice normalové nadroviny, kterd prochazi bodem A

T=a+nty +ngto+...4+n0, pty p, t1,ta, ...tk €R.

Z predeslych uvah plyne, ze k-rozmérnou nadrovinu Ly, kterd prochazi bodem A a je
rovnobéznd s linedrné nezavislymi vektory vy, ..., v, lze popsat bud pomoci parame-
trickych rovnic

T =a+vity +Volo+ ...+ Vily, ti,ta, ..., €ER (8)
nebo pomoci feseni soustavy linedrnich rovnic
n-(x—a)=0, r=12 ..., n—k, 9)
kde ny, ..., n,_x jsou linedrné nezavislé normalové vektory k nadroviné Ly.
Z vyse uvedenych tivah by mohlo byt ziejmé, Ze parametricky popis nadrovin souvisi
s tecnymi vektory a popis nadroviny pomoci soustavy linedrnich rovnic, tj. jako prunik
(n — 1)-rozmérnych nadrovin, s normélovymi vektory. Pozdéji uvidime, ze tento princip

plati i pro obecné plochy.

Poznamka. Kratce pfipomenu vztah mezi témito dvéma popisy, ktery by mél byt zndm z linearni
algebry. Snadno nahlédneme, Ze linearni rovnici

n1x1 +Noxo + ... +npxy =0, (10)
kde alespon jedno ny # 0, je ddna (n—1)-rozmérnd nadrovina L, 1 v E,, jejiz norméalovy vektor
jen=(ny,ng...,n,) # 0.

Z linearni algebry by mélo byt zndmo, ze obecné feseni & = [x1,x9, ..., 2,] rovnice (10) lze

zapsat ve tvaru
rT=a-+Vv,
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kde a je jedno feseni nehomogenni rovnice (10) a v je obecné feSeni homogenni rovnice
nvy +nove + ...+ npv, =n-v=0. (11)

Je také zndmo, ze mnozina vsech feseni homogenni rovnice (11) tvoii vektorovy prostor. V nasem
piipadé je baze v tomto prostoru tvofena n — 1 linedrné nezavislymi vektory vy, ..., v_1, které
jsou kolmé na normalovy vektor n. Obecné feseni linedrni rovnice (10) tedy je

T=a+viti+voto+...+vy_1tp_1, ti,to, ..., th_1 ER,

coz je parametrickd rovnice (n — 1)-rozmérné nadroviny, ktera je ddna rovnici (10).

Jestlize je nadrovina déna jako feSeni soustavy k linedrnich rovnic

ny101 + Ny + ...+ nypr, = by, n - =by,
N21T1 +N22x2 + ... + N2 Ty = bs , . ny - = by,
tj. ) (12)
NE 121 + Nk 2T2 + ... + Ng Ty = by, ng - = b,
kde ny, ..., ng jsou linearné nezavislé vektory, je jeji obecné feSeni
r=a-+v,

kde a je jedno feseni nehomogenni rovnice (12) a v je obecné feSeni homogenni rovnice

N11V1 +N12V2 4+ ...+ N1V =N -V = 0,

N2,1V1 +N22V2 + ... + N2 pty =N2 -V = 0,
. (13)

Nk,101 + N2V + ... + Ny =N - v=0.

Protoze predpoklddame, ze jsou normalové vektory linearné nezavislé, ma vektorovy prostor
feseni bazi tvorenou (n — k) linedrné nezavislymi vektory vy, ..., v,_ a obecné feseni soustavy
(12) je

r=a+viti +volo+ ...+ Vv itn_r, ti,to, ..., th_r €R,
tj. parametrické rovnice (n — k)-rozmérné nadroviny.

Naopak od parametrického popisu nadroviny (8) prejdeme k jejimu popisu pomoci soustavy

rovnic (9) tak, ze z rovnic (8) vylou¢ime parametry t1, to, ..., tx. To 1ze udélat tak, ze najdeme
(n — k) linedrné nezavislych vektora n,, r = 1, 2, ..., n — k, které jsou kolmé na vektory vy,
s=1,2, ..., k, tj. pro kazdé r a s plati n, - v, = 0. KdyZ napiseme parametrické rovnice (8) ve
tvaru

T —a=vily +valo+...+ viilg,

je ihned vidét, ze pro kazdé r =1, 2, ..., n — k, plati
n,-(x—a)=n, vyt +n,-vata+ ... +n, - vt =0,

coz je soustava rovnic (9), kterd popisuje danou nadrovinu.
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Zobrazeni intervalu Z C R do R" a parametrické rovnice kiivky

Ukazali jsme, ze kdyz zvolime kartezsky systém soutadnic &, 1ze euklidovsky prostor
E,, ztotoznit s prostorem R”, ktery budeme chépat jako vektorovy prostor se skalarnim
souc¢inem, kde pro x = (1,22, ..., %n), Y = (Y1,¥2,---,Yn) a a € R je

X+y=(T1+y1,T2+ Y2, Tn+ Yn), ax = (axy,axsy, . ..,ax,), Xy =Y Ty
i=1

Zobrazeni f : T — R”, kde 7 je interval v R, lze chépat jako zobrazeni intervalu 7
do euklidovského prostoru F,. Pak je kazdému bodu ¢t € 7 pritazen pravé jeden bod
X € E,. Za jistych predpokladi o zobrazeni f jako je napriklad spojitost, muzeme takové
zobrazeni geometricky interpretovat jako parametrické rovnice krivky C v E,,.

Tyto rovnice budeme psat jako

x=1f(t)=x(t), kde teT. (14)
Pomoci soutadnic jsou rovnice (14)

r;=ux;(t), kde teT, i=1,2,...,n.

Definice. Necht je f : 7 — R™ a t vnitini bod mnoziny Z. Pokud existuje A € R" takové,
ze
_|[f(t+h) — £(t) — AR
lim =0,
h—0 h
nazyva se zobrazeni f diferencovatelné v bodé t a linearni vektorova funkce proménné h
definovana jako

(15)

df(t;h) = Ah
se nazyva diferencidl zobrazeni f v bodé t.

f —f
Poznédmka. Z rovnice (15) plyne A = lim w

h—0
Definice. Pokud existuje limita
. ft+A)—f(t) df
(1) — _
£ = fan A Code (®), (16)

nazyva se derivace zobrazeni f(t) v bodeé t.

Podobné jako pro funkci jedné realné proménné plati

Véta. Zobrazeni f : 7 — R" je diferencovatelné v bodé ¢t pravé tehdy, kdyz existuje
derivace f'(t) a jeho diferencidl je

df(t,h) = £(t) h.

Jestlize napiseme (16) pomoci slozek, dostaneme

A) — A) —
£(t) = (iigl()fl(t—i_ A) fl(t)7£1_n®f2(t+ A) fQ(t)""’EL%

= (Fi(t), f5(0), - fu(D)) -

Tedy derivace zobrazeni f : Z — R"™ najdeme tak, ze derivujeme kazdou jeho slozku.

fn(t + A) B fn(t))
A
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Geometricka interpretace derivace zobrazeni intervalu 7 C R do R".

Jestlize zobrazeni x = f(t) = x(t), kde t € (a,b), interpretujeme jako parametrické rovnice
kiivky C C R™ aty € (a,b), lezi body x(ty) a x(to+A) na kiivce C. Pifmka, kterd prochazi
témito body, je rovnobénd s vektorem

X(to —|— A) — X(to)
A

x(to + A) — x(tg) ~

7, geometrického pohledu prejde pro A — 0 tato ptimka v te¢nu ke kiivce C v jejim bodé
xo = X(ty). Proto je vektor

o Xt + 8) — x(to)
A—0 A

— X/(to) (17)

tecny vektor ke krivce C v bodé xq a parametrické rovnice tecény ke kiivee C v tomto bodé
jsou
x = X(to) + x'(to) s, s eR. (18)

Poznamka. Aby byly parametrické rovnice (18) skuteéné parametrické rovnice piimky, musime
predpoklddat, ze je vektor x'(tg) nenulovy. Pokud je x'(¢p) = 0 neznamend to jesté, ze kiivka C
nemd v bodé xy = x(tg) tecnu. Muze se totiz stat, ze kdyz budeme kiivku C popisovat jinymi
parametrickymi rovnicemi, dostaneme v tomto bodé nenulovou derivaci, a tedy nenulovy teény
vektor. Proto se budeme pfi popisu kfivky pomoci parametrickych rovnic x = x(¢) bodum, ve
kterych je x'(t) = 0 vyhybat.

Fvyzikalni interpretace derivace zobrazeni intervalu 7 C R do R".

Budeme-li povazovat proménnou ¢ za ¢as, muzeme interpretovat zobrazeni t — x(t) € R™
jako pohyb bodu X v prostoru E,, ~ R™. Pak jsou x(t), resp. x(t + A), polohy bodu X v
case t, resp. t + A. Vektor
x(t+ A) —x(t)

A
pak interpretujeme jako prumérny vektor rychlosti bodu X v intervalu (¢,¢+ A). Limita
A — 0 pak dava vektor rychlosti bodu X v case t, tj.

T(t,A) =

v(t) = lm x(t+ AA> =x®) _ . (19)

Z podobnych duvodu se ve fyzice interpretuje druhd derivace zobrazeni x(t) v case t
jako zrychleni a(t) bodu X, tj.

a(t)=v'(t) =x"(t).
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