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V této přednášce se zabývat zobrazeńım f : X → Y , kde X ⊂ Rn a Y ⊂ Rk, které
budeme často psát jako y = f(x). Pomoćı souřadnic budeme toto zobrazeńı zapisovat
jako

yr = fr(x) = fr(x1, x2, . . . , xn) , r = 1, 2, . . . , k ,

kde fr(x) = fr(x1, x2, . . . , xn) jsou funkce na množině X, tj. fr : X → R.

Definice limity tohoto zobrazeńı je stejná jako obecná definice limity pomoćı okoĺı
bodu, tj.

Definice. Necht’ je f : X → Y , a hromadný bod množiny X a A ∈ Rk. Když

∀U(A) ∃P (a) ; ∀x ∈ P (a) ∩X je f(x) ∈ U(A) , (1)

tj. ke každému okoĺı bodu A v Rk existuje prstencové okoĺı bodu a v Rn takové, že pro
každé x ∈ P (a) ∩X patř́ı f(x) do U(A), řekneme, že zobrazeńı f má v bodě a limitu A.
Tento výrok zapisujeme jako lim

x→a
f(x) = A.

Protože okoĺı definujeme pomoćı vzdálenosti bod̊u, lze tuto definice zapsat pomoćı ε
a δ jako

Definice. Necht’ je f : X → Y , a hromadný bod množiny X a A ∈ Rk. Když

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀x ∈ X , 0 < d(x, a) < δ je d(
(
f(x),A

)
< ε , (2)

tj. ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ X, pro které je 0 <
d(x, a) < δ, plat́ı d

(
f(x),A

)
< ε, ř́ıkáme, že zobrazeńı f má v bodě a limitu A. Tento

výrok zapisujeme jako lim
x→a

f(x) = A.

Pokud ṕı̌seme f(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
a A = (A1, A2, . . . , Ak), plat́ı následu-

j́ıćı věta.

Věta. lim
x→a

f(x) = A právě tehdy, když lim
x→a

fr(x) = Ar ∈ R pro každé r = 1, 2, . . . , k.

Z předchoźı věty plyne, že abychom našli limitu zobrazeńı f(x) v bodě a, stač́ı naj́ıt
k limit funkćı fr(x) v tomto bodě. Proto se v předášce budeme zabývat hlavně limitami
funkćı f : X → R, kde X ⊂ Rn.

Poznámka. Pro funkce f(x) jsme definovali také nevlastńı limity lim
x→a

f(x) = ±∞. Pokud

poč́ıtáme limitu zobrazeńı f(x) do Rk, kde k ≥ 1, a aspoň jedna limita funkce fr(x) v bodě
a je nevlastńı, limita zobrazeńı f(x) neexistuje.

Uvedeme některé základńı věty, které se použ́ıvaj́ı při výpočtu limit funkce v́ıce pro-
měnných. Abychom neměli zbytečně složité předpoklady, budeme předpokládat, že všech-
ny funkce jsou definovány na společné množině X ⊂ Rn.

Věta. Pokud existuj́ı limity lim
x→a

f(x) = A a lim
x→a

g(x) = B a α, β jsou reálné konstanty,

plat́ı

1. lim
x→a

(
αf(x) + βg(x)

)
= αA + βB;
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2. lim
x→a

(
f(x) · g(x)

)
= A ·B;

3. lim
x→a

f(x)

g(x)
=

A

B
,

pokud jsou výrazy na pravé straně definovány v R∗.

Věta. Pokud v nějakém prstencovém okoĺı bodu a plat́ı nerovnosti f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)
a existuj́ı limity lim

x→a
f(x) = lim

x→a
h(x) = A, existuje také limita lim

x→a
g(x) = A.

Věta. Limita lim
x→a

f(x) = 0 právě tehdy, když lim
x→a

∣∣f(x)
∣∣ = 0.

Limity, podobně jako v př́ıpadě funkćı jedné reálné proměnné poč́ıtáme tak, že některé
základńı limity známe (najdeme je z definice) a složitěǰśı limity pak poč́ıtáme z uvedených
vět.

Př́ıklad. Najděte limitu

lim
[x,y]→[0,0]

(
x + y

)
sin

1

x
· sin 1

y
.

Řešeńı: Funkce, jej́ıž limitu poč́ıtáme je definována v celém R2 s výjimkou př́ımek x = 0
a y = 0. Bod a = [0, 0] je tedy hromadný bod Df . Protože plat́ı nerovnost

0 ≤
∣∣∣(x + y

)
sin

1

x
· sin 1

y

∣∣∣ ≤ |x + y| ≤ |x|+ |y| ,

je uvedená limita rovna nule, protože lim
[x,y]→[0,0]

|x| = lim
[x,y]→[0,0]

|y| = 0.

Při výpočtu neurčitých výraz̊u vznikaj́ı větš́ı problémy než v př́ıpadě limit funkćı
jedné reálné proměnné. Tam totiž platila Cauchyova věta o středńı hodnotě a z ńı plynulo
l’Hospitalovo pravidlo. Ale pro funkce v́ıce reálných proměnných analogická věta neplat́ı.

Daľśı věta je užitečná v tom, že nám umožňuje použ́ıt při výpočtu limity l’Hospitalovo
pravidlo, když v́ıme, že limita existuje, nebo dokázat, že limita neexistuje. Nejprve budeme
definovat limitu zobrazeńı vzhledem k množině M ⊂ X = Df .

Definice. Necht’ je f : X → Y , M ⊂ X , a hromadný bod množiny M a A ∈ Rk. Jestliže

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀x ∈ M , 0 < d(x, a) < δ je d(
(
f(x),A

)
< ε , (3)

tj. ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ M , pro které je 0 < d(x, a) <
δ, plat́ı d

(
f(x),A

)
< ε, ř́ıkáme, že zobrazeńı f má v bodě a vzhledem k množině M limitu

A. Tento výrok zapisujeme jako lim
x→a
x∈M

f(x) = A.

Poznámka. Tato limita se lǐśı od dř́ıve uvedené limity t́ım, že při jej́ım výpočtu uvažujeme
pouze x ∈ M . Pokud je M = X = Df , se souslov́ı “vzhledem k množině M” vynechává.

Věta. Jestliže existuje lim
x→a

f(x) = A, M ⊂ X a a je hromadný bod množiny M , pak

existuje lim
x→a
x∈M

f(x) = A.
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Tato věta se často použ́ıvá k d̊ukazu toho, že limita neexistuje. K tomu stač́ı naj́ıt dvě
podmnožiny množiny X, vzhledem ke kterým má zobrazeńı r̊uzné limity. Za množiny M
se velmi často vyb́ıraj́ı př́ımky nebo polopř́ımky, které procházej́ı bodem a.

Př́ıklad. Ukažte, že limita lim
[x,y]→[0,0]

x2

x2 + y2
neexistuje.

Řešeńı: Když budeme poč́ıtat uvedenou limitu vzhledem k př́ımkám x = 0 a y = 0
dostaneme

lim
[x,y]→[0,0]

x=0

x2

x2 + y2
= lim

y→0

0

0 + y2
= 0 ,

lim
[x,y]→[0,0]

y=0

x2

x2 + y2
= lim

x→0

x2

x2 + 0
= 1 6= 0 .

Může se ovšem stát, že limity funkce jsou si rovny vzhledem ke všem př́ımkám, které
procházej́ı bodem a, ale limita přesto neexistuje.

Př́ıklad. Uvažujme limitu lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2 + y4
. Vzhledem k př́ımkám x = 0 a y = 0 je

lim
[x,y]→[0,0]

x=0

xy2

x2 + y4
= lim

[x,y]→[0,0]
y=0

xy2

x2 + y4
= 0 .

Tedy pokud limita existuje, je rovna nule.
Každou daľśı př́ımku, která procháźı bodem [0, 0] lze zapsat jako y = kx, kde k 6= 0.

Pro limitu vzhledem k př́ımce y = kx dostaneme

lim
[x,y]→[0,0]

y=kx

xy2

x2 + y4
= lim

x→0

k2x3

x2 + k4x4
= lim

x→0

k2x

1 + k4x2
= 0 .

Ale když budeme uvažovat parabolu x = y2, dostaneme

lim
[x,y]→[0,0]

x=y2

xy2

x2 + y4
= lim

y→0

y4

2y4
=

1

2
6= 0 .

Uvedená limita tedy neexistuje.

Poznámka. Dokázat, že existuje limita neurčitého výrazu funkce v́ıce proměnných, je poměrně
pracná úloha. Ukážeme d̊uvody, proč tomu tak je, a aspoň principiálně metodu, jak existenci
limity dokázat.

Vrát́ıme se k definici limity funkce f : X → R, kde X ⊂ Rn. Vzdálenost bodu x od bodu a
v prostoru Rn je definována jako

d(x,a) =

√
n∑

i=1
(xi − ai)2 .
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Mnohdy je výhodné popsat bod x ∈ Rn, x 6= a pomoćı č́ısel r > 0 a směrem z bodu a do bodu
x, tj. jednotkovým vektorem s, pomoćı vztahu

x = a + rs , kde r =

√
n∑

i=1
(xi − ai)2 > 0 , ‖s‖ = 1 . (4)

Např́ıklad v rovině je x1 = a1 + r cos ϕ, x2 = a2 + r sinϕ, kde r > 0 a 0 ≤ ϕ < 2π jsou tzv.
polárńı souřadnice s počátkem v bodě a = (a1, a2).

Pak je

d(x,a) =

√
n∑

i=1
(xi − ai)2 = r

√
n∑

i=1
s2
i = r

a jestliže dosad́ıme za x do funkce f(x) z rovnice (4), dostaneme funkci

F (r, s) = f
(
a + rs

)
.

Podle definice limity muśı platit

∀ε > 0 ∃δ > 0 ; ∀r , 0 < r < δ a ∀s , ‖s‖ = 1 je
∣∣F (r, s)−A

∣∣ < ε . (5)

Každé polopř́ımce P , která vycháźı z bodu a, odpov́ıdá právě jeden směr s. Taková polo-
př́ımka P má parametrickou rovnici x = a+rs, r > 0, kde s je pevně zvolený jednotkový vektor.
Tvrzeńı, že limita funkce f(x) je vzhledem ke každé polopř́ımce s počátkem v bodě a rovna A
znamená, že

∀ε > 0 a ∀s , ‖s‖ = 1 ∃δ > 0 ; ∀r , 0 < r < δ je
∣∣F (r, s)−A

∣∣ < ε . (6)

Tvrzeńı (5) a (6) se lǐśı v tom, že v (6) hledáme δ > 0 k danému ε > 0 a danému směru s, a
tedy δ = δ(ε, s) a v tvrzeńı (5), hledáme δ > 0 k danému ε > 0, tj. δ = δ(ε), tj. δ je stejné pro
všechny směry s.

Limita podle definice (6) se nazývá bodová limita funkce F (r, s) a limita podle definice (5) se
nazývá stejnoměrná limita funkce F (r, s) na množině ‖s‖ = 1. Limita funkce v́ıce proměnných
je právě tato stejnoměrná limita.

Když pro každé r > 0 definujeme funkci

G(r) = sup
‖s‖=1

∣∣F (r, s)−A
∣∣ ,

plat́ı tvrzeńı, že lim
x→a

f(x) = A právě tehdy, když je lim
r→0+

G(r) = 0.

Spojitá zobrazeńı

Nyńı se budeme věnovat limitě složeného zobrazeńı. Je-li f : X → Y a g : Y → Z,
kde X ⊂ Rn, Y ⊂ Rk a Z ⊂ R`, lze definovat zobrazeńı h = g ◦ f : X → Z předpisem

h(x) =
(
g ◦ f

)
(x) = g

(
f(x)

)
.

Necht’ je a hromadný bod množiny X a limita lim
x→a

f(x) = A. Necht’ je A hromadný bod

množiny Y a plat́ı lim
y→A

g(y) = B. Bude nás zaj́ımat, kdy můžeme tvrdit, že plat́ı

lim
x→a

h(x) = lim
x→a

g
(
f(x)

)
= B . (7)
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Protože v definici limity zobrazeńı g(y) se v̊ubec nezaj́ımáme o jeho hodnotu v bodě A,
je jedna z možnost́ı zaručit, že f(x) 6= A. To vede k následuj́ıćı větě.

Věta. Necht’ je lim
x→a

f(x) = A a lim
y→A

g(y) = B. Jestliže existuje prstencové okoĺı P (a)

takové, že pro každé x ∈ P (a) ∩X je f(x) 6= A, pak plat́ı vztah (7).

Jiná možnost je předpokládat, že g(A) = B. To nás vede k definici spojitého zobrazeńı.

Definice. Zobrazeńı f : X → Y se nazývá spojité v bodě a ∈ X právě tehdy, když

∀U
(
f(a)

)
∃V (a) ; ∀x ∈ V (a) ∩X je f(x) ∈ U

(
f(a)

)
,

neboli ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x, pro které je d(x, a) < δ,
plat́ı d

(
f(x), f(a)

)
< ε.

Poznámka. Poznamenejme, že zobrazeńı je spojité v bodě a ∈ X právě tehdy, když je
lim
x→a

f(x) = f(a) nebo když je a izolovaný bod množiny X.

Věta. Necht’ je lim
x→a

f(x) = A a zobrazeńı g(y) je spojité v bodě A. Pak plat́ı

lim
x→a

g
(
f(x)

)
= g

(
lim
x→a

f(x)
)

= g(A) .

Definice. Zobrazeńı f se nazývá spojité na množině M ⊂ X právě tehdy, když je spojité
v každém bodě množiny M . Je-li M = X, ř́ıkáme, že zobrazeńı f je spojité.

Uvedeme ještě několik vět, které plat́ı pro spojitá zobrazeńı.

Věta. Necht’ jsou zobrazeńı f : X → Y a g : Y → Z spojitá. Pak je složené zobrazeńı
h = g ◦ f : X → Z spojité.

Věta. Zobrazeńı f : X → Rk je spojité právě tehdy, když jsou všechny jeho složky
fr : X → R, r = 1, 2, . . . , k, spojité funkce.

Daľśı věta má zásadńı význam při výpočtu maxima a minima spojité funkce.

Věta. Jestliže je funkce f(x) spojitá na kompaktńı, tj. uzavřené a omezeně, množině
X ⊂ Rn, existuj́ı body xmin ,xmax ∈ X takové, že pro každé x ∈ X je

f
(
xmin

)
≤ f

(
x
)
≤ f

(
xmax

)
.

Poznámka. Jiný slovy předcházej́ıćı věta ř́ıká, že každá funkce f(x) spojitá na kompaktńı
množině X má na množině X minimum a maximum.
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Derivace funkce podle vektoru, parciálńı derivace a tečná rovina

Derivace funkce podle vektoru a parciálńı derivace

Necht’ je y = f(x) funkce definovaná na množině X ⊂ Rn, a ∈ X a v je vektor v Rn.
Necht’ existuje δ > 0 takové, že pro všechna |t| < δ je bod x = a + vt ∈ X. Pak je pro
|t| < δ definována funkce

F (t) = f(a + vt) = f
(
a1 + v1t, a2 + v2t, . . . , an + vnt

)
. (8)

Definice. Derivaci funkce F (t), která je definovaná vztahem (8), v bodě t = 0, tj. F ′(0),
nazýváme derivace funkce f(x) podle vektoru v v bodě a a budeme ji značit

f ′v(a) =
∂f

∂v
(a) .

Je-li ‖v‖2 = 1, nazýváme f ′v(a) derivace funkce f(x) ve směru v v bodě a.
Je-li v = ei, kde ei je jednotkový vektor ve směru osy xi, nazývá se f ′ei

(a) parciálńı
derivace funkce f(x) podle proměnné xi v bodě a a budeme ji značit jako

f ′ei
(a) = f ′,i(a) =

∂f

∂xi

(a) .

Poznámka. Jestliže interpretujeme funkci n proměnných f(x) jako n-rozměrnou nadplochu S v
prostoru Rn+1 se souřadnicemi [x, y], jsou parametrické rovnice této nadplochy

xk = xk , k = 1, 2, . . . , n , y = f(x1, x2, . . . , xn) .

Pro dané a ∈ Df lež́ı bod A = [a, f(a)] v této nadploše. Pro daný nenulový vektor v ∈ Rn

sestroj́ıme dvourozměrnou nadplochu P2, tj. rovinu, která procháźı bodem A a je rovnoběžná s
vektory V = (v, 0) a en+1. Pr̊unik roviny P2 s nadplochou S je křivka C, která procháźı bodem
A a jej́ıž parametrické rovnice jsou

x = a + vt , y = f(a + vt) = F (t) , |t| < δ .

Bodu A =
[
a, f(a)

]
odpov́ıdá hodnota parametru t = 0 a tečný vektor ke křivce C v bodě A je

t =
(
v, f ′v(a)

)
.

Protože křivka C lež́ı v nadploše S, muśı být vektor t rovnoběžný s tečnou nadrovinou k nadploše
S v bodě A. Pokud ovšem tečná nadrovina existuje.

Př́ıklad. Najděte derivaci funkce f(x, y) = x2 − xy + y2 podle vektoru v = (2, 1) v bodě
a = [1,−1].

Řešeńı: Funkce F (t) definovaná vztahem (8) je v tomto př́ıpadě

F (t) = f(1 + 2t,−1 + t) = (1 + 2t)2 − (1 + 2t)(−1 + t) + (−1 + t)2 = 3 + 3t + 3t2 .

Protože jej́ı derivace je F ′(t) = 3 + 6t, je

fv(1,−1) = F ′(0) = 3 .
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Podle předcházej́ıćı poznámky je vektor t = (2, 1, 3) tečný vektor k ploše z = x2−xy +y2

v bodě A = [1;−1; 3].

Poznámka. Podle definice je

∂f

∂xi

(a) = lim
h→0

f(a1, . . . , ai−1, ai + h, ai+1, . . . , an)− f(a1, . . . , ai−1, ai, ai+1, . . . , an)

h
.

To znamená, že při výpočtu parciálńı derivace podle proměnné xi polož́ıme nejprve xk =
ak pro k 6= i. T́ım źıskáme funkci jedné proměnné Fi(xi) = f(a1, . . . , ai−1, xi, ai+1, . . . , an),
kterou derivujeme v bodě xi = ai.

Př́ıklad. Najděte obě parciálńı derivace funkce

f(x, y) = x2y + (y − 1) arcsin
(2− x

3 + y

)2

v bodě a = [2, 1].

Řešeńı. Při výpočtu f ′,x(2, 1) sestroj́ıme nejprve funkci F1(x) = f(x, 1) = x2, jej́ıž derivace
v bodě x = 2 je

f ′,x(2, 1) =
dF1(x)

x

∣∣∣
x=2

= 4 ,

a pro výpočet f ′,y(2, 1) sestroj́ıme funkci F2(y) = f(2, y) = 4y, jej́ıž derivace je

f ′,y(2, 1) =
dF2(y)

dy

∣∣∣
y=1

= 4 .

Zat́ım jsme definovali derivaci podle vektoru a parciálńı derivaci funkce y = f(x) v
daném bodě a. Následuj́ıćı definice definuje derivaci podle vektoru a parciálńı derivaci
jako funkci na jisté množině M ⊂ X.

Definice. Necht’ je M ⊂ X množina všech x ∈ X, pro která existuje derivace podle
vektoru v v bodě x. Funkce f ′v : M → R definovaná vztahem y = f ′v(x), se nazývá
derivace podle vektoru v.

Je-li v = ei, nazýváme funkci f ′,i(x) =
∂f

∂xi

(x) parciálńı derivace podle proměnné xi.

Poznámka. Rozd́ıl mezi předchoźımi definicemi je v tom, že derivace v bodě a v prvńı definici
je č́ıslo, kdežto druhá definice definuje funkci, jej́ıž hodnota v bodě x je rovna parciálńı derivaci
podle xi v bodě x.

Protože derivace funkce y = f(x) podle vektoru v a parciálńı derivace jsou definovány
pomoćı derivace funkce jedné reálné proměnné, plat́ı pro ně věty o derivaci součtu, součinu
a pod́ılu, které jsou známy z prvńıho semestru. Nav́ıc plat́ı

Věta. Necht’ je y = f(x) a c ∈ R. Jestliže existuje f ′v(a) existuje také f ′cv(a) a plat́ı

f ′cv(a) = cf ′v(a) .
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Důkaz: Pro výpočet derivace podle vektoru v sestroj́ıme funkce F (f) = f(a+tv) a pro výpočet
derivace podle vektoru cv funkci

F̂ (t) = f(a + ctv) = F (ct) .

Podle věty o derivaci složené funkce je F̂ ′(t) = cF ′(ct), a tedy v bodě t = 0 plat́ı

f ′cv(a) = F̂ ′(0) = cF ′(0) = cf ′v(a) .

Tečná nadrovina ke grafu funkce y = f(x)

Jak jsme se zmı́nili dř́ıve, je pro každý bod a ∈ Df a nenulový vektor v ∈ Rn vektor

t =
(
v, f ′v(a)

)
= v + f ′v(a) en+1

tečný vektor v bodě A =
[
a, f(a)

]
k jisté křivce, která lež́ı v n-rozměrné nadploše S dané

rovnićı y = f(x).
Předpokládejme, že v bodě A =

[
a, f(a)

]
existuje k nadploše S tečná nadrovina. Ta

je určena bodem A a n lineárně nezávislými vektory t1, t2, . . . , tn v Rn+1, které lež́ı v
tečné nadrovině. Předpokládejme, že jsou to např́ıklad vektory

ti =
(
ei, f

′
ei

(a)
)

=
(
ei, f

′
,i(a)

)
= ei + f ′,i(a) en+1 ,

které jsou podle předchoźıho tečné k jistým křivkám, které lež́ı v nadploše S a procházej́ı
bodem

[
a, f(a)

]
∈ S. Př́ımým výpočtem se lze přesvědčit, že vektor

n =
(
f ′,1(a), f ′,2(a), . . . , f ′,n(a),−1

)
=

n∑
i=1

f ′,i(a)ei − en+1

je kolmý na všechny vektory ti, a tedy je to vektor normály k tečné nadrovině. Proto je
rovnice tečné nadroviny

n ·
(
x− a, y − f(a)

)
= 0 , tj.

n∑
i=1

∂f

∂xi

(a) · (xi − ai)− y + f(a) = 0 .

Tedy za předpokladu, že v bodě a existuj́ı parciálńı derivace funkce y = f(x), a že v bodě
[a, f(a)] existuje tečná nadrovina k nadploše S ⊂ Rn+1 definované rovnićı y = f(x), je
jej́ı rovnice

y − f(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) · (xi − ai) . (9)

Poznámka. Nutná podmı́nka k existenci tečné nadroviny je, aby pro každé dva vektory t1 a
t2, které lež́ı v tečné nadrovině, v ńı ležel také vektor t = t1 + t2 (obecněji každá lineárńı
kombinace těchto vektor̊u). Protože pro každé vektory v1 a v2 lež́ı v tečné nadrovině vektory
t1 =

(
v1, f

′
v1

(a)
)

a t2 =
(
v2, f

′
v2

(a)
)
. Tedy muśı v ńı ležet vektor

t1 + t2 =
(
v1 + v2, f

′
v1

(a) + f ′v2
(a)

)
.
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Na druhou stranu v tečné nadrovině lež́ı také vektor

t =
(
v1 + v2, f

′
v1+v2

(a)
)
.

Jestliže srovnáme tyto dva vztahy, zjist́ıme, že nutná podmı́nka pro existenci tečné nadroviny
ke grafu funkce y = f(x) v bodě [a, f(a)] je, aby pro každé v1 a v2 platilo

f ′v1+v2
(a) = f ′v1

(a) + f ′v2
(a) . (10)

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, že tato rovnost obecně neplat́ı.

Př́ıklad. V bodě a = [0, 0] najděte derivace funkce f(x, y) = 3
√

x3 + y3 podle vektor̊u e1 = (1, 0),
e2 = (0, 1) a v = e1 + e2 = (1, 1).
Řešeńı: Podle definice sestroj́ıme pro výpočet jednotlivých derivaci funkce

F1(t) = f(t, 0) = t , F2(t) = f(0, t) = t , F3(t) = f(t, t) = t
3
√

2 .

Z toho dostaneme

f ′e1
(0, 0) = f ′e2

(0, 0) = 1 a f ′v(0, 0) = 3
√

2 6= f ′e1
(0, 0) + f ′e2

(0, 0) = 2 .

Dokonce ani když plat́ı (10) pro každé v1 a v2, nemuśı existovat tečná nadrovina a dokonce
funkce y = f(x) nemuśı být v bodě a ani spojitá.

Př́ıklad. Uvažujme funkci

f(x, y) =
x4y2

x8 + y4
pro [x, y] 6= [0, 0] a f(0, 0) = 0 .

Necht’ je v = (v1, v2) 6= (0, 0). Pak je

F (t) = f(v1t, v2t) =
v4
1v

2
2t

2

v4
2 + v8

1t
4

pro t 6= 0 a F (0) = 0. Podle definice je

F ′(0) = lim
t→0

F (t)− F (0)
t

= lim
t→0

v4
1v

2
2t

v4
2 + v8

1t
4

= 0

(Pro v2 = 0 je funkce rovna nule a pro v2 6= 0 je to zřejmé).
Tedy pro každé v1 a v2 plat́ı (10), ale protože

lim
[x,y]→0

x=0

x4y2

x8 + y4
= 0 , lim

[x,y]→[0,0]

y=x2

x4y2

x8 + y4
= lim

x→0

x8

x8 + x8
=

1
2
6= 0 ,

neńı tato funkce v bodě [0, 0] ani spojitá.
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