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Limita a spojitost zobrazeni,
derivace podle vektoru a parcialni derivace
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. Véty o limitach funkce vice proménnych.
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. Vztah limity zobrazeni a limity zobrazeni vzhledem k mnozineé.
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Pifklad  lim —7—.
(z,y)—(0,0) 27 + Y
Limita funkce vice proménnych jako stejnomérna limita.
Limita slozeného zobrazeni.
Zobrazeni spojité v bodé.
Zobrazeni spojité na mnoziné M C R".
Funkce spojitda na kompaktni mnoziné.
Derivace funkce podle vektoru a ve sméru.
Parcidlni derivace.
Derivace podle vektoru a tecny vektor ke grafu funkce.
Derivace funkce f(z,y) = 2? — xy + y? podle vektoru v = (2,1) v bodé a = [1; —1].
Vypocet parcidlnich derivaci.
Véty o derivacich podle vektoru.

Parcidlni derivace a tecnd rovina ke grafu funkce.

Piiklad z = /23 + y® v bodé a = [0;0].

Priklad: f(z,y) = s pro (z,y) # (0,0) a f(0,0) = 0.
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V této piedndsce se zabyvat zobrazenim f : X — Y, kde X C R" a Y C R*, které
budeme casto psat jako y = f(x). Pomoci souradnic budeme toto zobrazeni zapisovat
jako

yr:fr(x):fr(xlax%"'?xn)a 7”:1,2,...,k,
kde f.(x) = f.(x1,22,...,z,) jsou funkce na mnoziné X, tj. f.: X — R.

Definice limity tohoto zobrazeni je stejnd jako obecnda definice limity pomoci okoli
bodu, tj.

Definice. Necht je f : X — Y, a hromadny bod mnoziny X a A € R*. Kdyz

VU(A)3JP(a); Vxe Pla)n X je f(x) e U(A), (1)

tj. ke kazdému okoli bodu A v R* existuje prstencové okoli bodu a v R” takové, Ze pro
kazdé x € P(a) N X patif f(x) do U(A), fekneme, ze zobrazeni f ma v bodé a limitu A.
Tento vyrok zapisujeme jako lim f(x) = A.

Protoze okoli definujeme pomoci vzdalenosti bodu, lze tuto definice zapsat pomoci &
a 0 jako

Definice. Necht je f : X — Y, a hromadny bod mnoziny X a A € R*. Kdyz
Ve>030>0; Vxe X, 0<d(x,a)<d je d((f(x),A)<5, (2)

tj. ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé x € X, pro které je 0 <
d(x,a) < 8, plati d(f(x),A) < e, ifkdme, Ze zobrazeni f ma v bodé a limitu A. Tento
vyrok zapisujeme jako lim f(x) = A.

X—a

Pokud piSeme f(x) = (f1(x), f2(X), ..., fu(x)) a A = (A1, Ay, ..., Ax), plati ndsledu-
jici véta.
Véta. lim f(x) = A praveé tehdy, kdyz lim f,(x) = A, € Rprokazdé r =1,2, ..., k.

X—a

Z predchozi véty plyne, ze abychom nasli limitu zobrazeni f(x) v bodé a, staci najit
k limit funkci f.(x) v tomto bodé. Proto se v preddsce budeme zabyvat hlavné limitami
funkcei f: X — R, kde X C R".

Poznamka. Pro funkce f(x) jsme definovali také nevlastni limity lim f(x) = Zoo. Pokud
X—a

poéitdme limitu zobrazeni f(x) do R¥, kde k& > 1, a aspon jedna limita funkce f,(x) v bodé
a je nevlastni, limita zobrazeni f(x) neexistuje.

Uvedeme nékteré zakladni véty, které se pouzivaji pii vypoctu limit funkce vice pro-
meénnych. Abychom neméli zbytecéné slozité predpoklady, budeme predpokladat, ze vSech-
ny funkce jsou definovany na spolecné mnoziné X C R".

Véta. Pokud existuji limity lim f(x) = A a lim g(x) = B a «a, 3 jsou redlné konstanty,

plati
1. ii{)r;(af(x)—i-ﬁg(X)) =aA+ (B;



2. lim(f(x)-g(x)) =A-B;

LS A
3. lim =L =2
xoag(x) B

pokud jsou vyrazy na pravé strané definovany v R*.

Véta. Pokud v néjakém prstencovém okoli bodu a plati nerovnosti f(x) < g(x) < h(x)
a existuji limity lim f(x) = lim h(x) = A, existuje také limita lim g(x) = A.

X—a

Véta. Limita lim f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz lim‘f(x)| =0.

Limity, podobné jako v pripadé funkei jedné redlné proménné pocitame tak, ze nékteré
zékladni limity zndme (najdeme je z definice) a slozitéjsi limity pak pocitdme z uvedenych
veét.

Piiklad. Najdéte limitu
lim (x + y) sin 1 - sin 1
[ —[0,0] r oy
RESEN{: Funkce, jejiz limitu poéitdme je definovéna v celém R? s v¥jimkou pifmek z = 0
ay=0. Bod a=[0,0] je tedy hromadny bod D;. Protoze plati nerovnost

1 1
Og‘(x—i—y)smg-sm;‘§|x+y\§’5€|+|y|;

je uvedend limita rovna nule, protoze lim |z| = lim |y| =0.
[2,y]—[0,0] [2,y]—[0,0]
Pii vypoctu neurcitych vyrazu vznikaji vétsi problémy nez v ptipadé limit funkci
jedné redlné proménné. Tam totiz platila Cauchyova véta o stiedni hodnoté a z ni plynulo
I’Hospitalovo pravidlo. Ale pro funkce vice realnych proménnych analogicka véta neplati.

Dalsi véta je uziteéna v tom, ze ndm umoznuje pouzit pii vypoctu limity 1’'Hospitalovo
pravidlo, kdyz vime, ze limita existuje, nebo dokézat, ze limita neexistuje. Nejprve budeme
definovat limitu zobrazeni vzhledem k mnoziné M C X = Dy.

Definice. Necht je f : X — Y, M C X ,a hromadny bod mnoziny M a A € R¥. Jestlize
Ve>036>0; Vxe M, 0<dx,a)<d je d((f(x),A) <e, (3)

tj. ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé x € M, pro které je 0 < d(x,a) <
0, plati d(f(x), A) < g, fikdme, Ze zobrazeni f ma v bodé a vzhledem k mnoziné M limitu
A. Tento vyrok zapisujeme jako lim f(x) =A.

xeM

Poznamka. Tato limita se lisi od diive uvedené limity tim, ze pii jejim vypoctu uvazujeme
pouze x € M. Pokud je M = X = Dy, se souslovi “vzhledem k mnoziné M” vynechéava.

Véta. Jestlize existuje lim f(x) = A, M C X a a je hromadny bod mnoziny M, pak

X—a
existuje lim f(x) = A.
X—a
xeM



Tato véta se casto pouziva k dukazu toho, ze limita neexistuje. K tomu staci najit dve
podmnoziny mnoziny X, vzhledem ke kterym mé& zobrazeni ruzné limity. Za mnoziny M
se velmi ¢asto vybiraji pifimky nebo poloptimky, které prochazeji bodem a.

2

Priklad. Ukazte, ze limita lim L neexistuje.
[ey]—[0,0] 22 + y?

RESENT: Kdyz budeme pocitat uvedenou limitu vzhledem k pifmkdm z = 0 a y = 0
dostaneme

: z? . 0

lim ———— = lim =0,
woi=o0] 22 +y2 =0 0+ y?

2 2

. x , x

lim — = lim =1+#0.
wul—l00) % + Y2 2=0 22 +0

=

Muze se ovsem stat, ze limity funkce jsou si rovny vzhledem ke vsem primkam, které

prochazeji bodem a, ale limita presto neexistuje.
2

Priklad. Uvazujme limitu  lim

waof00] 22 + 7+ Vzhledem k primkdm z =0 a y =0 je
x,y]—1[0,0] T y

x> x>

im = lim ———=0.
(wal—[0.0] 2 + y* lal=(0.0] 22 + y?
P =

Tedy pokud limita existuje, je rovna nule.
Kazdou dalsi piimku, kterd prochazi bodem [0, 0] lze zapsat jako y = kz, kde k # 0.
Pro limitu vzhledem k piimce y = kx dostaneme

y x1y? " k223 _ k2x

im ——=Ilm————=Ilm-——— =

walo00) g2 +yt 2022 4 kit 201+ kia?
Y=RT

Ale kdyz budeme uvazovat parabolu x = 2, dostaneme

ill'y2 ) y4

lim ——— =1lim=— == #
e 2 4 4
[2:41—~10.0] +y y—0 2y 2

z=y
Uvedena limita tedy neexistuje.

Poznamka. Dokézat, Ze existuje limita neurc¢itého vyrazu funkce vice proménnych, je pomérné
pracné uloha. Ukdzeme duvody, pro¢ tomu tak je, a aspon principidlné metodu, jak existenci
limity dokézat.

Vratime se k definici limity funkce f : X — R, kde X C R™. Vzdalenost bodu x od bodu a

v prostoru R” je definovana jako
n
d(x,a) = (x; —a;)?.
i=1



Mnohdy je vyhodné popsat bod x € R", x # a pomoci &isel » > 0 a smérem z bodu a do bodu
x, tj. jednotkovym vektorem s, pomoci vztahu

n
x=a+rs, kde r= /> (x;—a;)?2>0, |s||=1. (4)
i=1

Napriklad v roviné je 1 = a1 +rcosy, xo = as + rsinp, kde r > 0 a 0 < ¢ < 27 jsou tzv.
poldrni soutadnice s poc¢atkem v bodé a = (a1, asz).

Pak je
d(x,a) = |3 (wi —ai)> =ry[32sf =7
=1 =1

a jestlize dosadime za x do funkce f(x) z rovnice (4), dostaneme funkci
F(r,s) = f(a+rs).
Podle definice limity musi platit
Ve>036>0;Vr,0<r<d a Vs, |s|=1 je ‘F(r,s)—A| <e. (5)

Kazdé polopiimce P, ktera vychéazi z bodu a, odpovidé pravé jeden smér s. Takova polo-
piimka P m4a parametrickou rovnici x = a+rs, r > 0, kde s je pevné zvoleny jednotkovy vektor.
Tvrzeni, ze limita funkce f(x) je vzhledem ke kazdé polopiimce s poc¢dtkem v bodé a rovna A
znamena, ze

Ve>0 a Vs, [s|=136>0;Vr,0<r <4 je |F(r;s)—A| <e. (6)

Tvrzeni (5) a (6) se lisi v tom, ze v (6) hledame 6 > 0 k danému £ > 0 a danému sméru s, a
tedy d = d(e,s) a v tvrzeni (5), hleddme § > 0 k danému ¢ > 0, tj. § = d(¢), tj. J je stejné pro
v8echny sméry s.

Limita podle definice (6) se nazyva bodovd limita funkce F(r,s) a limita podle definice (5) se
nazyvé stejnomérnd limita funkce F'(r,s) na mnoziné ||s|| = 1. Limita funkce vice proménnych
je pravé tato stejnomérnd limita.

Kdyz pro kazdé r > 0 definujeme funkci

G(r) = sup |F(r,s) — A
lIsfl=1

)

plati tvrzeni, ze lim f(x) = A pravé tehdy, kdyz je lir(r)l G(r) = 0.
r—04

X—a
Spojita zobrazeni

Nyni se budeme vénovat limité slozeného zobrazeni. Je-lif: X — Y ag:Y — 7,
kde X CR", Y C R¥ a Z C R, lze definovat zobrazeni h = g o f : X — Z predpisem

h(x) = (g o f) (x) = g(f(x)) )

Necht je a hromadny bod mnoziny X a limita lim f(x) = A. Necht je A hromadny bod

X—a

mnoziny Y a plati 1in}x g(y) = B. Bude nés zajimat, kdy muzeme tvrdit, ze plati
y—)

lim h(x) = lim g(f(x)) = B. (7)

X—a X—a
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Protoze v definici limity zobrazeni g(y) se viibec nezajimame o jeho hodnotu v bodé A,
je jedna z moznosti zarucit, ze f(x) # A. To vede k nésledujici véteé.

Véta. Necht je lim f(x) = A a lirrjlX g(y) = B. Jestlize existuje prstencové okoli P(a)
X—a y—
takové, ze pro kazdé x € P(a) N X je f(x) # A, pak plati vztah (7).

Jind moznost je predpoklddat, ze g(A) = B. To nés vede k definici spojitého zobrazeni.

Definice. Zobrazeni f : X — Y se nazyva spojité v bodé a € X praveé tehdy, kdyz
VU (f(a)) IV(a); Vx e V(a)NX je f(x) € U(f(a)),

neboli ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kazdé x, pro které je d(x,a) < 4,
plati d(f(x),f(a)) <e.

Poznamka. Poznamenejme, ze zobrazeni je spojité v bodé a € X pravé tehdy, kdyz je
lim f(x) = f(a) nebo kdyz je a izolovany bod mnoziny X.

Véta. Necht je lim f(x) = A a zobrazeni g(y) je spojité v bodé A. Pak plati

X—a

lim g (f(x)) = g(lim f(x)> —g(A).

X—a (x—»a

Definice. Zobrazeni f se nazyva spojité na mnoziné M C X pravé tehdy, kdyz je spojité
v kazdém bodé mnoziny M. Je-li M = X, tikame, ze zobrazeni f je spojité.
Uvedeme jesté nekolik vét, které plati pro spojita zobrazeni.

Véta. Necht jsou zobrazeni f : X — Y a g :Y — Z spojitd. Pak je slozené zobrazeni
h=gof: X — Z spojité.

Véta. Zobrazeni f : X — R* je spojité pravé tehdy, kdyz jsou vsechny jeho slozky
fr X =R r=1, 2, ..., k, spojité funkce.
Dalsi véta ma zasadni vyznam pii vypoc¢tu maxima a minima spojité funkce.
Véta. Jestlize je funkce f(x) spojitd na kompaktni, tj. uzaviené a omezené, mnoziné
X C R, existuji body Xpin , Xmax € X takové, ze pro kazdé x € X je
f(Xmin) < f(X) < f(xmax> .

Poznamka. Jiny slovy predchazejici véta 1ika, ze kazda funkce f(x) spojita na kompaktni
mnoziné X m4 na mnoziné X minimum a maximum.



Derivace funkce podle vektoru, parcialni derivace a teéna rovina
Derivace funkce podle vektoru a parcialni derivace

Necht je y = f(x) funkce definovand na mnoziné X C R"”, a € X a v je vektor v R™.
Necht existuje § > 0 takové, ze pro vSechna |t| < § je bod x = a + vt € X. Pak je pro
|t| < ¢ definovéna funkce

F(t) = fla+vt) = f(a1 + v1t, as +vgt7...,an+vnt). (8)

Definice. Derivaci funkce F(t), kterd je definovana vztahem (8), v bodé ¢t = 0, tj. F’(0),
nazyvame derivace funkce f(x) podle vektoru v v bodé a a budeme ji znagit

fi(a) = 2 (a).

Je-li |[v]]? = 1, nazyvame f!(a) derivace funkce f(x) ve sméru v v bodé a.
Je-li v = ey, kde e; je jednotkovy vektor ve sméru osy z;, nazyva se f, (a) parcidlni
derivace funkce f(x) podle proménné x; v bodé a a budeme ji znacit jako

@) = fifa) = 7 (@),

Poznamka. Jestlize interpretujeme funkci n proménnych f(x) jako n-rozmérnou nadplochu S v
prostoru R™"*! se soufadnicemi [x,y], jsou parametrické rovnice této nadplochy

r=xr, k=1,2,...,n, y=f(z1,22,...,2).

Pro dané a € Dy lezi bod A = [a, f(a)] v této nadplose. Pro dany nenulovy vektor v € R"
sestrojime dvourozmérnou nadplochu Ps, tj. rovinu, ktera prochazi bodem A a je rovnobéznid s
vektory V = (v,0) a e,41. Prunik roviny Ps s nadplochou S je kiivka C, ktera prochazi bodem
A a jejiz parametrické rovnice jsou

x=a+vt, y=fla+vt)=F(t), |t] < 6.
Bodu A = [a, f(a)] odpovida hodnota parametru ¢t = 0 a teény vektor ke kiivce C v bodé A je
t=(v,fy(a).

Protoze kiivka C lezi v nadplose S, musi byt vektor t rovnobézny s te¢nou nadrovinou k nadploge
S v bodé A. Pokud ovSem teénd nadrovina existuje.

Priklad. Najdéte derivaci funkce f(z,y) = 22 — zy + y* podle vektoru v = (2,1) v bodé
a=[1,-1].
RESEN{: Funkce F(t) definovand vztahem (8) je v tomto pifpadé

F(t)=f(1+2t,—14t)=(1+2t)> = (1+2t)(-14+1t) + (-1 +1)> =3+ 3t + 3¢>.
Protoze jeji derivace je F'(t) = 3 + 6t, je

foll,—1) = F'(0) = 3.
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Podle piedchdzejici pozndmky je vektor t = (2,1, 3) tecny vektor k plose z = 2% — zy +°
v bodé A = [1;—1;3].

Poznamka. Podle definice je

of -~ flay, a1, a0+ hyai, . an) — flag, o Gl Gy iy - Gy)
(a) = lim :
6% h—0 h

To znamena, ze pti vypoctu parcidlni derivace podle proménné x; polozime nejprve x; =
ar pro k # i. Tim ziskdme funkeci jedné proménné Fi(z;) = f(ay, ..., a1, i Qis1y -+ ),
kterou derivujeme v bodé x; = a;.

Priklad. Najdéte obé parcidlni derivace funkce

f(z,y) =2’y + (y — 1) arcsi <2_ZE>2
T,y) =1 — 1) arcsin
) Yy \y 34y
v bodé a = [2,1].
RESEN{. Pii vipoctu f7.(2,1) sestrojime nejprve funkei Fy(z) = f(x, 1) = 22, jejiz derivace

v bodé x =2 je
dFl(I')

X

f,/x(27 1) -
a pro vypocet f' (2,1) sestrojime funkci Fy(y) = f(2,y) = 4y, jejiz derivace je

=4,

r=2

dF2(y>
dy

£(2,1) =

y=1

Zatim jsme definovali derivaci podle vektoru a parcidlni derivaci funkce y = f(x) v
daném bodé a. Nasledujici definice definuje derivaci podle vektoru a parcidlni derivaci
jako funkci na jisté mnoziné M C X.

Definice. Necht je M C X mnozZina vsech x € X, pro kterd existuje derivace podle
vektoru v v bodé x. Funkce f, : M — R definovana vztahem y = f,(x), se nazyva
derivace podle vektoru v.

Je-li v = e;, nazyvame funkci f’(x) = (x) parcidlnd derivace podle proménné x;.

(9@-
Poznéamka. Rozdil mezi predchozimi definicemi je v tom, Ze derivace v bodé a v prvni definici
je ¢islo, kdezto druhd definice definuje funkci, jejiz hodnota v bodé x je rovna parcidlni derivaci
podle z; v bodé x.

Protoze derivace funkce y = f(x) podle vektoru v a parcidlni derivace jsou definovény
pomoci derivace funkce jedné realné proménné, plati pro né véty o derivaci souc¢tu, souc¢inu
a podilu, které jsou znamy z prvniho semestru. Navic plati

Véta. Necht je y = f(x) a ¢ € R. Jestlize existuje f/(a) existuje také f’ (a) a plati

fev(@) = cfi(a).



DUKAZ: Pro vypocet derivace podle vektoru v sestrojime funkce F(f) = f(a+tv) a pro vypocet
derivace podle vektoru cv funkci

F(t) = f(a+ ctv) = F(ct) .
Podle véty o derivaci slozené funkce je F'(t) = cF'(ct), a tedy v bodé t = 0 plati

fiu(a) = F'(0) = cF'(0) = cfi(a).

Teéna nadrovina ke grafu funkce y = f(x)

Jak jsme se zminili diive, je pro kazdy bod a € Dy a nenulovy vektor v € R" vektor

t=(v.fv(a) =v+ fi(a)enn

tecny vektor v bodé A = [a, f(a)] k jisté kiivce, kterd lez{ v n-rozmérné nadplose S dané
rovnici y = f(x).

Predpokladejme, ze v bodé A = [a, f (a)] existuje k nadplose S tecnd nadrovina. Ta
je uréena bodem A a n linedrné nezdvislymi vektory t;, to, ..., t, v R*"! které lezi v
tecné nadroviné. Predpokladejme, Ze jsou to naptiklad vektory

t; = (e;, f1,()) = (e, f4(a)) = & + fi(a) ensr

které jsou podle predchoziho tecné k jistym krivkam, které lezi v nadplose S a prochazeji
bodem [a, f (a)} € §. Piimym vypoctem se lze presveédcit, ze vektor

n

n-= (f,/1<a)7 f,,2(a)7 tr f,,n(a>’ _1) - foi(a)ei — €511

=1

je kolmy na vSechny vektory t;, a tedy je to vektor normaly k tecné nadroviné. Proto je
rovnice tecné nadroviny

n-(x—ay—f(a)=0, tj. X7—(a) (w—a)—y+fla)=0.

Tedy za predpokladu, ze v bodé a existuji parcidlni derivace funkce y = f(x), a ze v bodé
[a, f(a)] existuje tetnd nadrovina k nadplose S C R™*! definované rovnici y = f(x), je
jeji rovnice

n af

y—f(a>=28xi (a) - (v — a;). (9)

=1

Poznamka. Nutnd podminka k existenci tecné nadroviny je, aby pro kazdé dva vektory t; a
to, které lezi v tecné nadroviné, v ni lezel také vektor t = t; + to (obecnéji kazdd linedrni
kombinace téchto vektoru). Protoze pro kazdé vektory vi a vg lezi v te¢né nadroviné vektory
t1 = (v1, f},(a)) a ty = (va, f{,(a)). Tedy musi v nf lezet vektor

t1+to = (Vi +va, fi, () + fi,(a)).



Na druhou stranu v teé¢né nadroviné lezi také vektor

t= (v1 + va, f\/11+vQ(a)) :

Jestlize srovname tyto dva vztahy, zjistime, Ze nutnd podminka pro existenci te¢né nadroviny
ke grafu funkce y = f(x) v bodé [a, f(a)] je, aby pro kazdé v; a vy platilo

f\//1+V2(a) = f\/’1 (a) + f\IIQ(a) . (]‘0)
Nasledujici ptiklad ukazuje, ze tato rovnost obecné neplati.

Piiklad. V bodé a = [0, 0] najdéte derivace funkce f(x,y) = /2% + y3 podle vektoru e; = (1,0),
ex=(0,1)av=e;+e=(11).
RESENI{: Podle definice sestrojime pro vypocet jednotlivych derivaci funkce

Fit) = f(0) = ¢, Folt)=f(0.6) =t,  Fy(t) = f(t,1) = tV/2.
7 toho dostaneme

F6,(0,0) = £,(0,0) =1 a fo(0,0) = V2 # ££,(0,0) + fe,(0,0) = 2.

Dokonce ani kdyz plati (10) pro kazdé v; a vg, nemusi existovat te¢na nadrovina a dokonce
funkce y = f(x) nemusi byt v bodé a ani spojita.

Piiklad. Uvazujme funkei

1‘42

f(%y)zm

pro [z, y] #[0,0]  a f(0,0)=0.

Necht je v = (v1,v2) # (0,0). Pak je

vivit?
F(t) = tovot) = — L 27
( ) f(Ul » U2 ) vg —}—v%t‘*
pro t # 0 a F(0) = 0. Podle definice je
Ft)—F 13t
F(0) = tim 2O = FO) o vied

=0 t T t=0vh + oSt

(Pro vy = 0 je funkce rovna nule a pro ve # 0 je to zifejmé).
Tedy pro kazdé vy a vy plati (10), ale protoze
4,2 oy? 8 1

T . . T

im 8y4:0, lim 5 4:11mﬁ:f750,
[e.3] 0 T +y [e.y]=100] 2% 4y z—0 2° + 2
r= y=x

neni tato funkce v bodé [0, 0] ani spojita.
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