Prednaska 9
Diferencovatelné funkce a jejich vlastnosti
Osnova prednasky

. Linearni aproximace funkce vice proménnych.

. Funkce diferencovatelnd v bodeé.

. Diferencial funkce.

. Tecnd rovina ke grafu funkce y = f(x).

. Diferencovatelné zobrazeni a jeho diferencial.

. Diferenical zobrazeni a diferencialy jeho slozek.
. Derivace podle vektoru diferencovatelné funkce.

. Vyjadreni diferenicalu a teé¢né roviny pomoci parcialnich derivaci.

© 00 N O Otk W N =

. Gradient diferencovatelné funkce.

[y
o

. Vyjadreni derivace podle vektoru pomoci gradientu.

[t
[t

. Derivace zobrazeni.

-
N

. Spojitost diferencovatelného zobrazeni.

[y
w

. Algebraické operace s diferencovatelnymi funkcemi a jejich diferencialy.

[t
S

. Konvexni mnozina a analogie Lagrangeovy véty pro funkci vice proménnych.

. Diferenciél slozeného zobrazeni.

_
[=2 I |

. Parcidlni derivace slozené funkce.

—
IN|

. Priklad na parcialni derivace slozené funkce.
. Existence diferencidlu funkce.

. Zobrazeni tiidy C}(M).

-
© 0o

Diferencial funkce

Diferencialni pocet je zalozen na tom, ze graf dané funkce y = f(x) nahrazujeme v
okoli bodu A = [a, f(a)] jednodussimi plochami, v prvnim ptiblizenim te¢nou nadrovinou.
Proto jsou dulezité funkce, pro jejichz graf existuje tecnd nadrovina v libovolném bodé
[x, f(x)], kde x € X = Dy.

Obecnd n-rozmérna nadrovina v R"*! kterd prochézi bodem [a, f(a)] a jejiz normdla
neni kolm4 na vektor e, 1, ma rovnici

y— f(a) = z< ), (1)

kde ¢; jsou realna ¢isla. Z téchto nadrovin budeme vybirat tu, ktera s jistém smyslu nejlépe
nahrazuje graf funkce y = f(x) v okoli bodu [a, f(a)].

1



Rozdil mezi hodnotou funkce f(x) a hodnotou, kterou dostaneme v bodé x, kdyz
nahradime graf funkce nadrovinou (1), je

n=F(x) - f(a) - 2<x —a).

Jestlize pfesuneme pocatek souradnic do bodu [a, f(a)] a nové souradnice ve sméru os e;,
1=1,2, ..., n, oznacime h; a ve sméru osy e, jako Ay, tj. zavedeme proménné

hi=Ax; =x;—a;, i=1,2,...,n, Ay =y — f(a),
je rovnice nadroviny (1)
i=1 i=1

a odchylka n je

k) = fa+ )~ f(@) ~ Y= flat ) - fa) - c-b. )
kde c - h je skalarni soucin vektoru ¢ = (c1,¢a,...,¢,) a h = (hy, ha, ..., hy).

Nase snaha bude zvolit vektor c, tj. ¢isla ¢;, tak, aby absolutni hodnota funkce 7(a, h)
byla pro mala ||h]| co nejmensi.
Budeme postupovat analogicky jako v piipadé funkce jedné proménné, tj. n = 1. Tam
jea=a,h=ha
n(a, h) = fla+h)—f(a) —ch.

7 této rovnice plyne pro h # 0 vztah

\n(r;f)\ _ )f(a+h)—hf(a)—ch‘ _ ’ﬂﬁhi)l_f(a) . (3)

Aby byla ptimka Ay = ch, tj. y — f(a) = c¢(z — a), tecna ke grafu funkce y = f(z) v bodé
[a, f(a)] museli jsme zvolit

c= f'(a) = lim flath) = fla) neboli  lim M =0.

h—0 h ’ h—0 ‘ h‘

Proto budeme pro funkci n proménnych po vektoru ¢ pozadovat, aby platilo

b (4)

lim ———
h—0  [[h]]

Definice. Necht je ddna funkce f : X — R, X C R", a bod a € X°. Jestlize existuji
redlnd ¢isla ¢y, ca, ..., ¢, takovd, ze pro funkci n(a, h) definovanou vztahem (2) plati (4),
fikdme, ze funkce y = f(x) je diferencovatelnd v bodé a.

Je-li funkce f = f(x) diferencovatelnd v bodé a a ¢ = (¢y, ¢a, . . ., ¢,,) takové, ze plati (4),
nazyvame linearni funkci n proménnych h = (hy, ha, ..., h,), definovanou vztahem

df(ah) = Yoeh; = ¢ - h (5)
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diferencidl funkce y = f(x) v bodé a.

Definice. Jestlize ma funkce y = f(x) v bodé a diferencidl (5), nazyvé se nadrovina s
rovnici

y—fla)= ;Cz(% — a;) (6)
teénd nadrovina ke grafu funkce y = f(x) v bodé A = [a, f(a)].

Poznamka. Diferencidl funkce se ¢asto pouziva k nahrazeni funkce y = f(x) v okoli bodu a
linedrni funkci. Jestlize oznac¢ime Ay = Af = f(x) — f(a) rozdil (diferenci) hodnoty funkce v
bodé x a v bodé a a Ax; = x; — a; rozdil (diferenci) hodnot nezavisle proménné, pouziva se,
napi. pfi odhadu chyby méfeni ve fyzice, pro konetné diference vztah

Ay =Af= > cAx;,

=1

kde ¢; jsou redld cisla v diferencidlu (5). Samotny diferencidl pak vznikd uvedenym limitnim
prechodem, ve kterém se formalné nahradi kone¢né diference Ay a Ax; jejich infinitezimalnimi
analogiemi dy a dz;. Proto se ¢asto proziva pro diferencidl funkce y = f(x) znaceni

dy = > ¢;dx;.
i=1

Pozdéji uvidime pocetni vyhody tohoto znaceni.

Poznamka. Kdyz srovndme definici diferencidlu (5) a tec¢né nadroviny (6), vidime, ze se jednd
o tytéz objekty. Vztah pro diferencidl je vlastné rovnice te¢né nadroviny v soufadnicich df =
y—f(a) ahi:dxi::ﬂi—ai.

Podobné lze definovat diferenciél zobrazeni F : X — R, kde X C R™. Je-li a € X°
sestrojime pro “mald” h zobrazeni

n(a,h) =F(a+h) —F(a) — Ch,

kde C je matice typu k x n. V soutadnicich 1ze tuto rovnici zapsat ve tvaru

ni(a,h) = Fi(a+h) — Fy(a) — > Cjh;.
j=1

Definice. Jestlize existuje matice C takova, ze

L ()]

=0,
h—0 |[h]l

nazyva se zobrazeni y = F(x) diferencovatelné v bodé a a linedrni zobrazeni proménné h
definované vztahem

dF(a,h) = Ch

diferencidl zobrazeni y = F(x) v bodé a.



Véta. Zobrazeni y = F(x) je diferencovatelné v bodé a pravé tehdy, kdyz jsou vsechny
jeho slozky diferencovatelné funkce v bodé a a plati

dF(a,h) = (dFi(a,h),dFy(a,h),...,dF;(a,h)) .

Poznamka. Diferencidly, které jsme definovali vysSe, se nazyvaji dpiné nebo totdlni diferencidly.
To souvisi s tim, ze jsme vektor h € R”, o ktery jsme se posouvali z daného bodu a zvolili tak,
abychom dostali celé okoli U(a) bodu a € X°. Proto jsme méli n linedrné nezavislych posunuti.
Je ale mozné vybrat podprostor V' C R" dimenze r a pozadovat, aby byl vektor h € V. Pak
mame pouze 7 linedrné nezavislych posunuti a dostavame tzv. parcidlni diferencidly.

Dale se definuji diferencialy funkce vzhledem k mnoziné M C X. Pfi jejich definici se pozaduje,
aby a € M a uvazuji se pouze takové posunuti h, pro kterd je a+h € M.

Nésledujici véta ukazuje souvislost diferencidlu funkce y = f(x) s derivacemi funkce
podle vektoru, specialné s parcidlnimi derivacemi.

Véta. Je-li funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a, existuje jeji derivace v bodé a
podle kazdého vektoru v a plati

fi(a) = df(a,v) = z (7)

n
DUKAZ. Jestlize m4d funkce y = f(x) v bodé a diferencidl df(a,h) = > c;h;, je
i=1

@+ b~ f(a)— Seih
lim =1

=0.
h—0 |Ih|

Pro v = 0 je tvrzeni (7) trivialni. Necht je v # 0. Pak je také limita vzhledem k mnoziné h = tv

fath) ~ fla) ~ Yah|  |fa+tv) = fla) = Sem

li =1 =0.
b ]| 10 DI
h=tv

Tedy plati

lim f(a * tV) — f(a) — Zn:civi =0.
t—0 t i=1
Ale to znamen4, Ze
- i=1

Jestlize v této vété zvolime v = e;, dostaneme

0
o) = fila) = o (@) =c.




Tedy pokud existuje diferencial funkce y = f(x) v bodé a, existuji jeji parcidlni derivace
v bodé a a plati

_ 9/
df(a,h) = 1:213331‘ (a) h; . (8)
Specidlné rovnice tecné roviny jsou
_ 9/
y— () = L5t () - (i~ ).

Definice. Necht je funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a. Pak vektor

grad f(a) = (f1(a), fa(a),..., fi(a)) (9)
nazyvame gradient funkce f(x) v bodé a.

Pomoci gradientu lze diferenciél funkce f(x) v bodé a zapsat jako skaldrni soucin

df(a,h) = (grad f(a)) -h

a vztah (7) pro derivaci funkce f(x) podle vektoru v v bodé a jako

f(a) = (grad f(a)) - v.

Poznamka. Abychom vysvétlili znaceni a ndzvoslovi, které se v matematice obvykle pouzivé,
vratime se na chvili k funkci jedné redlné proménné y = f(x). Pro ni je diferencidl v bodé a
definovan jako linedrni zobrazeni R — R (graf je piimka, kterd prochazi poc¢atkem)

df(a,h) = ch,

kde pro redlné ¢islo ¢ plati
L fat ) fla) — ]
im =0.
h—0 |h|

Cislo ¢, pomoci kterého je linedrnf zobrazeni d f(a, h) = ch definovano, tj. smérnice pifmky, jsme
nazvali derivace funkce f(z) v bodé a a oznacili ¢ = f’(a), tj. psali jsme

df(a,h) = f'(a)h.

Pro zobrazeni F : R® — R* jsme postupovali podobné. Nejprve jsme definovali diferencial
zobrazeni F(x) v bodé a jako linedrni zobrazeni

dF(a,h) = Ch,

kde matice C ma vyse zminéné vlastnosti a urcuje toto linedrni zobrazeni. V analogii s funkci
jedné redlné proménné se ozna¢i C = F’(a), tj. diferenciél se zapise ve tvaru

dF(a,h) = F'(a)h

a matice F'(a) se nazve derivace zobrazeni F(x) v bodé a.



Naptiklad derivace funkce n proménnych f(x) v bodé a je vektor

f'(a) = (fi(a), fa(@), ..., fl(a)) = grad f(a).
Pro zobrazeni F(x) = (Fi(x), F2,(x),..., Fi(x)), kde x € R™ je derivace F'(a) matice typu

k x n se slozkami

(F/(a))z.j:gx‘(a)7 i=1,2,...,k, 7=1,2,...,n.
J

Zatim jsme definovali diferencidl funkce nebo zobrazeni v bodé a. Podobné jako pro
derivace podle vektoru v bodech, kde existuje diferencial, definujeme linedrni zobrazeni v
proménné h = dx, které se také nazyva diferencial.

Definice. Necht je f: X — R a M C X C R". Jestlize je funkce f(x) diferencovatelnd,
v kazdém bodé mnoziny M, tikdme, ze je diferencovatelnd na mnoziné M.

Vlastnosti diferencovatelnych funkci

Véta. Jestlize je funkce y = f(x) diferencovatelnd v bodé a, je v tomto bodé spojita.

DUKAZ: Protoze je funkce y = f(x) diferencovatelna v bodé a, existuji konstanty cy, ¢, ..., ¢,
takové, ze

noo . n(ah)
flath) = fla) = gehi=nlab) a g S =

Pak je ale také }llin% n(a,h) =0, a proto

m)(f(ﬁh)—f( )) - hm(EcJL +(a, h)) 0.

h—0

To ale znamend, ze funkce y = f(x) je spojitd v bodé a.

Disledek. Je-li zobrazeni f : X — R* diferencovatelné na mnoziné M C X C R", je na
mnoziné M spojité.

Pro algebraické operace mezi diferencovatelnymi funkcemi plati podobné vztahy jako
pro derivace funkce jedné realné proménné. Presnéji plati nasledujici véta:

Véta. Necht jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné v bodé a a a € R je konstanta.
Pak jsou v bodé a diferencovatelné funkce af(x), (f +g)(x) = f(x) +g(x), (f-9)(x) =

f(x) - g(x) aje-li g(a) # 0 také funkce (g) (x) = ggg a plati
d(af)(a,

d(f +9)(a,
d(f - 9)(a
(

1L

df(a,h),

f(a,h) +dg(a, h),

(a)-df(a,h)+ f(a) -dg(a, h),

g(a)-df(ah) — f(a)-dg(a, h)
9*(a) '

o)
d
gla

)

h)
h)
h)
h)



Jestlize rozepiseme zapis zobrazeni pomoci slozek, plyne z tvrzeni této véty:

Véta. Necht jsou f(x) a g(x) zobrazeni z R" do R¥ diferencovatelna v bodé a a a(x) je
funkce diferencovatelnd v bodé a. Pak jsou v bodé a diferencovatelnd zobrazeni (of) (x) =
a(x) f(x), (f+g)(x) = f(x) + g(x) a skaldrn{ souéin zobrazeni f(x) a g(x)

k

(f-g)(x) =f(x) g(x) = 3 fir(x) g:(x)

a plati -
f(a)da(a,h) + a(a)df(a,h),
d(f + g)( h) = df(a h) +dg(a,h),
(df(a, h))-g(a) + f(a) - (dg(a, h)).

Pro diferencovatelné funkce vice redlnych proménnych plati nékterd (ne vSechna) tvrzeni,
kterd jsou analogickd vétam o diferencovatelnych funkcich jedné realné proménné. Uvedeme
napiiklad vétu, kterd je analogickd Lagrangeové vété o stiedni hodnoté. K tomu budeme potie-
bovat definici tzv. konvexni mnoziny.

Definice. Mnozina M C R" se nazyva konvexni pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva body A a B
z mnoziny M lezi v M celd tsecka AB, tj.

Vx,y €M a Vt€(0,1) je z=x+ (y—x)t=(1—t)x+tye M.

Véta. Necht je funkce f(x) diferencovatelnd na oteviené konvexn{ mnoziné M C R™. Pak pro
kazdé dva body a, b € M existuje bod ¢ € M takovy, ze
f(b) = f(a) = df(e,b —a) = 3= ==(c) (bi — ai) . (10)

=1

DUKAZ. ProtoZe je mnozina M konvexni, leZ{ pro kazdé dva body a, b € M cel4 tisecka x(t) = a+(b—a)t,
€ (0, 1), v mnoziné M. Protoze je funkce f(x) diferencovatelnd v M, existuje pro kazdé x € M derivace

funkce f(x) podle libovolného vektoru v a je rovna f,(x) =df(x,v) = Zf’l(x) v;
i=1

Uvazujme funkce F(t) = f(a + (b — a)t) jedné promeénné t € (0,1). Podle pfedpokladu je funkce
F(t) spojitd na intervalu (0, 1) a mé derivaci F”(t) v kazdém bodé ¢ € (0,1), kterd je podle definice rovna
derivaci funkce f(x) v bodé (1 — t)a + tb podle vektoru v = b — a. Podle Lagrangeovy véty o stfedni
hodnoté existuje 7 € (0,1) takové, ze F(1) — F(0) = F'(r). Kdyz pfepiseme tuto rovnost pomoci funkce
f(x) a oznaéime ¢ = (1 — 7)a+ 7b € M, dostaneme

6) = f(2) = fy-ofe) = df(eb —a) = 32 2 (0) (0 - ).

Dusledek. Je-li funkce f(x) diferencovatelna na oteviené konvexni mnoziné M C R™ a vSechny
jeji parcidlni derivace jsou na M rovny nule, je funkce f(x) na mnoziné M konstantni.
DUKAZ. Necht je a € M. Podle piedchézejici véty pro kazdé x € M existuje ¢ € M takové, Ze
of
fx) = fla) = Z (c) (s —a;) =0,

181‘1

/ (c) = 0. To ale znamen4, ze pro kazdé x € M je f(x) = f(a), tj. funkce f(x) je konstantni.
X

protoze je

Poznamka. Uvedena véta plati i za obecnéjsich predpokladi o mnoziné M, ale my se tim zabyvat
nebudeme.



Diferencial a parcialni derivace slozené funkce

Z predeslych vztahu lze nahlédnout, ze pro diferencialy funkci nebo 1épe feceno zob-
razeni, plati vztahy, které jsou formalné podobné vztahum znamym pro derivaci funkce
jedné redlné proménné. Jesteé 1épe tato souvislost vynikne ve nasledujici vété o diferencialu
slozeného zobrazeni.

Véta. Nechf je F : R® — R™ diferencovatelné zobrazeni v bodé a a G : R™ — RF
diferencovatelné zobrazeni v bodé b = F(a). Pak je slozené zobrazeni H = GoF : R" —
R¥ (definované vztahem H(x) = G(F(x))) diferencovatelné v bodé a a plati

dH(a,h) = dG(F(a),dF(a,h)). (11)

Jestlize budeme psat
dG(b,k) = G'(b)k, dF(a,h) =F'(a)h,

muzeme vztah pro diferenciél slozené funkce (11) zapsat ve tvaru

dH(a,h) = G/(F(a)) F'(a)h. (12)
Pokud si jesté uvedomime, ze dH(a, h) = H'(a) h, lze vztah (12) zapsat ve tvaru

H'(a)h = G/'(F(a)) F'(a) h,
ktery plati pro kazdé h. Ale z toho plyne, ze musi pro derivace platit vztah

H'(a) = G'(F(a) F'(a) (13)

ktery je podobny znamému vztahu pro derivaci slozené funkce jedné realné proménné
znamy. Ale uvédomte si, ze v piipadé funkei vice proménnych jsou derivace matice.

Poznadmka. Tato véta ukazuje, pro¢ je vyhodné pouzivat misto proménné h znaceni h = dx
neboli ve slozkdch h; = dz;. Jestlize totiz oznac¢ime y = F(x) a z = G(y), dostaneme

dz=G'(y)dy a dy=F'(x)dx

a diferenciél slozeného zobrazeni (12) ziskdme prosté dosazenim za dy.
Ve slozkach maji tyto vztahy tvar

™ G, (y) n OF;(x)

dZS: dr a d?":

dmi )

a tedy
n o 0G(y) OF.(x)

dzs =

dz; , s=1,2,..., k.

Velmi ¢asto se pouziva pro diferencial slozeného zobrazeni zkraceny zapis

nomoQze Oy,
dzs = — dux;, =1,2,..., k,
woE SRR




a rovnost (13) pro parcialni derivaci slozeného zobrazeni se pise jako

07z, m Jzs OY,

oz; =210y, Ox;’

s=1,2,...,k, i=12 ....n.

DUKAZ VETY: Protoze je zobrazeni F diferencovatelné v bodé a, existuji konstanty c,; takové,
ze pro kazdé r =1, 2, ..., m je

e (a,h)|

n
F.(a+h)—F.(a) = > cihi +n(a,h), lim =0
1=1

h—0  [/h]]

a protoze je zobrazeni G diferencovatelné v bodé b = F(a), existuji konstanty ds, takové, ze
pro kazdé s =1,2, ..., k je

Ui s(b,k
Gs(b + k) — Gs(b) = strkr + Xs(b; k) I llln(l) |X|(|kH)’ = 0 .
r=1 -
Pak pro H = G o F pomoci téchto vztaht dostaneme
H(a+h) - H(a) = G(F(a+h)) — G(F(a)) =
= G(F(a) + Ch+n(a,h)) — G(F(a)) =
= G(b + Ch + n(a, h)) - G(b) =
= D(Ch+n(a,h)) + x(b,Ch +n(a,h)) =
= DCh + Dn(a,h)) + x(b, Ch + n(a, h)).
Uvedena véta pak bude dokdzéana, pokud ukazeme, ze pro kazdé s =1, 2, ..., k je

> dsrmr(a, h) + xs (ba Ch + n(a, h))
r=1

lim =0.
h—0 [

) L B /N ER | B L
Protoze pro kazdé r =1, 2, ..., m plati }1111% W = 0, je limita prvniho ¢lenu rovna nule.
Zbyva ukazat, ze pro kazdé s =1, 2, ..., k je

b,Ch + ,h

o 1 n(ah)| _

h—0 Ikl

; L s k)]
Protoze pro kazdé s plati &m}) W = 0, jsou funkce
xs(b, k)|
—_ pro k#0,
0 pro k=0

spojité v bodé k = 0. Hledana limita pak je

HCh + n(a, h)H _g
[l ’

i |xs(b,Ch + n(a,h))|

bt ] = Jim| . (Ch+ n(a,)| -



protoze funkce U4(k) je spojita v bodé k = 0, ¥4(0) = 0, llin})(Ch +n(a,h)) = 0 a funkce

|ch m zﬁa, DI e v okl bodu b = 0 omezen.

Specialni ptripad této véty dostaneme, je-li zobrazeni G funkce. V takovém pripadé
se vétsinou pouziva trochu jiné znaceni. Aby nenastaly zmatky, prepiseme tvrzeni véty v
obvyklejsim znaceni.

Jestlize lze funkci f(x) vyjadiit ve tvaru

kde y = y(x) je diferencovatelné zobrazeni z R™ do R¥ a F(y) je diferencovatelna funkce
k proménnych, jednd se o tzv. slozenou funkci. Podle (12) plati pro jeji diferenciél

df(x) = F'(y(x)) - dy(x) = F'(y(x)) - ¥'(x) dx. (14)

Ve slozkovém zapisu je

flxy, 20, ) = F(yl(xl,...,xn),yg(atl,...,xn),...,yk(:vl,...,xn)),
kde
Yr = Yr(T1, T2y ..., T) r=12, ..., k,

a rovnost (14) ma tvar

af =2 yar = 3 3208

=1 % r=11i=1

o (v() 52 )

Ale protoze jsou v této rovnosti vSechny proménné dz; nezavislé, musi pro kazdé i =
1, 2, ..., n platit vztah
of
(x) =

0:61- r

() 2 (). (15)

k OF
=1 ayr

To je vztah pro parcidlni derivace slozené funkce. Uvedeme jej jesté ve formé véty.

Véta. Nechf je F(y) diferencovatelnd funkce v bodé b € R¥ a y = y(x) diferencova-
telné zobrazeni v bodé a € R™ a b = y(a). Pak je slozend funkce f(x) = F(y(x))
diferencovatelnd v bodé a a pro jeji parcidlni derivace plati (15).

Poznémka: V prostoru R? se misto proménnych z; asto pouzivaji proménné x = 1,
Yy = x9 a z = x3. Pro funkce y, = y,(x) z predchazejici véty se pak ¢asto pouziva oznaceni
U=1Y,V=1»Y2 a2 W=Ys, t.]

v=u(r,y,2), v=v(ry.2),  w=w(@yz2).

Piiklad. Necht je f(z,y,2) = F(z2 + y? + 22, ﬁ), kde F'(u,v) je diferencovatelnd funkce.
z

Najdéte hodnotu vyrazu

0 0
ac(y2 + z2) a—i — y(x2 + z2) 8£

— z(a:2 — y2) gﬁ ? (16)
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RESEN{: Oznaéme .
u:x2+y2+22 a v:—y.
z
Pak je f(z,y,z) = F(u(m,y, z),v(:v,y,z)). Podle vztahu pro parcidlni derivaci slozené funkce
(15) je

of OF Oou  OF v OF y OF

Oz 8u8x+8v8x x8u+z€9v’
of _OF du OF v 8F+x8F

Ay ou Oy + v oy
g OF Ou N 8£ @ OF xy OF
0z Oou 0z Ov 0z “ou 2 ou

Po dosazeni do vyrazu (16) dostaneme

a po upraveé zjistime, ze

(2x2(y2 +22) — 2% (22 + 22) — 22%(2? — y2)) (275%-
+(fcy(yQ +2%) _ayl? 42t | ay(a? - 3/2>)5F —0
z z z Ov '

Existence diferencialu, zobrazeni tiidy C,(M)

Z predchoziho vime, ze pokud existuje diferenciél funkce f(x) v bodé a, 1ze jej vyjadrit
pomoci parcialnich derivaci ve tvaru

df(a,h) =

Z O (a) s (17)

=10
Problém ale je, jak zjistit, ze diferenciél funkce f(x) v bodé a existuje, tj. jak ukazat, ze

fla+h)— f(a) - ;’Zf;@ h

lim = 0. (18)
h—0 I

Tato limita je typu (Q) a jak jsme vidéli v jedné z predchozich prednéskach, neni jeji
vypocet zrovna jednoduchy. Nasledujici véta udava predpoklady o parcialnich derivacich,
které zarucujici existenci diferencialu, a je jedna z dulezitych vét diferencialniho poctu.
Proto uveduhlavni myslenky jejtho dukazu (dukazy se nezkousi).
Véta. Necht m4 funkce f(x) v okoli bodu a parcilni derivace, které jsou spojité v bodé
a. Pak je funkce f(x) diferencovatelna v bodé a.

Musime ukézat, ze za uvedenych predpokladu plati (18). Nejprve ukdzeme néasledujici po-
mocnou vétu:

Lemma. Necht mé funkce f(x) na mnoziné

M = (a1 —e1,a1 + 1) X (ag —€9,a2 + €2) X ... X (an — €n,an +€p)

11



vSechny parcidln{ derivace. Pak pro kazdé b € M existuji body ¢M), ¢® ... ¢ e M takové,
ze

() (b — as) - (19)

Poznamka. Na rozdil od podobné véty, kterou jsme uvedli vyse, v Lemmatu nepredpokladdme,
ze je funkce f(x) diferencovatelna na mnoziné M a parcialni derivace v (19) se na rozdil od (10)
berou ruznych bodech ¢®.

DUKAZ LEMMATU. Necht a = (a1, as,...,a,) ab = (b1, ba,...,by).

Necht je ¢; = (b1, as,...,a,) € M. Protoze je funkce F(t) = f( c1 —a ),
podle predpokladu spojitd a pro ¢ € (0,1) ma derivaci F'(t) = f/ (a+ (c1 — a)t) (61 — al)
existuje podle Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté 7 € (0,1) takové, ze F(1) = F(0) = F'(m),
neboli

fle) - ) = 2L () (by - an).

8931
kde C(l) =a-+ (C1 — a)ﬁ = ((1 — Tl)al 4+ mby,as9,as, ... ,an) e M.
Necht je ¢y = (bl,bg,ag, ce ,an) € M. Podobnou tvahou se ukéze, ze existuje 7o € (0,1)

takové, ze pro bod ¢@ = (bl, (1 —19)ag + mba,as, ..., an) € M plati

Fe2) = flen) = 2L (@) (b — a)

8952
Jestlize budeme v této konstrukci pokracovat, sestrojime pro kazdé k =1, 2, ..., n body ¢, =
b1y b1, by g1, - an) ae® = (by, . b1, (1= 7)) ak + Tkbg, g, - -, an), (0, 1), pro

které plati 5
flew) = fler1) = () (b — ).

A protoze ¢y = a a ¢, = b, dostaneme se¢tenim téchto rovnosti dokazovany vztah.

DUKAzZ VETY. Protoze podle piedpokladi véty existuji parcialni derivace v jistém okoli bodu a,
1ze pouzit pii dukazu véty vysledku uvedeného Lemmatu. Pak pro dostateéné mald ||h|| existuji
body ¢® takové, ze

flab) - @ - 3 2L @n = 35 (L) - 2L @)

Rl
[h|

Tvrzeni véty plyne z toho, zZe < 1, pro kazdé ¢ je hr% ¢ = a a spojitosti parcidlnich

derivaci v bodé a.

Z uvedené véty plyne, ze kdyz mé funkce f(x) na oteviené mnoziné M spojité parcidlni
derivace, je na M diferencovatelna. Protoze se predpoklad spojitosti parcialnich derivaci
vyskytuje casto, zavadi se pro takové funkce specialni pojmenovani.

Definice. Jestlize méd zobrazeni f(x) na oteviené mnoziné M C R™ spojité parcidlni
derivace, tj. vSechny jeho slozky f.(x) maji na mnoziné M spojité parcidlni derivace,
nazyva se zobrazeni tridy C; na mnoziné M. Mnozina vSech zobrazeni tiidy C; na mnoziné

M se obvykle znaci Cy(M).

Plati tedy néasledujici véta.

Véta. Je-li zobrazeni f(x) € C1(M), je na mnoziné M diferencovatelné.
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Poznamka. Spojitd zobrazeni na oteviené mnoziné M C R" se nazyvaji zobrazeni tiidy Cy na
mnoziné M a znaci se Cy(M). Protoze zobrazeni f(x) € C1(M) je diferencovatelné, je také
spojité, plati inkluze Cy (M) C Co(M).

Na zavér této predndsky uvedeme jesté jednu vétu, kterd je dusledkem uvedeného Lemmatu.

Véta. Jestlize ma funkce f(x) v néjakém okoli bodu a parcidlni derivace, které jsou spojité v
bodé a, pak existuje okoli bodu a, ve kterém je funkce f(x) spojita.

DUKAZ. Protoze piedpokldddme, Ze parcidlni derivace jsou spojité v bodé a, jsou v jistém okoli
Us(a) omezené. Necht je x € Us(a). Pak existuje € > 0 takové, ze krychle K se sttedem v bodé
x a hranami délky 2e, které jsou rovnobézné se souradnicovymi osami lezi v Us(a). Pro kazdé
y € K existuji podle Lemmatu body ¢ € K takové, ze

A protoze ¢® € K, jsou vSechny parcidlni derivace (c(i)) omezené. Ale z toho plyne, Ze

Jim (f(y) = f(x)) =0.

T
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