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7. Derivace podle vektoru diferencovatelné funkce.
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12. Spojitost diferencovatelného zobrazeńı.
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Diferenciál funkce

Diferenciálńı počet je založen na tom, že graf dané funkce y = f(x) nahrazujeme v
okoĺı bodu A = [a, f(a)] jednodušš́ımi plochami, v prvńım přibĺıžeńım tečnou nadrovinou.
Proto jsou d̊uležité funkce, pro jejichž graf existuje tečná nadrovina v libovolném bodě
[x, f(x)], kde x ∈ X = Df .

Obecná n–rozměrná nadrovina v Rn+1, která procháźı bodem [a, f(a)] a jej́ıž normála
neńı kolmá na vektor en+1, má rovnici

y − f(a) =
n∑

i=1

ci(xi − ai) , (1)

kde ci jsou reálná č́ısla. Z těchto nadrovin budeme vyb́ırat tu, která s jistém smyslu nejlépe
nahrazuje graf funkce y = f(x) v okoĺı bodu [a, f(a)].
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Rozd́ıl mezi hodnotou funkce f(x) a hodnotou, kterou dostaneme v bodě x, když
nahrad́ıme graf funkce nadrovinou (1), je

η = f(x)− f(a)−
n∑

i=1

ci(xi − ai) .

Jestliže přesuneme počátek souřadnic do bodu [a, f(a)] a nové souřadnice ve směru os ei,
i = 1, 2, . . . , n, označ́ıme hi a ve směru osy en+1 jako ∆y, tj. zavedeme proměnné

hi = ∆xi = xi − ai , i = 1, 2, . . . , n , ∆y = y − f(a) ,

je rovnice nadroviny (1)

∆y =
n∑

i=1

ci∆xi =
n∑

i=1

cihi

a odchylka η je

η(a,h) = f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1

cihi = f(a + h)− f(a)− c · h , (2)

kde c · h je skalárńı součin vektor̊u c = (c1, c2, . . . , cn) a h = (h1, h2, . . . , hn).

Naše snaha bude zvolit vektor c, tj. č́ısla ci, tak, aby absolutńı hodnota funkce η(a,h)
byla pro malá ‖h‖ co nejmenš́ı.

Budeme postupovat analogicky jako v př́ıpadě funkce jedné proměnné, tj. n = 1. Tam
je a = a, h = h a

η(a, h) = f(a + h)− f(a)− ch .

Z této rovnice plyne pro h 6= 0 vztah∣∣η(a, h)
∣∣

|h|
=

∣∣∣f(a + h)− f(a)− ch

h

∣∣∣ =
∣∣∣f(a + h)− f(a)

h
− c

∣∣∣ . (3)

Aby byla př́ımka ∆y = ch, tj. y− f(a) = c(x− a), tečna ke grafu funkce y = f(x) v bodě
[a, f(a)] museli jsme zvolit

c = f ′(a) = lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
, neboli lim

h→0

∣∣η(a, h)
∣∣

|h|
= 0 .

Proto budeme pro funkci n proměnných po vektoru c požadovat, aby platilo

lim
h→0

∣∣η(a,h)
∣∣

‖h‖
= 0 . (4)

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → R, X ⊂ Rn, a bod a ∈ X◦. Jestliže existuj́ı
reálná č́ısla c1, c2, . . . , cn taková, že pro funkci η(a,h) definovanou vztahem (2) plat́ı (4),
ř́ıkáme, že funkce y = f(x) je diferencovatelná v bodě a.
Je-li funkce f = f(x) diferencovatelná v bodě a a c = (c1, c2, . . . , cn) takové, že plat́ı (4),
nazýváme lineárńı funkci n proměnných h = (h1, h2, . . . , hn), definovanou vztahem

df(a,h) =
n∑

i=1

cihi = c · h (5)
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diferenciál funkce y = f(x) v bodě a.

Definice. Jestliže má funkce y = f(x) v bodě a diferenciál (5), nazývá se nadrovina s
rovnićı

y − f(a) =
n∑

i=1

ci(xi − ai) (6)

tečná nadrovina ke grafu funkce y = f(x) v bodě A = [a, f(a)].

Poznámka. Diferenciál funkce se často použ́ıvá k nahrazeńı funkce y = f(x) v okoĺı bodu a
lineárńı funkćı. Jestliže označ́ıme ∆y = ∆f = f(x) − f(a) rozd́ıl (diferenci) hodnoty funkce v
bodě x a v bodě a a ∆xi = xi − ai rozd́ıl (diferenci) hodnot nezávisle proměnné, použ́ıvá se,
např. při odhadu chyby měřeńı ve fyzice, pro konečné diference vztah

∆y = ∆f ≈
n∑

i=1
ci∆xi ,

kde ci jsou reálá č́ısla v diferenciálu (5). Samotný diferenciál pak vzniká uvedeným limitńım
přechodem, ve kterém se formálně nahrad́ı konečné diference ∆y a ∆xi jejich infinitezimálńımi
analogiemi dy a dxi. Proto se často prož́ıvá pro diferenciál funkce y = f(x) značeńı

dy =
n∑

i=1
ci dxi .

Později uvid́ıme početńı výhody tohoto značeńı.

Poznámka. Když srovnáme definici diferenciálu (5) a tečné nadroviny (6), vid́ıme, že se jedná
o tytéž objekty. Vztah pro diferenciál je vlastně rovnice tečné nadroviny v souřadnićıch df =
y − f(a) a hi = dxi = xi − ai.

Podobně lze definovat diferenciál zobrazeni F : X → Rk, kde X ⊂ Rn. Je-li a ∈ X◦

sestroj́ıme pro “malá” h zobrazeni

η(a,h) = F(a + h)− F(a)−Ch ,

kde C je matice typu k × n. V souřadnićıch lze tuto rovnici zapsat ve tvaru

ηi(a,h) = Fi(a + h)− Fi(a)−
n∑

j=1

Cijhj .

Definice. Jestliže existuje matice C taková, že

lim
h→0

‖η(a,h)‖
‖h‖

= 0 ,

nazývá se zobrazeńı y = F(x) diferencovatelné v bodě a a lineárńı zobrazeńı proměnné h
definované vztahem

dF(a,h) = Ch

diferenciál zobrazeńı y = F(x) v bodě a.
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Věta. Zobrazeńı y = F(x) je diferencovatelné v bodě a právě tehdy, když jsou všechny
jeho složky diferencovatelné funkce v bodě a a plat́ı

dF(a,h) =
(
dF1(a,h), dF2(a,h), . . . , dFk(a,h)

)
.

Poznámka. Diferenciály, které jsme definovali výše, se nazývaj́ı úplné nebo totálńı diferenciály.
To souviśı s t́ım, že jsme vektor h ∈ Rn, o který jsme se posouvali z daného bodu a zvolili tak,
abychom dostali celé okoĺı U(a) bodu a ∈ X◦. Proto jsme měli n lineárně nezávislých posunut́ı.
Je ale možné vybrat podprostor V ⊂ Rn dimenze r a požadovat, aby byl vektor h ∈ V . Pak
máme pouze r lineárně nezávislých posunut́ı a dostáváme tzv. parciálńı diferenciály.
Dále se definuj́ı diferenciály funkce vzhledem k množině M ⊂ X. Při jejich definici se požaduje,
aby a ∈ M a uvažuj́ı se pouze takové posunut́ı h, pro která je a + h ∈ M .

Následuj́ıćı věta ukazuje souvislost diferenciálu funkce y = f(x) s derivacemi funkce
podle vektoru, speciálně s parciálńımi derivacemi.

Věta. Je-li funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a, existuje jej́ı derivace v bodě a
podle každého vektoru v a plat́ı

f ′v(a) = df(a,v) =
n∑

i=1

civi . (7)

Důkaz. Jestliže má funkce y = f(x) v bodě a diferenciál df(a,h) =
n∑

i=1
cihi, je

lim
h→0

∣∣∣f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1
cihi

∣∣∣
‖h‖

= 0 .

Pro v = 0 je tvrzeńı (7) triviálńı. Necht’ je v 6= 0. Pak je také limita vzhledem k množině h = tv

lim
h→0
h=tv

∣∣∣f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1
cihi

∣∣∣
‖h‖

= lim
t→0

∣∣∣f(a + tv)− f(a)−
n∑

i=1
citvi

∣∣∣
|t|‖v‖

= 0 .

Tedy plat́ı

lim
t→0

∣∣∣f(a + tv)− f(a)
t

−
n∑

i=1
civi

∣∣∣ = 0 .

Ale to znamená, že

f ′v(a) = lim
t→0

f(a + tv)− f(a)
t

=
n∑

i=1
civi = df(a,v) .

Jestliže v této větě zvoĺıme v = ei, dostaneme

f ′ei
(a) = f ′,i(a) =

∂f

∂xi

(a) = ci .
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Tedy pokud existuje diferenciál funkce y = f(x) v bodě a, existuj́ı jej́ı parciálńı derivace
v bodě a a plat́ı

df(a,h) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) hi . (8)

Speciálně rovnice tečné roviny jsou

y − f(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) · (xi − ai) .

Definice. Necht’ je funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a. Pak vektor

grad f(a) =
(
f ′,1(a), f ′,2(a), . . . , f ′,n(a)

)
(9)

nazýváme gradient funkce f(x) v bodě a.

Pomoćı gradientu lze diferenciál funkce f(x) v bodě a zapsat jako skalárńı součin

df(a,h) =
(
grad f(a)

)
· h

a vztah (7) pro derivaci funkce f(x) podle vektoru v v bodě a jako

f ′v(a) =
(
grad f(a)

)
· v .

Poznámka. Abychom vysvětlili značeńı a názvoslov́ı, které se v matematice obvykle použ́ıvá,
vrát́ıme se na chv́ıli k funkci jedné reálné proměnné y = f(x). Pro ni je diferenciál v bodě a
definován jako lineárńı zobrazeńı R → R (graf je př́ımka, která procháźı počátkem)

df(a, h) = ch ,

kde pro reálné č́ıslo c plat́ı

lim
h→0

∣∣f(a + h)− f(a)− ch
∣∣

|h|
= 0 .

Č́ıslo c, pomoćı kterého je lineárńı zobrazeńı df(a, h) = ch definováno, tj. směrnice př́ımky, jsme
nazvali derivace funkce f(x) v bodě a a označili c = f ′(a), tj. psali jsme

df(a, h) = f ′(a)h .

Pro zobrazeńı F : Rn → Rk jsme postupovali podobně. Nejprve jsme definovali diferenciál
zobrazeńı F(x) v bodě a jako lineárńı zobrazeńı

dF(a,h) = Ch ,

kde matice C má výše zmı́něné vlastnosti a určuje toto lineárńı zobrazeńı. V analogii s funkćı
jedné reálné proměnné se označ́ı C = F′(a), tj. diferenciál se zaṕı̌se ve tvaru

dF(a,h) = F′(a)h

a matice F′(a) se nazve derivace zobrazeńı F(x) v bodě a.
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Např́ıklad derivace funkce n proměnných f(x) v bodě a je vektor

f ′(a) =
(
f ′,1(a), f ′,2(a), . . . , f ′,n(a)

)
= grad f(a) .

Pro zobrazeńı F(x) =
(
F1(x), F2, (x), . . . , Fk(x)

)
, kde x ∈ Rn je derivace F′(a) matice typu

k × n se složkami(
F′(a)

)
ij

=
∂Fi

∂xj
(a) , i = 1, 2, . . . , k , j = 1, 2, . . . , n .

Zat́ım jsme definovali diferenciál funkce nebo zobrazeńı v bodě a. Podobně jako pro
derivace podle vektoru v bodech, kde existuje diferenciál, definujeme lineárńı zobrazeńı v
proměnné h = dx, které se také nazývá diferenciál.

Definice. Necht’ je f : X → R a M ⊂ X ⊂ Rn. Jestliže je funkce f(x) diferencovatelná
v každém bodě množiny M , ř́ıkáme, že je diferencovatelná na množině M .

Vlastnosti diferencovatelných funkćı

Věta. Jestliže je funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a, je v tomto bodě spojitá.

Důkaz: Protože je funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a, existuj́ı konstanty c1, c2, . . . , cn

takové, že

f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1
cihi = η(a,h) a lim

h→0

η(a,h)
‖h‖

= 0 .

Pak je ale také lim
h→0

η(a,h) = 0, a proto

lim
h→0

(
f(a + h)− f(a)

)
= lim

h→0

( n∑
i=1

cihi + η(a,h)
)

= 0 .

To ale znamená, že funkce y = f(x) je spojitá v bodě a.

Důsledek. Je-li zobrazeńı f : X → Rk diferencovatelné na množině M ⊂ X ⊂ Rn, je na
množině M spojité.

Pro algebraické operace mezi diferencovatelnými funkcemi plat́ı podobné vztahy jako
pro derivace funkce jedné reálné proměnné. Přesněji plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta. Necht’ jsou funkce f(x) a g(x) diferencovatelné v bodě a a α ∈ R je konstanta.
Pak jsou v bodě a diferencovatelné funkce αf(x),

(
f + g

)
(x) = f(x) + g(x),

(
f · g

)
(x) =

f(x) · g(x) a je-li g(a) 6= 0 také funkce

(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
a plat́ı

d
(
αf

)
(a,h) = α df(a,h) ,

d
(
f + g

)
(a,h) = df(a,h) + dg(a,h) ,

d
(
f · g

)
(a,h) = g(a) · df(a,h) + f(a) · dg(a,h) ,

d

(
f

g

)
(a,h) =

g(a) · df(a,h)− f(a) · dg(a,h)

g2(a)
.
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Jestliže rozeṕı̌seme zápis zobrazeńı pomoćı složek, plyne z tvrzeńı této věty:

Věta. Necht’ jsou f(x) a g(x) zobrazeńı z Rn do Rk diferencovatelná v bodě a a α(x) je
funkce diferencovatelná v bodě a. Pak jsou v bodě a diferencovatelná zobrazeńı

(
αf

)
(x) =

α(x) f(x),
(
f + g

)
(x) = f(x) + g(x) a skalárńı součin zobrazeńı f(x) a g(x)(

f · g
)
(x) = f(x) · g(x) =

k∑
r=1

fr(x) gr(x)

a plat́ı

d
(
α f

)
(a,h) = f(a) dα(a,h) + α(a) df(a,h) ,

d
(
f + g

)
(a,h) = df(a,h) + dg(a,h) ,

d
(
f · g

)
(a,h) =

(
df(a,h)

)
·g(a) + f(a) ·

(
dg(a,h)

)
.

Pro diferencovatelné funkce v́ıce reálných proměnných plat́ı některá (ne všechna) tvrzeńı,
která jsou analogická větám o diferencovatelných funkćıch jedné reálné proměnné. Uvedeme
např́ıklad větu, která je analogická Lagrangeově větě o středńı hodnotě. K tomu budeme potře-
bovat definici tzv. konvexńı množiny.

Definice. Množina M ⊂ Rn se nazývá konvexńı právě tehdy, když pro každé dva body A a B
z množiny M lež́ı v M celá úsečka AB, tj.

∀x, y ∈ M a ∀t ∈ 〈0, 1〉 je z = x +
(
y − x

)
t = (1− t)x + ty ∈ M .

Věta. Necht’ je funkce f(x) diferencovatelná na otevřené konvexńı množině M ⊂ Rn. Pak pro
každé dva body a, b ∈ M existuje bod c ∈ M takový, že

f(b)− f(a) = df
(
c,b− a

)
=

n∑
i=1

∂f

∂xi
(c) (bi − ai) . (10)

Důkaz. Protože je množina M konvexńı, lež́ı pro každé dva body a, b ∈ M celá úsečka x(t) = a+(b−a)t,
t ∈ 〈0, 1〉, v množině M . Protože je funkce f(x) diferencovatelná v M , existuje pro každé x ∈ M derivace

funkce f(x) podle libovolného vektoru v a je rovna f ′v(x) = df(x,v) =
n∑

i=1

f ′,i(x) vi.

Uvažujme funkce F (t) = f
(
a + (b − a)t

)
jedné proměnné t ∈ 〈0, 1〉. Podle předpoklad̊u je funkce

F (t) spojitá na intervalu 〈0, 1〉 a má derivaci F ′(t) v každém bodě t ∈ (0, 1), která je podle definice rovna
derivaci funkce f(x) v bodě (1 − t)a + tb podle vektoru v = b − a. Podle Lagrangeovy věty o středńı
hodnotě existuje τ ∈ (0, 1) takové, že F (1)− F (0) = F ′(τ). Když přeṕı̌seme tuto rovnost pomoćı funkce
f(x) a označ́ıme c = (1− τ)a + τb ∈ M , dostaneme

f(b)− f(a) = f ′b−a(c) = df(c,b− a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(c) (bi − ai) .

Důsledek. Je-li funkce f(x) diferencovatelná na otevřené konvexńı množině M ⊂ Rn a všechny
jej́ı parciálńı derivace jsou na M rovny nule, je funkce f(x) na množině M konstantńı.
Důkaz. Necht’ je a ∈ M . Podle předcházej́ıćı věty pro každé x ∈ M existuje c ∈ M takové, že

f(x)− f(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(c) (xi − ai) = 0 ,

protože je
∂f

∂xi
(c) = 0. To ale znamená, že pro každé x ∈ M je f(x) = f(a), tj. funkce f(x) je konstantńı.

Poznámka. Uvedená věta plat́ı i za obecněǰśıch předpoklad̊u o množině M , ale my se t́ım zabývat
nebudeme.
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Diferenciál a parciálńı derivace složené funkce

Z předešlých vztah̊u lze nahlédnout, že pro diferenciály funkćı nebo lépe řečeno zob-
razeńı, plat́ı vztahy, které jsou formálně podobné vztah̊um známým pro derivaci funkce
jedné reálné proměnné. Ještě lépe tato souvislost vynikne ve následuj́ıćı větě o diferenciálu
složeného zobrazeńı.

Věta. Necht’ je F : Rn → Rm diferencovatelné zobrazeńı v bodě a a G : Rm → Rk

diferencovatelné zobrazeńı v bodě b = F(a). Pak je složené zobrazeńı H = G ◦F : Rn →
Rk (definované vztahem H(x) = G

(
F(x)

)
) diferencovatelné v bodě a a plat́ı

dH(a,h) = dG
(
F(a), dF(a,h)

)
. (11)

Jestliže budeme psát

dG(b,k) = G′(b)k , dF(a,h) = F′(a)h ,

můžeme vztah pro diferenciál složené funkce (11) zapsat ve tvaru

dH(a,h) = G′(F(a)
)
F′(a)h . (12)

Pokud si ještě uvědomı́me, že dH(a,h) = H′(a)h, lze vztah (12) zapsat ve tvaru

H′(a)h = G′(F(a)
)
F′(a)h ,

který plat́ı pro každé h. Ale z toho plyne, že muśı pro derivace platit vztah

H′(a) = G′(F(a)
)
F′(a) , (13)

který je podobný známému vztahu pro derivaci složené funkce jedné reálné proměnné
známý. Ale uvědomte si, že v př́ıpadě funkćı v́ıce proměnných jsou derivace matice.

Poznámka. Tato věta ukazuje, proč je výhodné použ́ıvat mı́sto proměnné h značeńı h = dx
neboli ve složkách hi = dxi. Jestliže totiž označ́ıme y = F(x) a z = G(y), dostaneme

dz = G′(y) dy a dy = F′(x) dx

a diferenciál složeného zobrazeńı (12) źıskáme prostě dosazeńım za dy.
Ve složkách maj́ı tyto vztahy tvar

dzs =
m∑

r=1

∂Gs(y)

∂yr

dyr a dyr =
n∑

i=1

∂Fr(x)

∂xi

dxi ,

a tedy

dzs =
n∑

i=1

m∑
r=1

∂Gs(y)

∂yr

∂Fr(x)

∂xi

dxi , s = 1, 2, . . . , k .

Velmi často se použ́ıvá pro diferenciál složeného zobrazeńı zkrácený zápis

dzs =
n∑

i=1

m∑
r=1

∂zs

∂yr

∂yr

∂xi

dxi , s = 1, 2, . . . , k ,
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a rovnost (13) pro parciálńı derivaci složeného zobrazeńı se ṕı̌se jako

∂zs

∂xi

=
m∑

r=1

∂zs

∂yr

∂yr

∂xi

, s = 1, 2, . . . , k , i = 1, 2, . . . , n .

Důkaz věty: Protože je zobrazeńı F diferencovatelné v bodě a, existuj́ı konstanty cri takové,
že pro každé r = 1, 2, . . . , m je

Fr(a + h)− Fr(a) =
n∑

i=1
crihi + ηr(a,h) , lim

h→0

∣∣ηr(a,h)
∣∣

‖h‖
= 0

a protože je zobrazeńı G diferencovatelné v bodě b = F(a), existuj́ı konstanty dsr takové, že
pro každé s = 1, 2, . . . , k je

Gs(b + k)−Gs(b) =
m∑

r=1

dsrkr + χs(b,k) , lim
k→0

∣∣χs(b,k)
∣∣

‖k‖
= 0 .

Pak pro H = G ◦ F pomoćı těchto vztah̊u dostaneme

H(a + h)−H(a) = G
(
F(a + h)

)
−G

(
F(a)

)
=

= G
(
F(a) + Ch + η(a,h)

)
−G

(
F(a)

)
=

= G
(
b + Ch + η(a,h)

)
−G(b) =

= D
(
Ch + η(a,h)

)
+ χ

(
b,Ch + η(a,h)

)
=

= DCh + Dη(a,h)
)

+ χ
(
b,Ch + η(a,h)

)
.

Uvedená věta pak bude dokázána, pokud ukážeme, že pro každé s = 1, 2, . . . , k je

lim
h→0

m∑
r=1

dsrηr(a,h) + χs

(
b,Ch + η(a,h)

)
‖h‖

= 0 .

Protože pro každé r = 1, 2, . . . , m plat́ı lim
h→0

∣∣ηr(a,h)
∣∣

‖h‖
= 0, je limita prvńıho členu rovna nule.

Zbývá ukázat, že pro každé s = 1, 2, . . . , k je

lim
h→0

∣∣χs

(
b,Ch + η(a,h)

)∣∣
‖h‖

= 0 .

Protože pro každé s plat́ı lim
k→0

∣∣χs(b,k)
∣∣

‖k‖
= 0, jsou funkce

Ψs(k) =


∣∣χs(b,k)

∣∣
‖k‖

pro k 6= 0 ,

0 pro k = 0

spojité v bodě k = 0. Hledaná limita pak je

lim
h→0

∣∣χs

(
b,Ch + η(a,h)

)∣∣
‖h‖

= lim
h→0

∣∣∣Ψs

(
Ch + η(a,h)

)∣∣∣ · ∥∥Ch + η(a,h)
∥∥

‖h‖
= 0 ,
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protože funkce Ψs(k) je spojitá v bodě k = 0, Ψs(0) = 0, lim
h→0

(
Ch + η(a,h)

)
= 0 a funkce∥∥Ch + η(a,h)

∥∥
‖h‖

je v okoĺı bodu h = 0 omezená.

Speciálńı př́ıpad této věty dostaneme, je-li zobrazeńı G funkce. V takovém př́ıpadě
se většinou použ́ıvá trochu jiné značeńı. Aby nenastaly zmatky, přeṕı̌seme tvrzeńı věty v
obvykleǰśım značeńı.

Jestliže lze funkci f(x) vyjádřit ve tvaru

f(x) = F
(
y(x)

)
,

kde y = y(x) je diferencovatelné zobrazeńı z Rn do Rk a F (y) je diferencovatelná funkce
k proměnných, jedná se o tzv. složenou funkci. Podle (12) plat́ı pro jej́ı diferenciál

df(x) = F ′(y(x)
)
· dy(x) = F ′(y(x)

)
· y′(x) dx . (14)

Ve složkovém zápisu je

f(x1, x2, . . . , xn) = F
(
y1(x1, . . . , xn), y2(x1, . . . , xn), . . . , yk(x1, . . . , xn)

)
,

kde
yr = yr(x1, x2, . . . , xn) , r = 1, 2, . . . , k ,

a rovnost (14) má tvar

df =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(x) dxi =
k∑

r=1

n∑
i=1

∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂yr

∂xi

(x) dxi .

Ale protože jsou v této rovnosti všechny proměnné dxi nezávislé, muśı pro každé i =
1, 2, . . . , n platit vztah

∂f

∂xi

(x) =
k∑

r=1

∂F

∂yr

(
y(x)

) ∂yr

∂xi

(x) . (15)

To je vztah pro parciálńı derivace složené funkce. Uvedeme jej ještě ve formě věty.

Věta. Necht’ je F (y) diferencovatelná funkce v bodě b ∈ Rk a y = y(x) diferencova-
telné zobrazeńı v bodě a ∈ Rn a b = y(a). Pak je složená funkce f(x) = F

(
y(x)

)
diferencovatelná v bodě a a pro jej́ı parciálńı derivace plat́ı (15).

Poznámka: V prostoru R3 se mı́sto proměnných xi často použ́ıvaj́ı proměnné x = x1,
y = x2 a z = x3. Pro funkce yr = yr(x) z předcházej́ıćı věty se pak často použ́ıvá označeńı
u = y1, v = y2 a w = y3, tj.

u = u(x, y, z) , v = v(x, y, z) , w = w(x, y, z) .

Př́ıklad. Necht’ je f(x, y, z) = F
(
x2 + y2 + z2,

xy

z

)
, kde F (u, v) je diferencovatelná funkce.

Najděte hodnotu výrazu

x(y2 + z2)
∂f

∂x
− y(x2 + z2)

∂f

∂y
− z(x2 − y2)

∂f

∂z
? (16)
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Řešeńı: Označme
u = x2 + y2 + z2 a v =

xy

z
.

Pak je f(x, y, z) = F
(
u(x, y, z), v(x, y, z)

)
. Podle vztahu pro parciálńı derivaci složené funkce

(15) je

∂f

∂x
=

∂F

∂u

∂u

∂x
+

∂F

∂v

∂v

∂x
= 2x

∂F

∂u
+

y

z

∂F

∂v
,

∂f

∂y
=

∂F

∂u

∂u

∂y
+

∂F

∂v

∂v

∂y
= 2y

∂F

∂u
+

x

z

∂F

∂v
,

∂f

∂z
=

∂F

∂u

∂u

∂z
+

∂F

∂v

∂v

∂z
= 2z

∂F

∂u
− xy

z2

∂F

∂v
.

Po dosazeńı do výrazu (16) dostaneme

x(y2 + z2)
(

2x
∂F

∂u
+

y

z

∂F

∂v

)
− y(x2 + z2)

(
2y

∂F

∂u
+

x

z

∂F

∂v

)
− z(x2 − y2)

(
2z

∂F

∂u
− xy

z2

∂F

∂v

)
a po úpravě zjist́ıme, že(

2x2(y2 + z2)− 2y2(x2 + z2)− 2z2(x2 − y2)
)∂F

∂u
+

+
(xy(y2 + z2)

z
− xy(x2 + z2)

z
+

xy(x2 − y2)
z

)∂F

∂v
= 0 .

Existence diferenciálu, zobrazeńı tř́ıdy C1(M)

Z předchoźıho v́ıme, že pokud existuje diferenciál funkce f(x) v bodě a, lze jej vyjádřit
pomoćı parciálńıch derivaćı ve tvaru

df(a,h) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(a) hi . (17)

Problém ale je, jak zjistit, že diferenciál funkce f(x) v bodě a existuje, tj. jak ukázat, že

lim
h→0

f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1

f ′,i(a) hi

‖h‖
= 0 . (18)

Tato limita je typu 0
0

a jak jsme viděli v jedné z předchoźıch přednáškách, neńı jej́ı
výpočet zrovna jednoduchý. Následuj́ıćı věta udává předpoklady o parciálńıch derivaćıch,
které zaručuj́ıćı existenci diferenciálu, a je jedna z d̊uležitých vět diferenciálńıho počtu.
Proto uveduhlavńı myšlenky jej́ıho d̊ukazu (d̊ukazy se nezkouš́ı).

Věta. Necht’ má funkce f(x) v okoĺı bodu a parciálńı derivace, které jsou spojité v bodě
a. Pak je funkce f(x) diferencovatelná v bodě a.

Muśıme ukázat, že za uvedených předpoklad̊u plat́ı (18). Nejprve ukážeme následuj́ıćı po-
mocnou větu:
Lemma. Necht’ má funkce f(x) na množině

M = 〈a1 − ε1, a1 + ε1〉 × 〈a2 − ε2, a2 + ε2〉 × . . .× 〈an − εn, an + εn〉
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všechny parciálńı derivace. Pak pro každé b ∈ M existuj́ı body c(1), c(2), . . . , c(n) ∈ M takové,
že

f(b)− f(a) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(
c(i)

)(
bi − ai

)
. (19)

Poznámka. Na rozd́ıl od podobné věty, kterou jsme uvedli výše, v Lemmatu nepředpokládáme,
že je funkce f(x) diferencovatelná na množině M a parciálńı derivace v (19) se na rozd́ıl od (10)
berou r̊uzných bodech c(i).
Důkaz lemmatu. Necht’ a = (a1, a2, . . . , an) a b = (b1, b2, . . . , bn).

Necht’ je c1 = (b1, a2, . . . , an) ∈ M . Protože je funkce F (t) = f
(
a + (c1 − a)t

)
, t ∈ 〈0, 1〉,

podle předpokladu spojitá a pro t ∈ (0, 1) má derivaci F ′(t) = f ′,1
(
a + (c1 − a)t

) (
b1 − a1

)
,

existuje podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě τ1 ∈ (0, 1) takové, že F (1)− F (0) = F ′(τ1),
neboli

f(c1)− f(a) =
∂f

∂x1

(
c(1)

)(
b1 − a1

)
,

kde c(1) = a +
(
c1 − a

)
τ1 =

(
(1− τ1)a1 + τ1b1, a2, a3, . . . , an

)
∈ M .

Necht’ je c2 =
(
b1, b2, a3, . . . , an

)
∈ M . Podobnou úvahou se ukáže, že existuje τ2 ∈ (0, 1)

takové, že pro bod c(2) =
(
b1, (1− τ2)a2 + τ2b2, a3, . . . , an

)
∈ M plat́ı

f(c2)− f(c1) =
∂f

∂x2

(
c(2)

)(
b2 − a2

)
.

Jestliže budeme v této konstrukci pokračovat, sestroj́ıme pro každé k = 1, 2, . . . , n body ck =
(b1, . . . , bk−1, bk, ak+1, . . . , an) a c(k) =

(
b1, . . . , bk−1, (1−τk)ak +τkbk, ak+1, . . . , an

)
, τk(0, 1), pro

které plat́ı

f(ck)− f(ck−1) =
∂f

∂xk

(
c(k)

)(
bk − ak

)
.

A protože c0 = a a cn = b, dostaneme sečteńım těchto rovnost́ı dokazovaný vztah.

Důkaz věty. Protože podle předpoklad̊u věty existuj́ı parciálńı derivace v jistém okoĺı bodu a,
lze použ́ıt při d̊ukazu věty výsledk̊u uvedeného Lemmatu. Pak pro dostatečně malá ‖h‖ existuj́ı
body c(i) takové, že

f(a + h)− f(a)−
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a) hi =

n∑
i=1

( ∂f

∂xi
(c(i))− ∂f

∂xi
(a)

)
hi .

Tvrzeńı věty plyne z toho, že
|hi|
‖h‖

≤ 1, pro každé i je lim
h→0

c(i) = a a spojitosti parciálńıch

derivaćı v bodě a.

Z uvedené věty plyne, že když má funkce f(x) na otevřené množině M spojité parciálńı
derivace, je na M diferencovatelná. Protože se předpoklad spojitosti parciálńıch derivaćı
vyskytuje často, zavád́ı se pro takové funkce speciálńı pojmenováńı.

Definice. Jestliže má zobrazeńı f(x) na otevřené množině M ⊂ Rn spojité parciálńı
derivace, tj. všechny jeho složky fr(x) maj́ı na množině M spojité parciálńı derivace,
nazývá se zobrazeńı tř́ıdy C1 na množině M . Množina všech zobrazeńı tř́ıdy C1 na množině
M se obvykle znač́ı C1(M).

Plat́ı tedy následuj́ıćı věta.

Věta. Je-li zobrazeńı f(x) ∈ C1(M), je na množině M diferencovatelné.
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Poznámka. Spojitá zobrazeńı na otevřené množině M ⊂ Rn se nazývaj́ı zobrazeńı tř́ıdy C0 na
množině M a znač́ı se C0(M). Protože zobrazeńı f(x) ∈ C1(M) je diferencovatelné, je také
spojité, plat́ı inkluze C1(M) ⊂ C0(M).

Na závěr této přednášky uvedeme ještě jednu větu, která je d̊usledkem uvedeného Lemmatu.

Věta. Jestliže má funkce f(x) v nějakém okoĺı bodu a parciálńı derivace, které jsou spojité v
bodě a, pak existuje okoĺı bodu a, ve kterém je funkce f(x) spojitá.
Důkaz. Protože předpokládáme, že parciálńı derivace jsou spojité v bodě a, jsou v jistém okoĺı
Uδ(a) omezené. Necht’ je x ∈ Uδ(a). Pak existuje ε > 0 takové, že krychle K se středem v bodě
x a hranami délky 2ε, které jsou rovnoběžné se souřadnicovými osami lež́ı v Uδ(a). Pro každé
y ∈ K existuj́ı podle Lemmatu body c(i) ∈ K takové, že

f(y)− f(x) =
n∑

i=1

∂f

∂xi

(
c(i)

)(
yi − xi

)
.

A protože c(i) ∈ K, jsou všechny parciálńı derivace
∂f

∂xi

(
c(i)

)
omezené. Ale z toho plyne, že

lim
y→x

(
f(y)− f(x)

)
= 0.
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