KAPITOLA 1

MNOZINY CISEL



1.1 Zakladni poznatky o mnozinach

Mnozinou budeme rozumét souhrn libovolnych objektt. Mnozinu
povazujeme za urcenou, je-li mozno o kazdém objektu jedno-
znacné rozhodnout, zda do ni patfi, ¢i nikoli. Kazdy z objektq,
ktery patfi do dané mnoziny, se nazyva jejim prvkem (elemen-
tem). Mnoziny budeme znacit velkymi pismeny latinské abecedy,
napf. A, B, M, apod., prvky mnozin budeme znacit malymi pis-
meny, napr. a, b, z, apod. Skute¢nost, Zze a je prvkem (elemen-
tem) mnoziny A, vyjadfujeme zapisem a € A. Neni-li urCity ob-
jekt b prvkem mnoziny A, piSeme b & A.

Obsahuje-li dana mnozina alespon jeden prvek, nazyva se ne-
prazdna mnozina; neobsahuje-li Zadny prvek, nazyva se prazdna
mnozina a znaci se symbolem (). Mnozina, ktera ma konecny
pocet prvkud (tj. mnozina, ktera je prazdna, nebo je pocet jejich
prvkd dan prirozenym Cislem - viz ¢ast 1.1.2), se nazyva ko-
necna mnozina; kazda mnozina, ktera neni kone¢na, se nazyva
nekonecna.



Je-li mnozina A konecna, mizeme ji urCit vyctem jejich prvkd,
které bez ohledu na poradi vypiSeme a uzavfeme do slozenych
zavorek { }, napfiklad A = {1,3,5,7}.

Konecnou i nekone¢nou mnozinu mizeme déle urCit charakte-
ristickou vlastnosti, tj. takovou vlastnosti, kterou maji prave jen
prvky zadavané mnoziny. ZjiStovani uvazované vlastnosti se pfi-
tom provadi v tzv. zakladni (univerzalni) mnoziné U, ktera ob-
sahuje vSechny objekty, které nas v dané situaci zajimaji. Bu-
deme napfiklad psat:

A={zxecU; V(x)}

a rikat: ,A je mnozina vSech x z mnoziny U, pro ktera plati (ktera
maji vlastnost) V (z).*



Mnozinové vztahy a operace
Mnozina B se nazyva podmnozinou mnoziny A, je-li kazdy pr-
vek mnoziny B prvkem mnoziny A; piSeme B C A.

Napfiklad mnozina B = {3,5,7,9} je podmnoZinou mnoziny A =
{1,3,5,7,9,11,13}; mnoZina vsech pravouhlych trojuhelniku je pod-
mnozinou mnoziny vSech trojuhelnikud, apod.

Uvédomme si, Ze kazda mnozina je podmnozinou sebe sama,
tj. pro kazdou mnozinu A plati A C A. Rovnéz plati, ze prazdna
mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny, tj. pro kazdou mno-
Zinu A plati: 0 C A.



Mnoziny A, B povazujeme za sobé rovné (piSeme A = B), pravé
kdyz A C B a zaroven B C A, tj. skladaji-li se z tychz prvka.
Sjednoceni A U B mnozin A, B je mnozina vSech prvku, které
patfi alespon do jedné z mnozin A, B. Z definice ihned plyne, Zze
sjednoceni libovolné mnoZiny A s prazdnou mnozinou je mnozina
At AUD=A.

Pranik A N B mnozin A, B je mnozina v§ech prvkl, které patii
zaroven do obou mnozin. Prinik kazdé mnoziny A s prazdnou
mnozinou je zfejmé prazdna mnozina, AN ( = (. MnoZiny A, B,
pro které plati AN B = (), se nazyvaji disjunktni.




& Priklad 1.

» Sjednoceni mnoZin:
{2,3,4,5,6,7,8YU{1,3,5,7,9,11,13} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,13}

* Pranik mnoZin: {2,3,4,5,6,7,8}n{1,3,5,7,9,11,13} = {3,5,7}

Rozdil A\ B mnozZin A, B je mnoZina vSech prvkl mnoziny A,
které nejsou prvky mnoziny B. Je-li specialné B C A, hovo-
fime o dopliku mnoziny B v mnoziné A a piseme B} (nebo
také Bj).

A




& Priklad 2.
» Rozdil mnozin:

{2,3,4,5,6,7,8}\ {1,3,5,7,9,11,13} = {2,4,6,8}

» Doplnék mnoziny
B={3,5,7,9} vmnoZiné A= {1,3,5,7,9,11,13}:

i ={1,11,13}.



1.2 Druhy cCisel

Zopakujme si, ze jsme se jiz setkali s nasledujicimi druhy Cisel:

Komplexni ¢isla

C

Imaginarni ¢isla Realna disla

C\R R

Racionalni ¢isla Iracionalni ¢isla

Q R\Q

Cela cisla Necela racionalni ¢isla
Piirozena ¢isla Nula Cela zaporna ¢isla

N 0 Y/




NCZcQcRcC




1.2.1 Mnozina prirozenych cisel

N={1,2,3, ...}, No=1{0,1,2,3,...}

Prirozend Cisla slouzi k vyjadreni poCtu osob, zvirat, predméta
aj., obecnéji poctu prvkl konec¢nych neprazdnych mnozin. Pfiro-
zené Cislo - uvazujme napfiklad €islo 3 - mGzeme chapat jako
spole¢nou vlastnost nasledujicich mnozin:

* @

Obor prirozenych Cisel je uzavreny na scitani a nasobeni, neni
v§ak uzavieny na odcitani (ne vzdy je rozdil dvou pfirozenych
Cisel pfirozené Cislo, napf. 2—5 = —3) ani na déleni (napf. 2 : 5 =
0, 40 neni pfirozené €islo). V oboru pfirozenych Cisel k zadnému
Cislu neexistuje Cislo opacné ani prevracené.
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Prirozena Cisla jsme zvykli zapisovat v pozicni Ciselné sou-
stavé o zakladu deset, neboli v desitkové soustave. K tomu
pouzivame deset Cislic: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, jejichz vy-
znam zavisi na jejich umisténi & pozici. Cislice zapisujeme za
sebe v poradi zprava doleva a postupneé tak udavame, kolik dané
Cislo obsahuje jednotek, desitek, stovek, tisicl, desetitisicl, sta-
tisic, miliond, ..., tedy nultych, prvnich, druhych, ..., Sestych,
.- mocnin ¢isla 10. Jisté vite, Zze napfiklad skupina cislic

87956

vyjadfuje Cislo obsahujici 6 jednotek, 5 desitek, 9 stovek, 7 tisic
a 8 desetitisic:

8§-10000 + 7-1000 + 9-100 + 5-10 + 6-1

= 8- 104 + 7-10° + 9-10° + 5-100 + 6-10°

Pravé uvedeny vyraz se nazyva rozvinuty zapis daného cisla
v desitkové soustave, zapis 387 956 se nazyva zkraceny.
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Obecné Ize kazdé pfirozené Cislo a vyjadfit pravé jednim zplso-
bem ve tvaru

a=a, 10" +ap, - 10" 4+ +a; - 10" +ag-10°,
neboli ve zkraceném zapisu
a4 = UpQp—1...010G0,

kde n je pfirozené Cislo nebo nula, a,, a,_1, ..., a1, ag jSOU nNé-
kterd z &isel 0, 1, ..., 9, pficemZ a, # 0. Cislo a; se nazyvé éis-
lice (cifra) fadu : Cisla «, Cislo 10’ se nazyvéa jednotka radu :.

Kromé desitkové soustavy se Casto setkavame i se soustavou
Sedesatkovou, dvojkovou a prilezitostné i s nékterymi dalSimi.
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K dikazu toho, ze néjaka vlastnost plati pro vS§echna pfirozena
Cisla, se Casto pouziva tzv. axiom matematicka indukce:

Axiom matematické indukce.
Necht je mnozina U C N takova, Ze plati:
1) 1 eU,

2) jestlizene U, pak (n+1) e U.

Potom U = N.
m N
[S ® ® ¢ ° »
leU 2 3 oo nelU n+leU

Mame-li dokazat, Ze vSechna pfirozena Cisla maji vlastnost V' (n),
pak staci, abychom dokazali, Zze ji ma Cislo 1 a potom ze ma-
li ji Cislo n, m& ji i Cislo n + 1. Mame-li napfiklad dokazat, ze
pro vSechna pfirozena Cisla plati rovnost (1.1) (viz str. 14), staci,
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abychom dokazali, ze plati pro n = 1 a dale ze plati-li pro n, pak
plati i pron + 1.
@ Priklad 3.

DokaZzte, Ze pro kazdé n € N plati rovnost

1)(2 1
124924 g2 MO )6(“ ). (1.1)

Reseni. Oznaéme U = {n € N | pro n plati (1.1)}.

1. krok: 1€ U : 2 1-2°3

2.krok: nc U= (n+1)eU:
o n(n+1)2n+1)

PP4+22 4+ +n*+(n+1) 6 +n+1)*=
4+ D2+ n+6n4+6  (n+1)2n2+Tn+6]  (n+1)(n+2)(2n+3)
) 6 B 6 B 6

To je pravé vztah (1.1) pron + 1.0
14



1.2.2 Mnozina celych cisel

Z={.,6-2,-1,01,2 ...}

Mnozina celych Cisel je roz§ifenim mnoziny Ny 0 mnozinu v§ech
feSeni rovnic tvaru

ni+x=ny, kde ny, ny €N.

1.2.3 Mnozina racionalnich cisel

@:{%, kdezeZ7neN}

Mnozina racionalnich Cisel je rozSifenim mnoziny Z o mnozinu
v8ech feSeni rovnic tvaru

2nr =2y, kKde zy, n€Z.
15



1.2.4 Mnozina realnych cCisel

R ={ap.a1as...a,..., ap € Z,a, €40, ...,9}prok > 1} ,

kde ke kazdému n, € N existuje n > ngy takové, ze a,, # 9.

Mnozina realnych Cisel je tedy zavedena jako mnozina v§ech de-
setinnych rozvoja, které nejsou zakonceny samymi devitkami —
jinak by napf. Cislo 1 mélo dva rizné rozvoje,

1.000. .. a 0.999...,

a jeho vyjadreni by nebylo jednoznacné:

g+i+i+ _|_i_|_ —g ;—1
10 100 = 1000 10m 10 1-—1/10
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Racionalni cCisla predstavuji pouze periodické desetinné roz-
voje, kde existuje ng € N a k € N takové, ze pro kazdé prirozené
n > ng je a,or = a, (jistd skupina Cisel se neustale opakuje).
Cisla, ktera neodpovidaji periodickym desetinnym rozvojim, se
nazyvaji iracionalni cisla.

Usporadani na mnoziné R.

Rekneme, Ze realné &islo

T=T0.T1T2...Tp-1TpLp41 .- -
je mensi nez realné cislo

Y="Yo-1y2-- - Yn-1YnlYn+1-- -,

piSeme x < y, pravé tehdy, kdyz existuje n € N, takové, ze z;, =
Yr Prok <mnax, < y,.

Chceme-li vyjadfit, Ze a < b nebo a = b, piSeme a < b; je-lia > b
nebo a = b, piSeme a > b.

Redalna ¢Cisla a > 0 se nazyvaji kladna cisla, « < 0 zaporna
Cisla, a« > 0 nezaporna cCisla a a < 0 nekladna cisla.

17



Vlastnosti usporadani

w Pro kazda dveé redlna Cisla a, b plati prave jeden ze vztahu:
a < b, a = b, a > b.
w Pro kazda tfi realna Cisla a, b, ¢ plati:
» Je-lia<bazaroven b < c,paka < c.
e Je-lia<b paka+c<b+ec.

» Je-lia < bazaroven ¢ > 0, pak ac < be.

w Pro kazda Ctyfi redlna Cisla a, b, ¢, d plati:
« Je-lia < bazaroven c <0, pak ac > be.
e Je-lia<bazarovenc<d,paka+c>b+d.
« Je-li0 <a<bazaroven 0 < ¢ < d, pak ac < bd.

s Je-lli0<a<b pakl/a<1/b.

18



Geometricka reprezentace mnoziny realnych cisel

Redlna Cisla jsme zvykli znazornovat pomoci Ciselné osy. To
nam umoznuje nasleduijici tvrzeni:

Tvrzeni 1. Existuje zobrazeni mnoZiny R na primku, které ma
tyto vlastnosti:

» Je vzajemné jednoznacné, tj. obrazem kazdého realného
cisla je pravé jeden bod primky a naopak, kazdy bod pfimky
je obrazem pravé jednoho realného cisla.

e Jsou-li a, b, ¢ libovolna realna Cisla, pro ktera plati a < b <
¢, pak obraz Cisla b leZi na pfimce mezi obrazy cisel a, c.

19



Grafické znazornéni realnych cisel na ciselné ose

Zvolme pfimku = a na ni dva rizné body, z nichz jeden prohla-
sime za obraz Cisla 0, oznac¢ime jej stejnym symbolem a na-
zveme jej pocatkem, druhy zvolime za obraz Cisla 1, ozna¢ime
jej rovnéz symbolem 1 a nazveme jej jednotkovym bodem. Pfimce
x se pak fika Ciselna osa; jeji poloha se obvykle voli vodorovna

a bod 1 se na ni voli vpravo od pocatku 0.

Kazdému redlnému Cislu a se na Ciselné ose pfifazuje bod zvany
obraz Cisla a, ktery budeme znacit stejné. Kladné cislo a se pfi-
tom zobrazuje na polopfimku ‘01’ tak, ze vzdalenost obrazu od
pocatku je rovna Cislu a (1j. a krat velikost jednotkové Usecky '01’),
obraz zaporného cisla b lezi na polopfimce opacné k polopfimce
'01’ a jeho vzdalenost od pocatku 0 je rovna Cislu —b. Polopfimka
'01’ se proto nazyva kladna poloosa (obvykle je opatfena Sip-
kou), polopfimka opacna k polopfimce ‘01’ se nazyva zaporna
poloosa. Pro jednoduchost se o realnych Cislech ¢asto hovori
pfimo jako o bodech ciselné osy.

20



Absolutni hodnota realného cisla « je definovana takto:

a, je-li a>0,

la| =
—a, je-li a<0.
|1b|=|-al=]|a] 4
_ A W A . R
=—a<0 0 1 a>0

Absolutni hodnota nezaporného Cisla je tedy dané Cislo samo,
absolutni hodnota zaporného Cisla je ¢islo k nému opacné.
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Vzdalenost realnych cisel
Uvédomme si, ze pro libovolna z, y, z € R plati:
1. |z —y| >0,
2. [x—y|=0<=x =y,
3. |[x—z| <|x—y|+ |y — 2| (trojuhelnikova nerovnost).

V grafickém znazornéni redlnych Cisel na Ciselné ose predsta-
vuje absolutni hodnota |a| vzdalenost obrazu cisla « od po-
catku; | « — b| pak predstavuje vzdalenost obrazu Cisel a, b.

Obecné bychom mohli vzdalenost dvou realnych Cisel zavést
jako libovolnou funkci p : R x R — R splfiujici podminky 1.-3.
Nebude-li v§ak feceno jinak, budeme vzdalenosti rozumét abso-
lutni hodnotu.
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Rozsifeni mnoziny realnych cisel 0 +oc a —oo

Mnohdy je vyhodné rozS$ifit mnozinu realnych Cisel o dva sym-
boly, +00 a —oo, pro které plati: —oco < = < +o0o pro kazdé = € R.
Takto rozSifenou mnozinu budeme znacit jako R* a pfirozené na
ni rozSifime nékteré algebraické operace:

‘j:oo|:+oo, +oo+ 2 =+ocoprokazdé r € R,
+00 + (+00) = 400, —00 — (—00) = —00,
x - (£oo) = £oo prokazdé = > 0,

x - (£00) = Foo prokazdé = < 0,

+ +
ﬁ:iooprox>0, ﬁ::Fooprox<0,
x x

x

—— =0prox € R.

too pro -

Nelze definovat: +oo + (—o0), 0-(+o0), 0/0, =oo/+00.
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Interval je podmnozina mnoziny v§ech realnych Cisel, ktera se
na Ciselné ose zobrazi jako UsecCka, polopfimka nebo primka, pri-
¢emz krajni body Usecky a pocatecni bod polopfimky k ni mohou,
ale nemusi patfit.

= |nterval omezeny (na Ciselné ose znazornén useckou)

w Uzavreny: (a,b) = {r e Rja < x < b}

S
@
8

= Polouzavreny:

(a,b) ={zr e Rja <x <b}, (a,b) ={z € Rja <z <b}

a b T a l; T

= Otevieny: (a,b) ={x € Rja <z < b}

O
O

a b T

24



= Neomezeny (znazornén pfimkou nebo polopfimkou)
= Neomezeny zprava:

(a,4+00) ={z € Ryxz > a}, (a,+00) ={z € Rz > a}

[ ]

= Neomezeny zleva:

(—00,b) = {x € Rjx < b}, (—00,b) = {x € Rz < b}

w Oboustranné neomezeny: (—oo,+o0) =R

25



1.2.5 Mnoziny realnych cCisel a jejich vlastnosti

Definice 1. Mnozina M C R se nazyva
= shora omezena, jestlize existuje H € R takové, ze
pro kazdé = € M plati nerovnost = < H;

= zdola omezena, jestlize existuje D € R takové, ze pro
kazdé x € M plati nerovnost x > D;

= omezena, je-li omezena shora i zdola.

Cislo H se nazyva horni odhad mnoziny 1/, &islo D se
nazyva dolni odhad mnoziny M.
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Definice 2. Necht M/ c R. Cislo S € R, pro které plati:
1. prokazdé x € M je x < S,
2. pro kazdé S’ < S existuje x € M takové, ze x > 5’,

Se nazyva supremum mnoziny ).

Supremum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

M R

!
=
)
ol

Poznamka. Prvni podminka fika, Zze S je horni odhad, druha pod-
minka fika, ze je ze vSech hornich odhadl nejmensi, tj. zadné
Cislo S” mensi nez supremum neni hornim odhadem. Supremum
S nemusi byt prvkem mnoziny M.
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Definice 3. Necht M c R. Cislo s € R, pro které plati
1. prokazdé x € M je x > s,
2. pro kazdeé s’ > s existuje = € M takove, ze v < ¢/,

se nazyva infimum mnoziny /1.

Infimum mnoziny je tedy jeji nejmensi horni odhad.

R M

@
D s x s

Poznamka. Prvni podminka fika, Ze s je doIni odhad, druha pod-
minka fika, ze je ze vSech dolnich odhadu nejvétsi, tj. zadné Cislo
s’ vétsi nez infimum neni dolnim odhadem. Infimum s nemusi byt
prvkem mnoziny M.
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Véta o supremu a infimu v R

1. Pro kaZdou neprazdnou shora omezenou mnoZinu
M C R existuje pravé jedno supremum S € R.

2. Pro kaZdou neprazdnou zdola omezenou mnoZinu
M C R existuje pravé jedno infimum s € R.

Poznamka. PovSimnéme si, Zze v mnoziné racionalnich Cisel
uvedena véta neplati. Staci uvazovat

M={qeQ; ¢<2}.

V realném oboru by bylo supremum +/2, infimum —+/2,
tato Cisla vSak nejsou racionalni.
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Definice 4. Necht ¢ > 0. Okolim bodu « € R se nazyva
mnozina U.(a) vSech bodu = € R, jejichz vzdalenost od
bodu a je mensi nez ¢, tj.

U(a) ={z €R; |z —a| <e}.
Definice 5. Prstencovym okolim bodu « € R se nazyva
mnozina P.(a) = U.(a) \ {a}, 1j.

P(a)={z€eR; 0<|z—a|<e}.

wea| U@ |x—al

— ® ) o— O }
a-¢ Xx a a+e a-¢ Xx a a+e
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Pro ¢ > 0 definujeme okoli bodu +cc jako
1
U:(+00) = {ZL‘ ER; z > g} U {+o0}
a okoli bodu —oc jako

1
U.(—o0) = {:c eER; z < _E} U{—o0}.
Prstencova okoli se definuji bez bodt +oo:

1
PE(—i—oo):{xe]R; m>g} ,

P.(—o00) = {xeR; T < —1} )

€
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1.2.6 Mnozina R" a jeji podmnoziny
V druhé poloviné semestru budeme pracovat s mnozinou uspora-
danych n-tic realnych Cisel, ktera se obvykle znaci symbolem R" :

R™ = {(x1, 29, ..., 2n); T1,%2,...,T, € R}, (1.2)
t.
RHZRXRX---XR/.

n kréat

Prvky R" budeme obvykle zna€it tuéné, tj. € = (z1,22,...,2,),
kdez; e R,i=1,2,...,n.

V prostoru R" se definuji operace nasobeni redlnym Cislem a
a sc¢itani vztahy

axr = a(xl,a:Q, e ,xn) = (axl, azxrg, . .. ,axn) ,
Tty = (1:1,:102, ... ,xn)+(y1, Y2, n ,yn) = (xl—i—yl, Tot+1Ya, ... ,:z:n—i—yn) .
Jak vime z linearni algebry, mnozina R" s uvedenymi operacemi

tvori vektorovy prostor nad télesem realnych Cisel. 30



Vzdalenost dvou bodu =,y € R" definujeme vztahem

d(z,y) =y —z| = V(@ —z1)? +- -

Tp)2.

(1.3)

Je to délka usecky, jejiz koncové body jsou body x a y.

Pro R? :

& = (h —21)* + (y2 — 22)?

d(x.y)

Yo X,

Pro R? :

= (y1 —21)* + (Y2 — 22)* + (y3 — x3)?

\ 4




Definice 6. Necht = > 0. Okolim bodu a« € R™ se nazyva
mnozina U.(a) v8ech bodl = € R, jejichZz vzdalenost od
bodu a je mensi nez &, tj.

U(a) = {z €R; d(z,a) <c}.

Definice 7. Prstencovym okolim bodu « € R se nazyva
mnozina P.(a) = U.(a) \ {a}, 1j.

P.(a)={zeR; 0<d(z,a) <c}.
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Definice 8. UvaZzujme mnozinu M C R". Bod a se nazyva

w vnitini bod mnoziny M, existuje-li okoli U.(a) takové,
ze U.(a) C M;

w vnéjsi bod mnoziny M, existuje-li okoli U.(a) takové,
Ze U.(a) C M€, kde M¢ =R"\ M je doplnék mnoziny
Mev R™,

w hrani¢ni bod mnoziny )M jestlize pro kazdé jeho okoli
Uca)je U(a)N M # D aU.(a) N M # .

Ue(a)e M€

®
a

Us(as)NnM =@

M°=RAM
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Definice 9. Mnozina M C R"™ se nazyva

w oteviena pravé tehdy, kdyz je kazdy jeji bod jejim vnitt-
nim bodem.

w uzaviena pravé tehdy, kdyz je jeji doplnék
MY =TR"\ M oteviena mnozina.

@ Priklad 4.

* M =(—1,2)U(3,5) je oteviend mnoZina.
« M = (—1,2) U(3,5) je uzaviena mnozina.

« M = (—1,2) U (3,5) neni oteviena ani uzaviena.

M, — oteviena M, — uzavrena M5 neni oteviena ani uzaviend
—O oO—O0—0— —@ *—0—0— —O—(O0—0O0—0—
-1 2 3 5 -1 2 3 5 -1 2 3 5



Definice 10. Mnozina v§ech vnitfnich bodl mnoziny M se
nazyva vnitrek mnoziny A a znaci se M°.

Definice 11. Uzavérem mnoziny ) nazyvame dopl-
nék ke vnitfku doplitku mnoziny M a znacime jej M, tj.
M=R\ (R\M)".

Definice 12. Hranici mnoziny M nazyvame mnozinu
vSech jejich hrani¢nich bodl a znacime ji oM.

@ Priklad 5.
Uvazujme M = (—1,2) U (3,5) .

M° = (-1,2)U(3,5), M =(-1,2)uU(3,5), OM ={-1,2,35}.
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Definice 13. Bod = se nazyva
w hromadny bod mnoziny M prave tehdy, kdyz pro
kazdé jeho prstencové okoli P.(x) je M N P.(x) # 0.
w jzolovany bod mnoziny M pravé tehdy, kdyz existuje
prstencové okoli P.(x) takové, ze M N P.(x) = (.

@ Priklad 6.
M=(-1,2) U {4}
hromadny bod: libovolné xe {(-1,2) izolovany bod: 4
O O ®
1 2 4
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Definice 14. M C R™ se nazyva omezena, jestlize existuje
K € R takové, ze pro kazdé « € M je

dxz,0) < K.

Definice 15. Uzaviena a omezena mnozina M C R" se
nazyva kompaktni.
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1.2.7 Mnozina komplexnich cisel

C={..,-2-1,012 ...}

Rovnice 22 + 1 = 0 nema v mnoziné R feSeni. Snaha o vytvo-
feni takového oboru Cisel, v némz by kazda algebraicka rovnice
méla feseni, vedla k vytvofeni mnoziny komplexnich Cisel, kterou
budeme znacit symbolem C.

v rv s

Mnozinu redlnych Cisel R rozsifime na mnozinu komplexnich &i-
sel C takto. Nejdrive pfidame k mnoziné R Cislo, které budeme
znacit i a které definujeme pozadavkem, aby splfovalo rovnost
i2 = —1. Cislo i budeme nazyvat imaginarni jednotkou. Pak pfi-
dame vsechna Cisla tvaru z + iy, kde z, y jsou realna Cisla a i je
imaginarni jednotka. Takto utvorena Cisla budeme nazyvat kom-
plexnimi ¢isly. Cislo z nazyvame realnou éasti komplexniho
¢isla z = x + iy a znacime je Rez; Cislo y nazyvame imaginarni
casti komplexniho Cisla z = = + iy a znaCime je Sz. Komplexni
Cislo, jehoz realna Cast je rovna nule, nazyvame ryze imaginar-
nim éislem. Cislem komplexné sdruzenym ke komplexnimu
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¢islu z = x + iy nazyvame cislo z = x — iy. (Redélné ¢asti obou
Cisel jsou si rovny, imaginarni se lisi ve znaménku.)

Rovnost dvou komplexnich cisel se definuje tak, ze dvé kom-
plexni Cisla jsou si rovna pravé tehdy, kdyz se rovnaji jejich re-
alné i jejich imaginarni ¢asti.

Pro imaginarni jednotku zfejmeé plati rovnosti

Ak 1 Akl

i k2 k3

1,1 , 0

i, keZ. (1.4)

Kazdé komplexni Cislo z = z + iy je jednoznacné urceno uspo-
radanou dvoijici realnych Cisel (x,y). Tato dvojice urCuje v roviné
R? s kartézskou soustavou soufadnic pravé jeden bod, ktery méa
soufadnice (z,y). Také obracené, kazdé usporadane dvojici (z, y)
souradnic néjakého bodu roviny R? muzeme pfiradit pravé jedno
komplexni Cislo z = z + iy. Dostali jsme tak vzajemné jedno-
znacny vztah mezi rovinou R? a mnozinou komplexnich &isel C.
Budeme proto i komplexni ¢isla chapat jako body v roviné a tuto
rovinu budeme nazyvat rovinou komplexnich cisel, nebo také
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komplexni rovinou C. P¥imku

{ze C |3z =0},

nazyvame realnou, resp. imaginarni osou komplexni roviny C.

resp. {z € C|Rez =0}

y=ImzA
y=|z[sin @ f------------- z=x+iy
2/
\% /- xZ’Ref
[9) x=|z|cos @
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Modul komplexniho Cisla
Cislo

\Z|z\/§£x/x2+y2 (1.5)

je tzv. modul (absolutni hodnota) komplexniho Cisla z = = + iy.
Zfejmé je |z| € (0,00). Kazdé komplexni Cislo, jehoZ modul je
roven 1, se nazyva komplexni jednotka.

Hlavni hodnota argumentu

Dalezitou roli v celé analyze komplexni proménné ma velikost
orientovaného Ghlu, ktery svira kladna realna poloosa a prtvodic¢
bodu z # 0 v komplexni roviné. Toto Cislo se obvykle znaci sym-
bolem ¢ a zpravidla se pozaduje, aby lezelo v intervalu (—m, 7).
Tento Uhel ¢, ktery je pfitazen kazdému nenulovému komplex-
nimu Cislu z, nazyvame hlavni hodnota argumentu komplex-
niho Cisla z. Nékdy se misto intervalu (—=, ) voli interval (0, 27).
Pro hlavni hodnotu ¢ argumentu komplexniho Cisla = se pouziva
oznaceni arg z. Jelikoz kazdému nenulovému komplexnimu ¢islu
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2 je pfifazena prave jedna hlavni hodnota argumentu arg z, mad-
Zzeme arg z chapat jako realnou funkci komplexni proménné, defi-
novanou na mnoziné C \ {0}, nebo také jako reélnou funkci dvou
realnych proménnych. Explicitné ii mizeme definovat predpisem:

7 + arctg ¥ provSechna z <0,y >0,

provSechna z =0,y >0,

B

argz = ¢ arctg ¥ provSechna = >0,y € R, (1.6)

|
vl

provSechna z =0,y <0,

—m + arctg ¥ provSechna z <0,y <0.

Pomoci hlavni hodnoty arg = nenulového komplexniho ¢isla mu-
zeme definovat nekone¢né mnoho dalSich hodnot argumentu to-
hoto Cisla z, a to pfedpisem

Arg .z = argz + 2km, k€Z. (1.7)
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Zrejmé Arg .z € ((2k — 1)w, (2k + 1)w) a Arg,z = argz. Takto
definované funkce Arg .z, jejichz definicnim oborem je C \ {0},
nazyvame jednoznacnymi vétvemi argumentu. Funkce arg z
se nazyva hlavni vétev argumentu.

Zapis komplexnich cisel
Kazdé komplexni Cislo z # 0 Ize zapsat praveé jednim zpusobem
v jeho tzv. kartézském (algebraickém) tvaru

nebo v tzv. goniometrickém (polarnim) tvaru
z = |z|(cosp + isinp) = |z| cosp + i|z|sinp. (1.9)

Z goniometrického tvaru komplexniho Cisla z plynou rovnosti

cosgo=£:L singpzizL. (1.10)

E Y/ 2] a2 42
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Uvedeme jesté treti, tzv. exponencialni tvar komplexniho Cisla

z = |z|e", (1.11)

kde komplexni funkci redlné proménné ¢*¢ definujeme pomoci
tzv. Eulerova vztahu

e’ =cosp+ising, ¢€R. (1.12)
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@& Priklad 7.
Vyjadfeme komplexni &islo = = 1 + iv/3 v goniometrickém a ex-
ponencialnim tvaru.

Reseni. Nejdfive vypo&teme modul |z| a hlavni hodnotu argu-
mentu ¢ = argz. Podle (1.5) je |z| = v/1 + 3 = 2. Pro hodnotu ¢
podle (1.10) musi platit

1
cosg0:§, sin90:7, —-T<p< .

Odtud dostavame ¢ = 7/3. Podle (1.9) goniometricky tvar kom-
plexniho Cisla = je

(o)
Zz = COS — 7811 — ) .
3 3

Podobné podle (1.11) pro exponencialni tvar komplexniho Cisla =z
plati

z=2e"/3,
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Pocetni operace s komplexnimi ¢isly

Necht z = x +iy a w = u+iv jsou dvé komplexni ¢isla. Pak jejich
soucet, rozdil, soucin a podil definujeme vztahy:

z+w=(x+iy)+ (u+iv) = (x +u)+i(y+v)

z—w=(z+iy) — (u+iv) = (z —u) +i(y — v)

2w = (z +iy)(u + iv) = (zu — yv) + i(zv + yu) (1.13)

z _w+iy  (rtiy)(u—iv) zutyv  yu—av

w ut+iw  (utw)(u—iv) w4 v? u? +v?

Slovy mizZeme operace s komplexnimi Cisly popsat takto.
Scitani a odcitani je nejvyhodnéjsi ve tvaru kartézském. Se-
Cteme, resp. odeCteme realné Casti a seCteme, resp. odecteme
imaginarni casti.
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Nasobeni komplexnich Cisel v kartézském tvaru provadime jako
nasobeni dvoj¢lenu dvojclenem, v goniometrickém a exponenci-
alnim tvaru se vynasobi moduly a s¢itaji argumenty:

z = |z|(cos o +ising) = |z, w = |w|(cosy +isiny) = |w|e™
2w = |z e w]e™ = |z||w|e®e? = |z||w|(cos p+i sin @) (cos Y+isin ) =
= |z||w|[(cos p cos 1 — sinpsin ) + i(cos psint) + singpcos )] =

Tedy

zw = |z||w|[ cos(¢ + ¥) + isin(p + ¢)]| = |2|[w| et (1.14)

Soucasné jsme ukazali, ze plati rovnost
el = e ty), (1.15)
Odtud indukci pro kazdé pfirozené n plyne

(e)" = eme. (1.16)
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Déleni komplexnich Cisel v kartézském tvaru pro w # 0 provadime tak,
ze zlomek rozSifime Cislem komplexné sdruzenym ke jmenovateli. V
goniometrickém a exponencialnim tvaru se déli moduly a argumenty
se odecitaji:

2= |z|(cos @ + isinp) = |z, w = |w|(costp + isineh) = |w|e?,

z  |z|(cosp+ising)  |z[(cosp +ising)(cosy —isingp)
w |w|(cos +isint)  |w|(cost 4 isintp)(cost) —isingp)

2]

2 _ I g ol stew)
v = Tof (coslp—¥) +isinp —v)) = 17 7). (1.17)
Moivreova véta
Z Eulerova vztahu
¢ =cosp +ising, pER, (1.18)
plyne
Lo i . 1, . »
cosp=c (e +e )5 sing=_- (e —e7¥). (1.19)
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Umocnime-li obé strany rovnosti (1.18) na Cislo n, dostaneme rovnost

(cosp + isin )" = (e¥)".
ProtoZe (ei?)" = ™%, plati tzv. Moivreova véta:
p

(cos +isinp)™ = cosnp + isinngp,

Jestlize
2 = |2] T2k — 12| (cos(ip + 2km) + isin(p + 2k)),

pak pomoci Moivreovy véty dostavame:

( Y2l (COS @H2ZRT 4 isin g9+2’”)) =

= |z|(cos(p + 2km) + isin(p + 2km)) =

prok=0,1,2,...,n—1.

(1.20)
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Je tedy prirozené prohlasit kazdé z n Cisel

(/2), = ¥z (cos er2RT 4 G sin “”Hkm) ,

k=0,....n—1,

(1.21)

za n-tou odmocninu komplexniho cisla z. Pov§imnéte si, ze pro n =
2 aredlnd z > 0 odpovida (¢/z), = (v/z), obvyklé definici druhé od-
mocniny v oboru redlnych Cisel. Podrobnéjsi rozbor a zdlvodnéni defi-
nice n-té odmocniny bude dano ve druhé kapitole pfi studiu zobrazeni
v komplexni roviné.
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& Priklad 8. Najdéte vSechna fe$eni algebraické rovnice 26 — 8 = 0.
Reseni. Uloha je ekvivalentni s tlohou najit hodnoty véech $estych
odmocnin Cisla 8. Podle (1.21) je

2k
(\G/§>k = (6 8(COSO+iSin0>k =2 (cos(jﬂ + isin

Odtud dostavame hledané odmocniny

2k

k=0,1,2,3
6)7 ) Ty Sy

(V8), = v2(cos0 + isin0) = V2,

(VB), = v3(cos(n/3) + isin(r/3)) = V1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cos(2r/3) + isin(2r/3)) = V2(-1/2+iV3/2),
(V8), = V2(cosm + isinm) = -2,

(VB), = Valcos(dn/3) + isin(dn/3)) = —v3(1/2+iv3/2),
(V8), = V2(cos(5m/3) + isin(57/3)) = v2(1/2—iV3/2).
Regenimi dané rovnice je tedy mnoZina komplexnich &isel

2 2 27 2 27 2 2

f\ff\fff\ffff}
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Pro komplexni Cisla plati uzitetné nerovnosti, které budeme pou-
Zivat v dal$im textu. Z definice modulu komplexniho Cisla plynou
nerovnosti

— |zl < Rez < |z|, —|z| <z < 7). (1.22)
Ztejme plati

|21 + 2> = (21 + 22) (21 + Z2) = |21]” + |22|* + 2Re(z172), (1.23)

|21 — 22|2 = (2’1 — 22)(21 — 22) = |2’1|2 + |Z2|2 — 2%2(2172). (1 24)

Z nerovnosti (1.22) plyne Re(21Z2) < |z1||z2|] @ z predchozich
dvou nerovnosti plynou nerovnosti

|21 + 22| < 21| + |22], 21 — 22| 2 ||| = |22]|- (1.25)

V geometrické interpretaci predstavuji nerovnosti (1.25) znamé
podminky pro konstrukci trojuhelnika ze tfi zadanych Usecek:
soucet délek dvou stran nemuze byt mensi nez strana treti a ve-
likost rozdilu délek dvou stran nemuze byt vétsi nez strana treti.
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