KAPITOLA 2

POSLOUPNOSTI



2.1 Zobrazeni

Definice 1. UvaZujme libovolné neprazdné mnoziny A, B.
Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je definovano jako
mnozina F' usporadanych dvojic (z,y) € A x B, kde ke
kazdému prvku = € A existuje prave jeden prvek y € B,
pro ktery je (z,y) € F.

g@ Prvku x se fika vzor prvku y, prvku y se fika obraz prvku
x Vv zobrazeni F'; rovnéz se pouziva vyjadreni, ze y je
hodnota zobrazeni /' v bodé x a piSe se y = F(x) nebo
z — F(z). Mnozina A se nazyva definiéni obor zobrazeni
F a oznacuje také symbolem D(F) Ci Dr. Mnozina v§ech
obrazll v zobrazeni F' se nazyva obor hodnot zobrazeni
F a oznacuje se H(F) Ci Hy; plati: H(#) C B.

@ Zobrazeni F tedy prifazuje kazdému prvku = € A pravé
jeden prvek y = F(z) € B.



Symbolicky se zobrazeni FF mnoziny A do mnoziny B zapisuje
takto:

F:A—B, DF)=A




2.2 Posloupnost realnych cisel

-
%@ Definice 2. Posloupnosti nazyvame zobrazeni N do R.

Posloupnost tedy pfitazuje kazdému n € N praveé jeden prvek
f(n) € R, ktery se nazyva clen posloupnosti a obvykle se znaci
a,. Gelou posloupnost budeme znadit (a,,). Grafem posloupnosti

jsou izolované body:
A ay




& Priklad 1.

Aritmeticka posloupnost je definovana predpisem

a; € R, a, =a;+ (n—1)d,

s

kde a; ,d jsou dana realna Cisla.

Pro ¢leny aritmetické posloupnosti plati: a,,,1 —a, = d.
Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Matematickou indukci Ize dokazat, Ze pro soucet prvnich n lenl
aritmetické posloupnosti plati:
n(a + an) n(n—1)

sn=Zak=a1+a2+-~-+anzf:na1+7d.
k=1

Také Ize uvazovat:
s, = a1 +(ar+d) + (a1 +2d)+---+ (a1 + (n—1)d)
25, = (a1 +ay) +(a1 +an) + (a1 + an) + - + (a1 +an)

= 25, = n(a1 + a,) = s, = yn(ar + a,)



@ Priklad 2.
Geometricka posloupnost je definovana predpisem

a €R, an = a1q" ",
kde a, , ¢ jsou dana realna Cisla.

Je-li ayq # 0, plati mezi dvéma po sobé jdoucimi Cleny:

Un+41

Qn,
Tento pomér se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Matematickou indukci Ize dokazat, ze pro soucet prvnich n ¢len(
geometrické posloupnosti plati:

pro ¢ # 1,

n
sn=> ar=a(l+q+q+-+¢"") =
k=1
nai pro g =1.



2.2.1 Vlastnosti posloupnosti

Definice 3. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je shora
@ omezena, jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé
n € N plati: a, < K.

A ay

an<K pro vSechna neN .



— Definice 4. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je zdola ome-
%@ zena, jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé n € N

plati: a, > K.
A ay °
o
®
[ ]
[ ]
°® @
0 N — o >
° ° n
[ J o
[ J
K . an,>K pro vSechna neN




Definice 5. Rekneme, Ze posloupnost (a,) je omezena,
@ jestlize existuje K € R takové, ze pro kazdé n € N plati:

la,| < K.
y Y
K
® [ ]
¢ [ ] [ ] ¢
®
0F—— >
[ ] . PY Py ® n
° [ ]
[ ]
-K
|an| <K pro vsechna neN



& Priklad 3.

Pro d > 0 je aritmeticka posloupnost zdola omezena Cislem ay,
ale neni omezena shora, a tedy neni ani omezena

& Priklad 4.

Geometricka posloupnost (a,), kde a; # 0, je

= je omezend, je-li [¢| < 1 (staci zvolit K = |a,|),
napt. hodnoty 5, —=5- %, 5-1, —5-%,... leZiv (—5,5)
= je omezena zdola, je-li ¢ > 1 (napf. hodnotou K = |a,|),
napf. hodnoty 5, 5-2, 5-4, 5-8,... jsou vét§i nebo rovny 5,
= neni omezena ani shora, ani zdola, je-li ¢ < —1,
napf. hodnoty 5, —5-2, 5-4, —5-8, 5-16...
neboli 5, —10, 20, —40, 80, ... ,utikaji“ do +oo i —co.
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Definice 6. Posloupnost (a,) se nazyva

w rostouci, jestlize pro kazdé n € N plati: a, < a,41,
w klesajici, jestlize pro kazdé n € N plati: a,, > a,41,
w neklesaijici, jestlize pro kazdé n € N plati: a, < a1,

w nerostouci, jestlize pro kazdé n € N plati: a,, > a,41 .

Posloupnost, ktera splfiuje jednu z vySe uvedenych podminek, se
nazyva monotonni. Je-li rostouci nebo klesajici, nazyva se téz
ryze monotonni.

& Priklad 5.
. i (_1)n+1
Necht je dana posloupnost (a,,), kde a,, = "

Cleny posloupnosti: 1, -4, 1 1 1 1

Posloupnost neni monotonni, je omezena napf. Cislem 1.

11



Definice 7. Necht je dana posloupnost (a,,) a rostouci po-
sloupnost pfirozenych &isel (), 1.

2 kn €N @ ky < kot

Posloupnost (b,), pro jejiz ¢leny plati b, = a, , nazveme
vybranou posloupnosti z posloupnosti ().

& Priklad 6.
Posloupnost (b,,) definovana vztahem
(-1
o=

je vybrana z posloupnosti (a,,), kde

(_1)n+1 |

n

:CL4...).

W=

V tomto pfipadé je k, =n? (by =1=ay; by = —
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& Priklad 7.

Posloupnost (c,), kde ¢, = neni vybrana z posloupnosti

ﬁ )
(an), kde
_1 n+1
N
n
protoze neexistuje rostouci posloupnost pfirozenych Cisel (kn)
tak, aby ap, = ¢, = 5 (c1=1=a; o=, aleay = —3).
@ Priklad 8.

Posloupnost (d,,), jejiz ¢leny jsou postupné

také neni vybranou posloupnosti z posloupnosti (a,), pfestoze
mnozina Clenl obou téchto posloupnosti je stejna. Lze sice najit
posloupnost piirozenych &isel (k,) tak, aby d, = a,, ale tato
posloupnost neni rostouci.
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2.2.2 Algebraické operace

Nasobeni posloupnosti (a,) redlnym ¢islem ¢ € R
definujeme jako posloupnost, jejiz n—ty Clen je ca,, tj. jako po-

sloupnost C(an) _ (Can) _
Soucet posloupnosti (a,) a (b,) je definovan pfedpisem

(an) + (bn) = (an +by).

Soucin posloupnosti (a,) a (b,) je definovan pfedpisem

(an) : (bn) — (an : bn) .
Je-li b, # 0 pro kazdé n € N, je podil posloupnosti (a,) a (b,)

definovan jako
i~ ()
(bn)  \bu/
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2.2.3 Limita posloupnosti

Definice 8. Rekneme, Ze posloupnost (an) ma limitu A € R
(vlastni limitu), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje no € N
@ takové, ze pro kazdé prirozené n > n plati:

|a, — A| < e neboli a,, € U.(A).

Tuto skute¢nost zapisujeme jako lim a, = A.
n—oo

A a,
®
a—+¢ :
n ' Va4 <¢ .
e | I ) °
& ° | I e ®
1 |
a—S ) ] !
® ¢ ) : :
0
i ° ng n>ny n
¢ 15




& Priklad 9.

4
Dokazte, Ze lim _ntt
n—oon3 +n 4+ 1

Reseni. Necht je dano ¢ > 0. Z nerovnosti

n+4 5n2 5

- - =
n+n+1 ns n

y ] L ox D
plyne, ze pokud zvolime n, € N takové, ze — < ¢, bude pro
o

kazdé n € N, n > ng, splnéna nerovnost

n—+4 n—+4 5)
- _ <
n+n+1

Y. , ) : iy 2
Tedy staci zvolit ny = [g] + 1, kde [z] je tzv. cela Cast redlného

Cisla z, kterd je pro kazdé = € R definovana jako jediné celé Cislo,
pro které plati nerovnosti [z] < x < [z] + 1.
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Definice 9. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma nevlastni
limitu +o0, jestlize ke kazdému K € R existuje n, takové,
Ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ng je a, > K, neboli
ay, € Uz (400) .

A a, ° . o °®
PY [ ]
[ ]
- a, > K
o T
K . i
:
° ° |
o I
0 . >
° o ® ny n>ng n
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Definice 10. Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma nevlastni
limitu —oo, jestlize ke kazdému K € R existuje n, takové,
Ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ng je a, < K, neboli
an, € Ug(—00). .

Aan °®
° °®

0 ® . ’?0 n>n0 )
[ ] ® |

: n
°® I
K . :

e . a, <K
® o
°®
° o °
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Pfedchozi tfi definice Ize také vyjadfit jedinou definici vyuzivajici
pojem okoli bodu (viz kap. 1, str. 30-31):

Definice 11. Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel (ay,)
ma limitu A € R*, jestlize pro kazdé okoli U(A) existuje

@ no € N takové, ze pro vSechna pfirozena Cisla n > ny je
ay € UE(A) ) tJ

VYU(A) dng e NVn e N: n>ng=a, € U(A).

Véta 1. Posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

- Definice 12. Jestlize posloupnost (a,) ma vlastni limitu,
nazyvame ji konvergentni. Jestlize posloupnost (a,) ma
nevlastni limitu nebo limitu nema, nazyvame ji divergentni.
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Véta 2. Necht posloupnosti (a,) a (b,) konverguji, c € R . Necht
lim a, = A a lim b, = B.

n—oo n—oo

Pak konverguji také posloupnosti
(Can) y (an + bn) ’ (an ' bn)
a plati

lim (can) =cA, lim (an+bn) =A+ B, JLIEO(an-bn) = AB.

n—o0 n—oo

Jestlize je navic lim b,, # 0, pak konverguje i posloupnost (%>
n—oo

bn,
a plati
I an A
m | — | =—=.
n—oo \ b, B
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Véta 3. Jsou-li posloupnosti (a,,) a (b,) konvergentni a pro kaZdé
n € N plati a,, < b,, je lim a, < lim b,.

n—o0 n—00

Véta 4. Necht pro cleny posloupnosti (a,), (b,) a (c,) plati a, <
b, < ¢, a existuji limity lim a, = lim ¢, = A. Pak existuje také
n—oo

n—oo

limita posloupnosti (b,) a plati lim b, = A.
n—oo

A a, °
[ ]
a+e— Y
o o Y )
A P . 3 3 ¢
a—c¢ m o ln e
° [ J
0
¢ n
[ J
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Véta 5. Pro posloupnost (a,) je lim a, = 0 praveé tehdy, kdyZ

lim ‘an‘ =0.
n—oo

Duikaz. Tvrzeni je zcela ziejmé z definice limity. O

Véta 6. Necht' lim a, = 0 a posloupnost (b,) je omezend. Pak

n—oo

je lim a,b, = 0.
n—oo

@ Priklad 10.

Najdéte limitu posloupnosti a,, =

cosn
n+sinn!

QCOS n

. L 1
Reseni:a, = b, - c,, kde b, = — a ¢, .lim b, = 0;
n

1 + (sinn!)/@

. . . SIn n!
|cosn| < 1 = 2" < 2; |sinnl| < 1, proto lim =0=
n— oo n
_ sinn! . .
lim {1+ = 1. Posloupnost (c,) je omezena a podle
n—oo n

predchozi véty je lim a, = 0.
n—oo
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Véta 7. Je-li posloupnost (a.,) neklesajici, resp. nerostouci, exis-
tuje jeji limita (vlastni nebo nevlastni) a plati

lim a, = supa,, lim a, =infa, .
n—oo n—oo

Poznamka: Tvrzeni této véty Ize shrnout tak, ze monotonni po-
sloupnosti maji vzdy limitu, ktera je rovna supremu pro neklesa-
jici posloupnosti a infimu pro posloupnosti nerostouci.

Pomoci uvedené véty Ize ukazat, ze plati dulezité vztahy:

1\" . E\" ‘
& lim <1 - ) =e, obecngji lim <1 + ) ="
n n

n—o0 n—o00
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& Priklad 11.

Dokazte, ze posloupnost a,,

1\" .
(1 + —) konverguije.
n
/ Oznaéme b, = (1 + 1/n)"+!. Tato posloupnost je klesajici:

n+1 1 n+2
> (1 + >
n+1

n n+1 . n4+ 2 n+2 'n—l—l
n n+1 n
<n+1>n+2 N <n+2>n+2 TL+1 ‘ <’I’L—|—2>n+2
n n+1 n ‘\n+1
(n+1)° " > 1+1
n(n + 2) n

Posledni nerovnost plati diky tomu, ze

(n+12\""? _ /n242m+1\""? AR S e
n(n + 2) S\ n2+2n B n(n + 2) N

:1+1.(n+2)-n(nl+2)+1-<n;2>~<w>2+--->1+i.
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Posloupnost (b,) je proto klesajici. Protoze pro v8echna pfiro-
zena n plati b, > 0, je tato posloupnost omezena zdola, a ma
tedy vlastni limitu. OznaCme ji symbolem e. Protoze

(ea) =) (40)
14— =(1+-— 1+-),
n n n
ma posloupnost (a,) stejnou limitu e, jejiz hodnota se nazyva

Eulerovo ¢islo:

1 n
lim (1 + > =e=2,718 281 828 459 045 ... .
n

n—00
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& Priklad 12. Dokazte, ze

k n 1 kn
lim (1+—) = lim <1+—> =er.
n—o00 n n—00 n

Podobné jako v predchozim pfikladu Ize ukazat, Ze pro kazdé k €
N je posloupnost a,, = (1 + k:/n)"”“ klesajici a zdola omezena, a
proto limita existuje.

Muzeme zvolit vybranou posloupnost (b,,) = (akm) = (1+1/m)km+k.

Podle predchoziho pfikladu je

lim (14 1/m)"" = (1151 (1+ 1/m)m)k- lim (1+1/m)" = e

m—0o0

ProtoZe limita (a,,) existuje, plati

k; n
lim (1 + ) = ek,
n—o00 n
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6n+5
@& Priklad 13. Naleznéte limitu lim,,_, (1 + 3—) )
n

1 6n-+5

Reseni. Oznaéme a,, = ( 1+ an . Uvazujme posloupnost
n

b = (1 + 1/m)?>™>, Ztejmé b3, = a,, takZe (a,) vybrana po-
sloupnost z posloupnosti (b,). Plati

1 2m+5 1 2m 1 5
1+ — —(1+—) (1+=) .
m m m

Protoze limita prvniho Cinitele je rovna e* a limita druhého je
rovna 1, dostavame

1 6n+5
lim (1 + —) =e2.
n—o00 3n

Pozdéji dokazeme: Je-li lim a, =0, lim b, = +oo, pak

n—00 n—00

lim (1+ an)b”’ = ¢“ kde a = lim a,b,.

n—oo n—oo
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Definice 13. Posloupnost (a,) se nazyva cauchyovska,
jestlize splnuje Cauchy—Bolzanovu podminku:

Ke kazdému ¢ > 0 existuje no takové, ze pro kazda m, n,
kde m > ng an > ng, plati ’am — an‘ <e.

Véta 8. Posloupnost (a,) konverguje pravé tehdy, kdyZ je cau-
chyovska.

Véta 9. Necht je (b,) posloupnost vybrand z posloupnosti (a,)
a lim a, = a. Pak je lim b, = a.

n—0o0 n—oo

@ Priklad 14.

Dokazte, Ze a,, = (—1)" nema limitu.

Reseni. Pro n = 2k dostaneme vybranou posloupnost
by = as = (—1)* = 1 s limitou 1, pro n = 2k + 1 vybranou
posloupnost b, = ag,1 = (—1)%*1 = —1 s limitou —1.
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& Priklad 15.

.y —1)™\" s
Dokazte, Ze posloupnost a,, = (1 + (=1) ) nema limitu.
n
Reseni. Pro suda n = 2k dostaneme vybranou posloupnost by, =
az = (1+ 5)**. To je posloupnost vybrana z posloupnosti (1 + 1)
Proto je klim br = e. Pro licha n = 2k — 1 dostaneme vybranou
—00

posloupnost
1 2k—1
g 1 = 1 —
C = A2k—1 ( o _ 1) )

coz je vybrana posloupnost z posloupnosti (1 — %)" ProtoZe v§echny
¢leny této posloupnosti jsou mensi nez 1, nemuze byt jeji limita
rovna e > 1. Ve skuteCnosti je kh_{ﬁlo c, = e *. Protoze posloup-
nost a, obsahuje dvé posloupnosti, které nemaji stejnou limitu,
neexistuje ani limita posloupnosti (a.,).

n
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Definice 14. Bod a« € R* se nazyva hromadnym bodem
posloupnosti (a,) pravé tehdy, kdyz existuje vybrana
posloupnost (b,,) takova, ze a = lim b,.

n—oo

& Priklad 16.

Pro posloupnost a,, = (—1)" jsou hromadné body 1 a —1, nebot

lim ag, = lim 1 =1, hm agk—1 = lim (—1) = —1.
k—o0 k—o0 k—o0
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& Priklad 17.

Najdete vSechny hromadné body posloupnosti

(n+1)%+ (—1)"n? cos 27 .
an = £ COS — M.
n2+n+1 3

Reseni. a, = b, - c,, kde

(n+1)?+ (—1)"n?
n’>+n+1
Ani jedna z téchto posloupnosti nema limitu.

b, =

_ 2
, Cp =cos=3n.

e S

T 4k246k+1 S

Protoze posloupnost ¢, je omezena, je klim agg_1 = 0.
—00

bok

02 —2k+1

0.
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Uvazujme

8k + 4k +1 i
U ol cos 5 k;
cos & k nabyva hodnot 1 pro k = 3m, —3 pro k = 3m £ 1. Tedy z
posloupnosti (as) Ize vybrat posloupnosti (agy), kterd ma limitu 2
a (agrs2), kterd ma limitu —1. Hromadné body posloupnosti (a,,)

jsoutedy —1,0a 2.

Az

@ Priklad 18.
Najdete vSechny hromadné body posloupnosti
1 1 2 3 1 2 n—2 n-—1

1 2
2’37374’4747“‘77/777/7“" n ) n y ottt

Reseni. Tato posloupnost obsahuje véechna racionalni &isla z in-
tervalu (0, 1), tj. Cisla B, kde 0 < p < ¢ jsou pfirozena nesoudélna
q

Cisla, a to kazdé dokonce nekonecné krat. Protoze kazdé realné
Cislo Ize s libovolnou presnosti aproximovat posloupnosti raci-
ondlnich ¢isel, je mnozina hromadnych bodu posloupnosti (ay)
cely interval (0, 1).
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Definice 15. Necht je M mnozina vSech hromadnych bodu
posloupnosti (a,). Cislo S = sup M, resp. s = inf M se
nazyva limes superior, resp. limes inferior, posloupnosti
(a,) a znadi se lim sup a,, nebo n@o @, 1esp. lim irclf a,, nebo

n—oo
lim a,,.
n—oo

@ Priklad 19.
V ptredchozich dvou pfikladech jsme hledali hromadné body. Nyni
muzeme doplnit:

« Pro posloupnost z pfikladu 16 je lim a, = 2, lim a, = —1.
n—oo

n—oo

« Pro posloupnost z pfikladu 17 je lim a, = 2, lim a, = —1.

n—oo n—o00

« Pro posloupnost z pfikladu 18 je lim a, = 1, lim a, = 0.

n—oo n—o00
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Véta 10. Posloupnost (a,) ma limitu tehdy a jen tehdy, kdyz

lim sup a,, = liminf a,, .
n—o00 n—00

Véta 11. MnoZina M je kompaktni pravé tehdy, pokud Ize z kaZzdé
posloupnosti (a,) takové, Ze a, € M pro kazdé n € N, vybrat
konvergentni posloupnost, jejiZ limita leZi v M.
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2.3 Posloupnosti v R*

-
Definice 16. Posloupnosti v prostoru R* nazyvame kazdé
zobrazeni f : N — R*.

Definice limity vypada stejné jako definice 11 na str. 19, jen uva-
Zujeme okoli v R¥ (viz ¢ast 1).

Definice 17. Rekneme, Ze posloupnost (a,) v prostoru R¥

ma limitu A € R*, jestlize pro kazdé okoli U(A) existuje

no € N takové, ze pro vSechna pfirozena Cisla n > nyq je
@ a, € U(A), 1.

VU(A) Inp e NVn e N: n>ny = a, € U(A).

Ma-li posloupnost (a,) limitu, pak se nazyvéa konvergentni,
jinak se nazyva divergentni.
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Véta 12. Posloupnost (a,) = (ai,al,... alf) v R* konver-

guje pravé tehdy, kdyz konverguji vsechny posloupnosti (aﬁf)),
kdei=1,2,..., k. Pfitom plati:
lim (agll) ca? ) — (A(l) JAD AW ),

n n
n—oo

pravé tehdy, kdyZ pro kazdéi=1,2, ..., k je lim a{¥ = AD.

n—oo

Tato véta umoznuje jednoduché nalezeni limity: staCi vypocitat
limity jednotlivych sloZzek a jestlize vSechny existuji a jsou ko-
necné, ,poskladame” z nich vyslednou limitu dané posloupnosti
v R*. Jakmile néktera z nich neexistuje nebo je nevlastni, pak
dand posloupnost diverguje.

& Priklad 20.

. n24+n+1 n+3\"? 2 "
lim , , | —arctgn =
n—co \ [ 3n% +2n + 3 n+1 T

:( et sz)

W =
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