KAPITOLA 3

FUNKCE



3.1 Pojem zobrazeni a funkce




Uvazujme libovolné neprazdné mnoziny A, B. Prifadime-li kaz-
dému prvku x € A prave jeden prvek y € B, dostavame mnozinu
F usporadanych dvojic (z,y) € A x B, ktera se nazyva zobrazeni
mnoziny A do mnoziny B.

Prvku x se fika vzor prvku y, prvku y se fika obraz prvku = v zob-
razeni F; rovnéz se pouziva vyjadreni, ze y je hodnota zobra-
zeni F v bodé = a piSe se y = F(x) nebo x — F(x). Mnozina
A se nazyva definicni obor zobrazeni F' a oznacuje také sym-
bolem D(F') ¢i Dr. MnoZina vSech obrazu v zobrazeni F' se na-
zyva obor hodnot zobrazeni 7 a oznacuje se H(F) Ci Hg; plati:
H(F) c B.

Symbolicky se zobrazeni F' mnoziny A do mnoziny B zapisuje
takto:

F: A-B, DF)=A



Specialni pripady zobrazeni ' mnoziny A do mnoziny B

w Zobrazeni v mnoziné A nebo zobrazeni mnoziny A do
sebe je zobrazeni F', kde A = B.

Sem patfi:

w Realna funkce jedné realné proménné je zobrazeni
v mnoziné v§ech realnych Cisel R, {j.

A=B=R.

w Geometricka zobrazeni v roviné a v prostoru, kde A,
B jsou mnoziny bodu v téZe roviné, popf. v prostoru.



= Prosté zobrazeni je takové zobrazeni F, ve kterém je kazdy
prvek y € H(F) obrazem pravé jednoho prvku » € A =
D(F), neboli kazdé dva razné vzory z,, =, maji také rtizné
obrazy F'(zy), F(x2).
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= Zobrazeni mnoziny A na mnozinu B je takové zobrazeni
F, ve kterém je kazdy prvek mnoziny B obrazem aspon jed-
noho prvku mnoziny A, tj. B = H(F).
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w Vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi mnozinami A, B
je prosté zobrazeni mnoziny A na mnozinu B.




Je-li dané zobrazeni F prosté, pak k nému existuje prave jedno
prosté zobrazeni, které ke kazdému prvku y € H(F) pfifazuje
jeho vzor x € D(F'); toto zobrazeni se nazyva inverzni zobra-
zeni k zobrazeni F a znali se symbolem F~!. Plati: D(F 1) =
H(F), H(F') =D(F),

v =F"'(y) pravé kdyz y = F(z)
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Necht GG a F jsou dvé zobrazeni, pro ktera je Hr C D¢. Zobrazeni
H se nazyva kompozici zobrazeni F' a G, je-li H(z) = G(F(z))
pro vSechna =z € Dr. Kompozice zobrazeni F' a G (v tomto po-
fadi) se symbolicky zapisuje H = F o G.

A=DF=DFOG HF
X r »s Y =F(x)
D¢
B
H=Fo°G G
z=G(F(x))
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3.2 Realnafunkce jedné realné proménné

Jak je uvedeno v predchozi ¢asti, realnou funkci jedné realné
promeénné se rozumi zobrazeni v mnoziné vSech realnych Cisel
R; redlnou funkci budeme zpravidla znacit f, vzor = se nazyva
proménna nebo argument funkce [, obraz y se nazyva funkcni
hodnota nebo hodnota funkce f v bodé = a znaci se f(x).

Nazornou predstavu o vlastnostech funkce poskytuje jeji gra-
fické vyjadreni neboli graf funkce, ktery sestrojime takto:

V roviné zvolime pravouhlou soustavu soufadnic s poCatkem O
a osami z, y. Pro kazdé = € D(f) pfifadime v této roviné kazdé
usporadané dvojici redlnych Cisel [z, f(z)] bod, ktery m& (v uve-
deném poradi) soufadnice (z, f(x)). Mnozina vSech takovych bodu
roviny se nazyva graf funkce | :

graf f = {(z,y) e R* |z € D(f), y = f(z)}

Obsahuje-li defini¢ni obor D( f) kone¢ny pocet hodnot argumentu

x, mUzeme sestrojit cely graf presné, bod po bodu. Obsahuje- 0



li vSak defini¢ni obor dané funkce nekone¢né mnoho hodnot, je
nutné graf priblizné dokreslit. Ke spravnému nakresleni grafu jsou
nezbytné znalosti rlznych vlastnosti funkce. Proto se v nasledu-
jicim podivame na zakladni elementarni funkce a u kazdé z nich
si pripomeneme jeji analytické zadani, tj. vzorec Ci rovnici tvaru
y = f(z), kde f(x) je vyraz s proménnou z, a pfisluSné grafické
zobrazeni.

y=rf) [x, f ()]

v =
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3.2.1 Vlastnosti a druhy funkci
Nékteré funkce maji urCité spolecné vlastnosti, podle kterych je

vvvvvv

Funkce sudé a liché

Definice 1. Necht ma funkce f takovou vlastnost, Ze pro
kazdé = € D(f) je také —z € D(f)

@ = Funkce f se nazyva suda funkce, pravé kdyz pro

kazdé = € D(f) je f(~z) = f(x).

w Funkce f se nazyva licha funkce, pravé kdyz pro
kazdé x € D(f) je f(—z) = —f(z).

Funkce samoziejmé nemusi splfiovat ani jednu z podminek, tedy
nemusi byt ani suda, ani licha.
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Funkce suda:

A
S =)

Funkce licha:

S=x)==f(x)
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Funkce periodické

Definice 2. Funkce f se nazyva periodicka funkce, pravé
kdyZ existuje takové realné Cislo p # 0, Ze pro kazdé x €
D(f)jetaké z £ p € D(f) aplati: f(x £ p) = f(x).

y A
Jx)=fx+p)

AW ANVANVANY

IRV AVARVARVE
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Funkce prosté a funkce k nim inverzni

Protoze funkce je specialnim pfipadem zobrazeni, pouzije se pro
ni stejna definice jako pro prosté zobrazeni a zobrazeni k nému
inverzni.

-
Definice 3. Funkce f se nazyva prosta, jestlize pro kazdé
dva rizné body =1,z € Dy, 21 # 19, je také f(z1) # f(x2).

Yy y

S = f(x,)

J(x2)

""1 SO # f(xy)

Funkce prosta Funkce, ktera neni prosta
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Definice 4. Je-li funkce f prosta, pak se inverzni funkci
— /! nazyva funkce, kterd kazdému prvku y € H, pfifazuje
%@ jeno vzor x € Dy :

x= f"'(y) pravé kdyz y = f(x).

plati:
Df = Hf,z
Hf = Df»z

vy =
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P¥i sestrojovani grafu inverzni funkce pak vyneseme proménou
jako obvykle na osu = a hodnoty na osu y — oproti grafu pavodni
funkce si tak souradnicové osy ,vymeéni role*; graf inverzni proto
bude symetricky s grafem plvodni funkce f v osové soumérnosti
podle osy prvniho a tfetiho kvadrantu.

Uvédomme, ze inverzni funkce existuje jen pro funkci prostou —
pro funkci, ktera neni prosta, nebude kfivka vznikla osovou so-
mérnosti grafem funkce:

yﬂ yﬂ
/" inverzni funkce

‘ neni funkce
0l (dvé ruzné hodnoty)

’ ’
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Funkce omezené, zdola omezené, shora omezené

Definice 5. Uvazujme funkci f a podmnozZinu M C D;.
w Funkce f se nazyva zdola omezena na mnoziné M,
existuje-li d € R takové, Ze pro vSechna = € M je f(z) > d.

@ w Funkce f se nazyva shora omezena na mnoziné M,
existuje-li h € R takove, Ze pro vSechna z € M je f(z) < h.

w Funkce f se nazyva omezena na mnoziné M, je-li ome-
zena zdola i shora na M.

Je-li M = Dy, fekneme, Ze funkce je omezena (zdola,

shora).
Yy funkce zdola omezena y4 funkce shora omezena
h
f(x) S(x)>d £(x) SX)<h
d
X X
X " [ x g
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Funkce monotonni

Definice 6. Uvazujme funkci f a podmnozinu M C D(f).
Funkce f se nazyva

w rostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z,z, € M
plati: je-li z; < xo, pak f(x1) < f(z2).

w klesajici na mnozineé M, prave kdyz pro kazdé x;, 2, € M

)" platl' je-li T < g, pak f(f,El) > f(l'g)

w neklesajici na mnoziné M, prave kdyz pro kazdé x,, 2, € M
plati: je-li z1 < z9, pak f(x1) < f(x2).

w nerostouci na mnoziné M, pravé kdyz pro kazdé z,,z, € M

plati: je-li z; < xo, pak f(x1) > f(xa).

Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze
monotonni (na dané mnoziné); neklesajici a nerostouci se
souhrnné nazyvaji monoténni (na dané mnoziné).
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Y4 rostouci na M, klesajici na M,

neni rostouci na M, M,

S53) UCHEJECAR | Gy napi. f(x,)<f(x;)
/() — muselo by platit pro
kazdou dvoijici x; < x;
1) S ) <fx)
Sy
—_ M, M, ‘
X; TR s
y y
. S )
X,
o Sxp) <fx)
SO |=f(x5)
f(fi
X X
X X X3 Xy X X3

neklesajici nerostouci



Snadno si mizeme rozmyslet, Ze je-li funkce pouze rostouci nebo
pouze klesajici na dané mnoziné, pak nemulze stejné hodnoty
nabyvat ve dvou rliznych bodech, a je tedy prosta:

-
Véta 1. Je-li funkce f ryze monotdnni na mnoziné M, pak
je na této mnoziné prosta.

Dale plati:
@ Véta 2. Necht je funkce f : X — Y rostouci (klesajici)

funkce zobrazujici mnozinu X na Y. Pak je jeji inverzni
funkce f~! : Y — X také rostouci (klesajici).

a>1 ty y=a hY 0<a<l

/ 1 y=log,x

o 1 x
y=log,x
21




Lokalni extrémy
Definice 7. Rekneme, Ze funkce f méa bodé z, € D(f)

w ostré lokalni maximum, jestlize pro kazdé = € D(f) plati:

f@o) > f(z),

w ostré lokalni minimum, jestlize pro kazdé = € D(f) plati:

f@o) < f(z),

w neostré lokalni maximum, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:

f(xo) > f(2),

w neostré lokalni minimum, jestlize pro kazdé x € D(f) plati:

f (o) < f(x).

Lokalni maxima a minima se také nazyvaji lokalni extrémy. -



ostré lokalni
maximum

f(x) <f,(xlolnzlx )
f(x) <f'(x]omin )

ostré lokalni
minimum
neostré lokalni
minimum
neostré lokalni
minimum i maximum
x] Xlomax Xlomin Xy X
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Globalni extrémy

Definice 8. Rekneme, Ze funkce f ma bodé z, € M c D(J)
w ostré globalni maximum na mnoziné M,
jestlize pro kazdé = € D(f) plati: f(zo) > f(z),
w ostré globalni minimum na mnoziné M,
jestlize pro kazdé = € D(f) plati: f(zo) < f(z),
w neostré globalni maximum na mnoziné M,
jestlize pro kazdé = € D(f) plati: f(zo) > f(x),
w neostré globalni minimum na mnoziné M,
jestlize pro kazdé = € D(f) plati: f(zo) < f(z) .

Globalni maxima a minima se také nazyvaji globalni extrémy.

24



Neostré globalni maximum (minimum) funkce f na mnoziné M se

také nazyva kratce maximum (minimum) funkce / na mnoziné M.

Je-li M = D, hovofime kratce o maximu (minimu) funkce f.

YA

S (Xp)
JS(x)

maximum funkce:

S () <fxp)

v =

YA

J(x)
JF(xX9)

minimum funkce:

J(X)>f(xy)

v =

25



Definice 9. Necht je I C R interval, f : I — R. Jestlize
pro kazdé tfi body x;, x5, x5 € I, kde z; < x5 < w3, lezi bod
A = [z, y] pfimky prochazejici body [z1; f(z1)] a [xs; f(23)]

= nad bodem grafu funkce [z2, f(z)], nazyva se funkce
f konvexni na intervalu I,

= pod bodem grafu funkce [zq, f(z)], nazyva se funkce
f konkavni na intervalu 1.

YA YA
funkce konvexni: funkce konkavni:
[x,, f(x))]
[x,, /(x)]
X X
X, X, xX; [ x, X, xX;
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Jinak také mizeme fici, ze funkce f je

= konvexni na intervalu I, jestlize graf funkce f na intervalu I
lezi nad te¢nou sestrojenou v libovolném bodé » € I,

= konkavni na intervalu /, jestlize graf funkce f naintervalu I
lezi pod tecnou sestrojenou v libovolném bodé = < I.

V4 YA
T konvexni funkce: konkavni funkce:

[x. /()]
JX)

JX)

L\ 2




3.2.2 Zakladni elementarni funkce

Linearni funkce
Linearni funkci nazyvame kazdou funkci

fry=ax+b, D(f)=R. (8.1)
A
y
b y=ax+b, a=0
1 4
o 1 x

D(f) =R, H(f) = {b}, nerostouci a neklesajici, neni prosta
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y=ax+b,
a>0 b

D(f) =R, H(f) =R
neni ani shora, ani zdola omezena
rostouci klesajici

prosta prosta
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Kvadraticka funkce

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci

f:y=ar®*+bx+c, a#0, D(f)=R.

Grafem kazdé kvadratické funkce je parabola, ktera je soumérna
podle osy o rovnobézné s osou .

PriseCiku osy paraboly s parabolou se fika vrchol paraboly
a pfimce kolmé k ose paraboly, prochazejici jejim vrcholem, se
fika vrcholova tecna paraboly.
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Ay . Ay
“4q
y=ax?+bx+tc
a>0 y=ax’t+bx+c
c
a<0
b c
) 2a - _
x 0 b >
b? ¥ / 2a \
““4a
b2 b2
() =B H() = (e=froo) DU =R () = (—ooe- 1)

zdola omezend, neni shora omezend shora omezend, neni zdola omezena

. b
rostouci v <oo, >
2a

Klesajici v (oo,b>
2a
. b
klesajici v <—, +oo>
2a

. b
rostouci v <—, +oo>
2a
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Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem
Mocninna funkce s pfirozenym mocnitelem je funkce

f:y=2", neN, D(f) =R
Je-li specialné n = 1, je f linearni funkce; je-li n = 2 je to funkce
kvadraticka. Pro n > 1 je grafem parabola n-tého stupné.

y:xn Ay

n sudé

AN

y :xil
n liche

v
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Pomoci algebraickych operaci nasobeni Cislem a scitani funkci
f(z) = x™ ziskdme polynomy.

Polynomem nazyvame funkci P : R — R definovanou predpi-
sem

P(z) = a,2" + Up 12"+ ayr +ag, a; €R.

Neni-li polynom identicky roven nule, existuje nejvétsi n takove,
ze a,, # 0. Toto n nazyvame stupen polynomu. V dalSim budeme
predpokladat, Ze je polynom P(x) nenulovy a ze ma stupen n.
Nulovym bodem neboli kofenem polynomu P se rozumi bod
xg € R, pro ktery
Je-li z; nulovy bod polynomu P(x) stupné n, ze psat

P(z) = (z — z1) P (2),

kde P;(x) je polynom stupné (n — 1). Ma-li polynom P (x) kofen
o, j& Pi(z) = (z — x2) Pa(z), a tedy

P(z) = (z — x1)(z — x2) Py(x),
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kde P,(z) je polynom stupné (n—2). Jestlize pokracujeme uvede-
nym postupem dostaneme nulove body x1, zo, ..., x, Z nichZ se
nékteré mohou vyskytovat vicekrat. Polynom P(z) Ize pak zapsat
ve tvaru

P(z) = (x —x)" (x — 22) ... (x — z,)f Py (2),

kde i, ..., x, jsou navzajem riizné koreny polynomu P(z), pfi-
rozena Cisla k; se nazyvaji nasobnost korene x; a plati pro né
N=Fk +ky+--+k,aPy(z)je polynom stupné (n — N), ktery
nema realné koreny.

Obecné Ize libovolny polynom stupné n zapsat ve tvaru

1

P(z) = an(x — xl)kl (z — Ig)k2 oz = xr)kT (2 +pz+aq)”

£l

(x2 + pox + Q2)m2 e ($2 + PsT + QS)m ;
kde polynomy z? + p;z + ¢; nemaji reélny kotren a
poly y

ki + ko + -+ ke +2mg + -+ 2ms = n.
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Linearni lomené funkce jsou funkce tvaru

ar +b
I f(x)_cm+d kde a,b,c,d € R.

Je-li ¢ = 0, jedna se o linearni funkci. Proto budeme dale pred-
pokladat, ze ¢ # 0. Protoze rovnost cx + d = 0 plati pouze pro

. o, . d .
T = —El, je definicni obor linearni lomené funkce R \ {——}. Li-
C C

nearni lomenou funkci Ize upravit na tvar

a ad—bc 1

f(x):E_ ¢z x+dfc

Tedy pro ad — be = 0 je tato funkce rovna konstantni funkci. Proto
budeme navic predpokladat, ze ad — bc # 0. Obecnou linearni
lomenou funkci Ize ziskat také slozenim tfi jednodusSich funkci

f = fso foo f1, kde fi je lineérni funkce fi(x) = = + C—j funkce

d—1>
fy = lafunkce f3 je opét linearni funkce f;(z) = -4 2 CJ?JFa

Z techto funkci jsme podrobnéji nepopsali pouze funkci fa(x )
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1 N v .
—. Tato funkce vyjadfuje vztah nepfimé umery mezi x a y. Je

gefinovéna na intervalech (—o0,0), kde je klesajici a na inter-
valu (0, 4+o00) kde je také klesajici. Ale je tfeba upozornit, ze tato
funkce neni klesajici na celém svém defini¢nim oboru. Funkce je
licha a jeji graf je rovnooséa hyperbola se stredem v pocatku, jejiz

asymptoty jsou soufadnicové osy.

Je-li ad — be > 0 je obecnd linearni lomena funkce f(x) = Z:fj:d

klesajici na intervalech (—oo, —d/c) a (d/c,+o0). Je-li ad — be < 0
je funkce na téchto intervalech rostouci. Grafem je hyperbola se

stredem v bodé [——; 2} , jejiz asymptoty jsou pfimky = = - a
Cc C
" y b
Yy = ® Graf funkce protina osu Ox v bodé x = —— a osu Ox v
¢ a
y b
bodé y = 7 ,
Linearni lomena funkce y = ar T
cr+d

je opét linearni lomena funkce y =

je prosta a jeji inverzni funkce
dx —b

—cxr +a
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Racionalni funkce jsou funkce tvaru

kde P(z),Q(x) jsou polynomy.

Oznacime-li X, mnozinu v§ech realnych nulovych bodl polynomu
Q(x), je definiéni obor Dy =R\ Xj.

Je-li stupen polynomu P(zx), n, vétsi nebo roven stupni m poly-
nomu Q(x), lze délenim zjistit, Ze tuto funkci je mozné zapsat ve
tvaru

R(x)

Q(x)’

kde P;(z) je polynom stupné (n — m) a stupen polynomu Q(x) je
mensi nez stupen polynomu Q(x).

Funkci f(z) = % kde je stupen polynomuP(z) mensi nez

stupen polynomu Q(x), Ize zapsat jako soucet jednodu$Sich ra-

f(x) = Pi(x) +
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cionalnich funkci. Pfedpokladejme, ze

q(z) = (z — .751)k1 (z— xQ)k2 e
e (x — wr)kT (£E2 + 1z + ql)m1 - (m2 + psx + qs)ms,
kde dvojéleny =2 + p;z +q; nemaji redlné koteny, tj. plati p? — 4¢; <

P
0. Pak Ize racionalni funkci f(x) = % psét ve tvaru:

Plx A A A
( ) e 1 + 12 3 —|— e _l_ ;klkl
Q(z) r—on (:v—xl) (x—xl)
A A T AT‘

+ 21 ++$]§2++ 1 _|__|_ kr -
X — T2 T — To L = Xy (x—a,)"
B11517 + 011 + Blgil? + 012 NI Blmlx + Clml
PZAprta (22 4+ pa+ q1)2 (22 + pro+q)™
331$ + Csl BSQ':E + 052 + Bsmsx + Csms
24P+ ds (22 4 per + q.) (22 + pez +¢5)""

Tomuto zapisu se fika rozklad na parcialni zlomky. 38



Exponencialni funkce o zakladu a
Exponencialni funkce o zakladu a je funkce

fry=ad", a>0, a#1, D(f)=R.

Je-li zaklad a > 1, je funkce a” rostouci v R, je-li 0 < a < 1,
je klesajici v R; v obou pfipadech je prosta v celém definiCnim
oboru.

A v

y=a*

a>1

y=a*
0<a<l
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Logaritmicka funkce o zakladu a

Logaritmicka funkce o zakladu a je zavedena jako funkce in-
verzni k exponencialni funkci o témze zakladu «. Symbolicky
se zapisuje takto:

f:ry=log,z, a>0, a#1l, D(f)=(0,+00),

pricemz podle definice pro kazdé x € (0, +o0), y € R, a >0, a #
1 plati:

y=log,x & x=ad’
Je-li zaklad a > 1, je funkce log, x rostouci v R, je-li 0 < a < 1,

je klesajici v R; v obou pripadech je prosta v celém definiCnim
oboru.
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Ay y=a*

y=a*

y=log,x
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Goniometrické funkce

Pfipomenme si nejprve pojem orientovaného uhlu a jeho veli-
kosti. Orientovanym Uhlem se rozumi usporadana dvojice polo-
pfimek VA, V B se spoleCnym pocatkem. Prvni z této dvojice se
nazyva pocatecnim ramenem orientovaného uhlu, druha kon-
covym ramenem orientovaného uhlu; spoleCny pocatek obou
polopfimek se nazyvéa vrchol orientovaného uhlu. Pro oriento-
vany Uhel se pouziva oznaceni AV B. Velikosti orientovaného
uhlu AV B se nazyva kazdé z realnych &isel a+ 2k (v obloukové
mire), resp. a + k - 360° (v mife stupnové), kde k € Z a « se urci
takto:

a)de-liVA=VB,jea=0,

b) Je-li VA # VB, je o velikost neorientovaného uhlu, ktery
vznikne oto¢enim pocate¢niho ramene V' A do polohy koncového
ramene V B v kladném smyslu, tj. proti sméru hodinovych ruci-
cek.
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Je tedy 0 < a < 2m, resp. 0° < a < 360°; této velikosti se fika
zakladni velikost orientovaného uhlu.

AVB

Zvolme kartézskou soustavu souradnic Oxy. Ke kazdému real-
nému Cislu « Ize prifadit praveé jeden orientovany uhel velikosti
« (v obloukové mire), jehoz pocatecni rameno je polopfimka O1,
kde I je obraz Cisla 1 na ose = (misto / budeme v grafu psat
primo Cislo 1); fika se mu orientovany uhel v zakladni poloze.
Sestrojime jednotkovou kruznici % (tj. kruznici o poloméru 1) se
stredem O, jeji pruseCik s koncovym ramenem orientovaného
Uhlu « v zakladni poloze oznacime M.
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Definujeme

Druhou souradnici bodu M jednotkové kruznice na konco-
vém rameni orientovaného Uhlu a v zakladni poloze nazy-
vame sinus uhlu « a jeho prvni soufadnici nazyvame ko-

sinus uhlu «; zna¢ime je sin a, cos a.

sina = yyy, cosa = Ty pro kazdé o € R.

Témito vztahy je kazdému realnému Cislu = € R pfifazeno prave
jedno realné Cislo sinx a pravé jedno reéalné Cislo cosz, tj. tyto
vztahy udavaji funkéni predpisy funkce sinus a funkce kosinus:

f:y=sinz, D(f)=R, f:y=cosz, D(f)=R.

1 y=sin x

~ / ’ -
’ -
Y=CO0S X
/\ /\ -
\/ s-l
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Dulezité je zejména to, Ze funkce sinus je lichd, funkce kosinus
suda a obé funkce jsou periodické s periodou 2x. Obé jsou

rovnéz omezene:
—1 <sinx <1, —1 <cosz < 1.

Ihned z definice také plyne, ze pro kazdé x € R plati:
sine =0 pravé kdyzje z=kn=2k- kde k € Z

cosx =0 pravekdyzje r = (2k+1);, kdekcZ

ol

Pro libovolné realné cCislo x plati:

sin?z + cos?z = 1.

Funkce tg z, cotg x jsou zavedeny vztahy:

sinx
fry=tgr=——, D(f) =R~ Upez { (26 +1)3}

28 D(f) = R — Upey {k} -

sinz’

f:y=cotgr =
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v 7

do tabulky:

T 0 z z z 7 T %7‘(’ 27

sin «v 0 i “75 \/75 1 0 -1 0

cos 1 § \/75 3 0 -1 0 1

V3 neni neni

tga 0 3 RE def. 0 def. 0
neni V3 neni neni

cotg « def. \/g 1 3 0 def. 0 def.
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Vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

Souctové vzorce
sin (z £y) =sinx - cosy + cosz - siny

cos (x £ y) =cosx - cosy Fsinz -siny

t +t
tan (x +y) = el
1 Ftanz - tany
*cotgx - cotgy — 1
cotgg(x ty) = ey ey

cotg x F cotgy
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Vztahy pro dvojnasobny uhel

sin 2z = 2sinx - cosx tan 2x = 12?“2‘”
—tan< x
_ 2 .9
COS2x = cos“x — sin“x
Vztahy pro polovicni uhel
o B __ l1—cosx xr __ l—cosx sin x
S11 2 + sinz ~ l4cosz

COS% =L 14coszx

A/ D) tan 5
\/ 2

Znaménko se ur¢i podle kvadrantu.
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Souctové vety

sinz + siny = 2 - sin Hy - cos 5

sinx —siny = 2 - cos Hy - sin ¥

_ aty z—y
COS T + cosy = 2+ cos 7 - Cos 5~
_ iy Y g 2=Y
CoST — cosy = —2 - sin 5 - sin =~
Prevody pres liché nasobky
sin (g a) = cos tg (g — a) = cotg
cos (% a) =sina cotg (% — a) =tga
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Cyklometrické funkce

Cyklometrické funkce jsou zavedeny jako inverzni funkce k funk-
cim goniometrickym. ProtoZe funkce inverzni existuje jen pro pros-
tou funkci, je vzdy nejprve tfeba omezit definiCni obor na interval,
na némz je dana goniometricka funkce prosta.

Funkce arkussinus,
f: y=arcsinz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci sin « na intervalu (—x /2, 7/2
Je tedy urcena vztahem

y=arcsinz <= x=siny, y€ (—7n/2,7/2).
Funkce arkuscosinus,

f: y=arccosz, D(f)=(-1,1),

je definovana jako inverzni funkce k funkci cos = na intervalu (0, 7).

Je tedy urCenavztahem: y = arccosz <= = =cosy, y € (0,7). 50



y =arcsin x

T, 7
2
R s TR ‘
S y=sinx
T ' ‘ b >
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -]
7777777777777777 .
2
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y=arccos x

=

y=cosx

v
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Funkce arkustangens,

f:y=—arctgz, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci tgx
na intervalu (—7 /2, 7/2). Je tedy urCena vztahem

y=arctgr <= x=tgy, y€E (—m/2,7/2).

Funkce arkuskotangens,

f: y=arccotgz, D(f)=R,

je definovand jako inverzni funkce k funkci cotgz na intervalu
(0, 7). Je tedy ur€ena vztahem

y = arccotgr <= x =cotgy, y € (0,m).



Ay

y=tgx/

T
2

y=arctg x

T n >

T2 0 2 *

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T
2
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y=arccotg x

=V
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Hyperbolické funkce

Funkce sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky,
f:y=sinhz, D(f) =R,
f:y=coshz, D(f)=R,

jsou definované vztahy

et —e™” e’ +e”
, coshx =
2 2

sinhx =

Z defini¢nich vztahu plyne, Ze pro sinh x a cosh x plati:

cosh’z — sinh %z = 1,
sinh (z + y) = sinh z cosh y & cosh z sinh ¥,

cosh (x + y) = cosh x coshy £ sinh x sinhy .
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y=coshx

v
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Funkce tangens hyperbolicky a kotangens hyperbolicky,

f:y=tghz, D(f)=R,
[+ y=cotghz, D(f)=R\{0},

jsou definované vztahy
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Hyperbolometrické funkce

Funkce argument sinus hyperbolicky,
f: y=argsinhx, D(f)=R,

je definovana jako inverzni funkce k funkci sinus hyperbolicky:

y = argsinhz <= x =sinhy, yeR,

Funkce argument kosinus hyperbolicky,

f: y=argecoshz, D(f)=(1,00),

je definovand jako inverzni funkce k funkci kosinus hyperbolicky:

y = argcoshz <= x =coshy, vy € (0,00)
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y=sinhx

y=argsinhx

k‘y
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y=coshx

y=argcoshx

\ 4
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Funkce argument tangens hyperbolicky,

[ y=tghz, D(f)=(-1,1),

je definovand jako inverzni funkce k funkci tangens hyperbolicky:

y =argtghr < z =tghy, yelR
Funkce argument kotangens hyperbolicky,
[y =cotghz, D(f) = (o0, -1) U (1, +00),

je definovana vztahem

y = argeotghr <= x =cotghy, y e R\ {0}
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yA

- y=argtghx
on Jo
y=tghx
-1 0 1 X




yA

1= argcotgh x

y=cotghx

\4
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