KAPITOLA 5

KRIVKOVY A PLOSNY
INTEGRAL 1. DRUHU



4.1 KFivky v roviné a jejich parametrizace

@ Pfiklad 1. Ptredstavme si projektil, ktery nékdo vystrelil ve
vodorovném smeru. Body, jimiz projektil prochazi, tvori kfivku,
tzv. trajektorii. Bod se pohybuje vzdy ve sméru okamzité rych-
losti v, ktera tedy v kazdém bodé predstavuje tecny vektor.
Zanedbame-li odpor vzduchu, vitr apod., pak je rychlost ve vo-
dorovném smeéru stale rovna pocatecni rychlosti vg; ve svislém
smeru se projektil pohybuje s konstantnim zrychlenim g , velikost
rychlosti v tomto svislém sméru je tedy gt .

‘ Okamzita rychlost v Case ¢ :
7777777777 ‘ U= (UOa _gt)

Poloha v case t:

(z,y) =
= (vot, H — ;gt?)

\ B

‘
X=v,t



Jak jiz vime, okamzita rychlost je derivaci drahy podle ¢asu. Pro
jednotlivé slozky tedy plati:

dx
'vx:E:vO = T = vot,
dy
v, = — = gt = :ltz.
y di g Yy 29

Polohu projektilu v ¢asovém okamziku ¢, tj. souradnice bodu
krivky, tedy mazeme vyjadfit pomoci vektorové funkce proménné t,
tzv. parametrizace:

(@) = (wat. H — Jgt*) = glt).

Pro okamzitou rychlost, tj. tecny vektor pro tyz ¢asovy okamzik,
plati:

B _ (dz dy\ 1 .\ .
V= (Vg Vy) = (dt’dt) = <v0t,H th ) =9g(t).



Obecné si libovolnou kfivku muzeme predstavit jako trajektorii
pohybujiciho se bodu, jehoZ soufadnice zaviseji na Case, tedy
na jediném parametru. Mame-li s kfivkou dale pracovat, potre-
bujeme jeji parametrizaci, neboli vektorovou funkci g(t) uda-
vajici souradnice bodu krivky.

Pro kfivku C v roviné se parametrizaci rozumi vektorova funkce
g: (a,b) — C s tou vlastnosti, Ze soufadnice libovolného bodu
kfivky C Ize vyjadfit ve tvaru (z,y) = (g1(t), g2(t)) = g(t), kde
t € (a,b).

C

= a0

g(9)

g(a)

Jsou-li derivace jednotlivych slozek spojité, pak g (t) = (g/(t), g5(t))

je tecny vektor ke kfivce C v bodé g(t) .
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Podobné pro krivky v prostoru, tj. pro R3 :
Parametrizace: (z,y, z) = (91(t),92(t),9s) = g(t), t € (a,b).

Tecny vektor v bodé g(t): g (t) = (g} (t),g5(t), g5(t))

a0 C

900 o)
9(a)
Obecné pro R" :

Parametrizace:
(wla L2yeeoy wn) = (gl(t)7 g2(t)’ oo ’gn) - g(t)’ t E (a’ b) °

Tecny vektor vbodé g(t): g (t) = (g} (¢),g5(t),-..,g.(t))



& Priklad 2.

Kruznici se stfedem v pocCatku a polomérem 5 mizeme vyjadrit
pomoci parametrizace

(z,y) = g(¢) = (5cosp,5singp), ¢ € (0,2m). (4.1)
Te€ny vektor: g (¢) = (—5sin g, 5 cos )

A ¥ "\ (-5sing, 5cos )

Podivame-li se na

=5sinob-ocoo—_{- Na (5cos@, 5sin)
rome g(t) = (5 cos g, 5sin )

jako na pravodi¢ daného

S
RY
\ A

X=5c0s bodu, pak si mizeme po-
v§imnout, Ze vektor g(t) je
na néj kolmy, coz v pfipadé
kruznice (ne obecné!!) zna-
mena, Ze je to teCny vektor.




& Priklad 3.

Body o souradnicich

(z,y) = g(p) = (5cosp,5sinp), ¢ € (0,4mw), (4.2)

rovneéz tvori kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem 5, ovSem
pro ¢ € (0,4m) tuto kruznici projdeme dvakrat. Pro libovolné

p1 € (0,2m) je g(p1) = g(p1 + 2m):

A

by
___________ g(91)=9(9,)
s/
\ q)z:(p1+2n

Kfivka s parametrizaci
(4.2) tedy neni prosta.

Kfivka s parametrizaci
(4.1) z prikladu 2 je prosta
— kazdému bodu z in-
tervalu (0,27) odpovida
praveé jeden bod kfivky.



Vratme se k predstavé kfivky jako trajektorie pohybujiciho se
bodu. V dalS$im budeme pozZadovat, aby uvazovana krivka byla
prosté. Interval (a, b) pro parametr budeme volit takovy, aby kaz-
dému bodu z tohoto intervalu odpovidal praveé jeden bod kfivky
(1j. aby zobrazeni g(t) bylo vzajemné jednoznacné).

C
—e
w — o(b)

g(a)

Dale budeme pozadovat, aby g(t) byla spojita a méla také spo-
jitou derivaci — tedy abychom v kazdém jejim bodé mohli najit
teCny vektor g (t). Kdyby tato podminka nebyla spinéna v ko-
ne¢ném poctu bodl, mohli bychom kfivku rozdélit na ¢asti a pfi-
slusSné integraly pocitat pro kazdou ¢ast zvlast.

Konecné budeme pozadovat, aby byl te€ny vektor g (¢) nenulovy,
tj. aby se pohybuijici se bod nikde nezastavil.



Definice 1. Mnozina C C R™ se nazyva prosta regularni
kfivka v R™ pravé tehdy, kdyz existuje vzajemné jedno-
znacné zobrazeni

9: (a,b) = C;  g(t) = (91(t),...,gn(t)),  (4.3)
které ma na intervalu (a, b) spojitou derivaci

g(t) = (g1(8),- -+, 9,() # (0,...,0).

Prostéa regularni kfivka je tedy mnoZina bodu x = g(t), tj.
(wla oo 7wn) = (gl(t)’ ) agn(t)) ’

neboli Tr; = g,,(t), 1=1,...,n, (44)

kde zobrazeni g splfuje vySe uvedené podminky. Toto zobrazeni
se nazyva parametrizace krivky C, rovnice x = g(t), neboli
rovnice (4.4), se nazyvaji o parametrické rovnice krivky C.



Specialni pripad: kfivky v R?

Hledame-li napfiklad délku kFivky, miizeme si zjednodusené pred-
stavit, Ze tuto kfivku ,rozfezeme* na miniaturni elementy o délce
ds, které se pokusime vyjadrit pomoci parametrizace:

dy=g,(n)ds
dx =g'(Hds

ds=(g; (1), g5(1) dt =g(ndt

(6.)=(9:(1),9.(1))

Element délky ds prosté regulérni kfivky C s parametrizaci g(t),
t € (a,b), je roven

ds = [|g ()]l dt = \/(g;(1)* + (g5(¥)2 dt  (4.5)

Délku kfivky pak mazeme vypotitat jako urgity integral [ ||g (t)]| dt .
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Specialni pripad: kfivky v R3

9()
dz=g!(1)dt o
ds —~ C
(4.2 =(0.(0.9:0). 9(0)
de=gi(od /=904

/
ds =(g7(0,95(1),g5(0) dt = g(n)dt

Element délky ds prosté regulérni kfivky C s parametrizaci g(t),
t € (a,b), je roven

ds = ||g (1)]| dt = /(g5 (£))2 + (g5(1)2 + (g5())? At (4.6)

Délku kivky op&t mizeme vypogitat jako [ ||g (¢)]| dt .
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Element délky kfivky v R™

a(?)

dy =g(9dr
dx =g/ (Hdt

ds=(g;(1),g5 (1)) dr = g(r)dt

(,)=(8:(9), 9:(0))

Obecné je element délky ds prosté regularni kiivky C s para-
metrizaci g(t) roven

ds = [|g ()]l dt = /(g5 (®)* + -+ (gu(1))2 dt  (4.7)

Délku kfivky muzeme vypogitat jako urgity integral [ ]|g (t)]| dt .

Pro tento integral budeme pouzivat symbol | ds.
C
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4.2 Krivkovy integral 1. druhu

Definice 2. Necht C je prosta regularni kfivka v R™ a
g: (a,b) — R je jeji parametrizace. Necht f: C — R je
funkce. Kfivkovy integral 1. druhu funkce f pres krivku

@ C (také neorientovany krivkovy integral) je definovan
vztahem

/ fds = / F(@®)1g (®)] dt (4.8)

(jestlize Riemannav integral vpravo existuje).

Specialné pro délku kfivky C plati: L = | ds
C

Obecnéji: je-li funkce f nezaporna, mizeme si ji predstavit jako
délkovou hustotu, udavajici hmotnost jednotky délky ,dratu“ C.
Vyraz fds pak vyjadfuje element hmotnosti a integral (4.8)

hmotnost krivky C.
13



Vlastnosti krivkového integralu 1. druhu

Kfivkovy integral funkce f pres kfivku C byl definovan pomoci
jednorozmérného Riemannova integralu, méa tedy podobné vlast-
nosti jako Riemanndyv integral funkce f na intervalu. Napfiklad:

Linearita krivkového integralu
Jsou-li @, 3 redlna Cisla, f, g funkce, pak rovnost

c/(af—l—ﬁh)ds:ac/fds—l—ﬁc/hds (4.9)

plati, ma-li prava strana smysl.

Aditivita vzhledem ke kfivce

Jsou-li Cy, C, prosté regularni krivky takové, Ze jejich sjednoceni
C = C; U C, je rovnéz prosta regularni kfivka a jejich prunik
C1 N C, obsahuje nejvyse krajni body oblouku, pak rovnost

/fds_ / fds _/fds+/fds (4.10)

C1UC2
plati, ma-li prava strana smysl.

14



@ Priklad 4. Naleznéte hodnotu integralu

/az2ds, kde C={(z,y) eR?®|y=Inz,z € (1,2)}.
c

Reseni. Zvolme parametrizaciz = g, (t) = t, y = g»(t) = Int,

tedy g(t) = (ta lnt)7 t € <1a2> ’ g(t) = <19 1) # (070) .

t? +1 Vit +1
ds = ||g (t)|| dt = \/1—|——dt + K S PR e S

|¢]

Protoze mame ¢t > 0, mizeme psat:

/ V241 ’ u=1t41
/332 ds:/tztdt: tvV/t2 4+ 1dt = | du = 2tdt =
C 1 1 1—2,2—5

5
— %/u1/2 du = % . %[u3/2]2 — %(53/2 . 23/2)
2 15



@ Priklad 5. Naleznéte hodnotu integralu /(m + y) ds,
C

kde C je Usecka s krajnimi body A = (0,0), B = (1, 2).

Reseni. \/zpomefme si na parametrické vyjadreni Usecky:
=
B

1= 0
«4 X=A+1AB=A+1(B—A)

0<r<l1

Zvolme tedy parametrizaci:
(:r:,y) = g(t) :A+t(B_A) = (050)+t(17 2): (ta 2t) , t € <0’ 1>

Pak §(t) = (1,2), lg@®)l=vIFa=+5, ds=+5dt,

/(x+y) dsz/l(t+2t)\/5dt:x/5/13t=3\/3gr=3‘/5.

o _2
16



@ Priklad 6. Naleznéte hodnotu integralu

52

/ 24,

xr2 _|_ y2

c
kde C je jeden zavit Sroubovice = r cost, y = rsint,
z=rt, t € (0,2w), kde r > 0 je pevné dany polomer.
Reseni. Parametrizaci tedy mame jiz zadanou:

g(t) = (rcost,rsint,rt), t € (0, 2m) .

Potom g(t) = (—rsint,rcost,r),

g (@)||dt = Vr2sin®t + r2cos? t + r2 = /72 + r2 = rv/2,
atedy ds = ||g (t)|| dt = r+/2dt,

27

317 8rndy/2
/ ds—/r\/_dt_r/ £2 dt = r[—} _8rriv2
x? 4 y? 31, 3

0
17



Nékteré aplikace krivkového integralu

Délka s(C) k¥ivky C :

s(€) = [ ds= / Ig ()] dt
C to

Hmotnost m(C) kfivky C s délkovou hustotou o :

m(C) = / ods = / o(9()]14 (1)]] dt

(¢

Analogicky se pocita celkovy naboj. V tomto pfipadé mize hus-
tota o naboje nabyvat i zapornych hodnot.

18



Statické momenty v R? :

5,(€) = [wods = [ ga()o(9(e) 19 (1)) dt

C

5.(0) = [yods = [ au()o(a)lg ®)]dt

(¢

Souradnice x;(C) , y;(C) tézisté krivky C :

e = 5,©) Cfa:ads
T me) T m(e) ]
[yods
8.0
MO =@ T mo

19



Statické momenty v R3 :
5,(€) = [ards = [ ai(a(@®)l§ )l at
S,-(€) = [yods = [ satoa@plia @i at

S0(€) = [z ds = / g5(t)o (9(1)) 16 (8)]] dt

vV v v

Souradnice x;(C) , y:(C) , y:(C) téziste krivky C :

[ zods [ yods [ zods

2(C) = CmT y:(C) = CmT z(C) = ¢

m(C)

20



Momenty setrvacnosti v R? :

I,(C) = / Yo ds = / G2 (6o (g(t))]|g (1) dt

(¢

1,0) = [a*ods = [ gBo(a®)llé )] at

(¢

21



Momenty setrvacnosti v R3 :

L,(C) = / (y* +2*)o ds = / (G3(t) + g2(£)) o (g(t) 14 ()| dt
C to

I,(C) = / (4 2%)o ds = / (G2(8) +g2() o (a(t)) |9 (£) | dt
C to

L(C) = / (@® +y*)o ds = / (3(t) + g2(£)) o (g() 14 ()| dt

22



@ Priklad 7. Naleznéte soufadnici zr té€ziSté homogenni kfivky
v R3, ktera je dana vztahy

2¢2 +2°=2, y==x, z>0.
Reseni. Prvni podminka by se mohla zjednodusit, kdybychom

pouzili zobecnéné polarni soufadnice pro = a z. Zbyvajici pro-
meénnou y ponechme:

x=rcosp, y=y, 2z=+2rsinep.
Nyni mame tfi nové proménné, r, ¢, y, ovéem pro parametrizaci

kfivky potfebujeme jen jeden parametr.

Kfivka je urCena dvéma rovnicemi — to znamena, ze po dosa-

zeni tfi novych neznamych by se ndm mélo podafit dvé neznamé

,Zrusit”, tedy nahradit Cislem nebo vyrazem obsahujicim jediny

parametr:

222 4 22 =2 = 2r%2cos?p + 2r?sin®p =2, . 2r? =2,
t. r=1

y==ax = Yy =rcosep = 1-cosyp

23



VSechny souradnice jsme tedy schopni nahradit vyrazem obsa-
hujicim pouze ¢ :

9(p) = (z,y,2) = (cos ¢, cos p, V2sin 90>

g(p) = <— sin ¢, — sin ¢, /2 cos cp)

19 ()|l = V/sin® ¢ + sin® p + 2 cos2 ¢ = \/2 (sin® ¢ + cos? ¢) = V2
ds = [|g(¢)lldp = vV2dyp
Délka kfivky:
L:fdszf\/idSOZ\/iﬂ'
C 0
Souradnice zr tézisté:
C 0

24



4.3 Plosny integral 1. druhu

Definice 3. Mnozina S C R? se nazyva prosta regularni
plocha v R3 pravé tehdy, kdyz existuje vzajemné jedno-
znacné zobrazeni

g:Q2—8; g(u,v) = (g1(u,v), g2(u, v), gs(u,v)), (4.11)
které ma na mnoziné 2 C R? spojité parcialni derivace
o9 (891 992 893) o9 ( 091 0g2 393)
= = 9

Ou \ Ou’ 6u’ du v \ v’ v’ Ov
(4.12)

pficemz vektory (4.12) jsou linearné nezavislé.

Vektory (4.12) jsou linearné nezavislé tecné vektory k plose S,
jejich vektorovy soucin je normalovy vektor k plose S (viz na-
sledujici obrazek).

25



Uvazujme bod plochy o soufadnicich (z,y,z) = g(u,v). Pro
pevné v tvori body g(u, v) kfivku C,,, jejiz teCny vektor ziskame
jako derivaci parametrizace podle (v tuto chvili jediné) proménné u.
Podobné pro pevné w tvofi body g(u,v) kfivku C,, jejiz teCny
vektor ziskame jako derivaci parametrizace podle v :

——— —

t — %_ 091 09> 0gs
““Ou \Ou’ Ou’ du
n _879_ (891 092 893)
Y v \ov ov’ v

26



Element obsahu dS

Element obsahu dS si mizeme predstavit jako obsah rovnobéz-
niku, jehoz strany tvofi vektory ds,, ds,. Obsah tohoto rovno-
bézniku je roven velikosti vektorového soucinu téchto vektoru.

——— —

s, = t,du, ds, =1t,dv

dS = ||ds, x ds,| = [|t. x t,|| dudv

39 ag
v

. dS = H du dv

27



Plosny integral 1. druhu v R3

Definice 4. Necht' S je prosta regularni plocha v R3 a necht
g: Q2 — S je jeji parametrizace. Necht f: & — R je
funkce. Existuje-li Riemannuiv integral

// £(9(u, v))H 9 agH ) (4.13)

3 pak toto Cislo znac¢ime [[ f dS a nazyvame je ploSnym
integralem 1. druhu funkce f pres plochu S (také neori-
entovanym plosnym integralem). Je tedy

//fds // f(g(u, v))Hag 89” dudv (4.14)

— / /n F(9(u,0)) [[tu X t]| dudo,

28



Je-li & Céast grafu funkce z = h(zx,y), pak miuzeme vzit jako
parametry pfimo x, y, tj. zvolit parametrizaci

g(wvy) = (:B, yah(wv y))? (:c,y) € 2 C Dp,. (4.15)

Zfejme plati:
oh oh
tw: 1’0,8_3'; ’ ty: 0,1,8—y

Oh  0Oh 1)
ox’ Ay’

Il = 1t x ]| = 1+(3h)2+(8h)2
e o ox oy

Pro plo$ny integral tedy plati: IJs f(z,y,2z)dS =

zt/l;f@%y,h@%yﬂ\/l+-<22)2+'<ZZ)2dmdy

(4.16)

n:gxg:(

29



Pro plochu § s parametrizaci g = (g1, g2, g3) plati:

892 8g3 391 893 8gl %
99 99 _[|ou ou| _|ou ou | | ou ou
du v dg2 0gs ’ 9g1 09gs ’ 9g1 092
v v v dv2 v v

Odtud a ze vztahu ||a x b||2 = ||a||?||b||> — ae b plyne:

og
||| = Ha H VEG — F2, (4.17)

ag||? agl|?
= 7g y G = 7g
du ov

VeliCiny E, G a F se nazyvaji Gaussovy koeficienty plochy. Mizeme
také psat:

kde

g 0
 F=29,99 (4.18)
ou Ov’

Inll* = [t x t,]1* =

30



@ Priklad 8. Naleznéte hodnotu ploSného integralu

//smds

S ={(z,y,2) € R?| (z+y+z =1)A(z > 0)A(y > 0)A(z > 0)}.

pres plochu

Reseni.
z=1—xz—vy

Zvolme tedy
r=Uu,Y =1,

z=1—u—wv

31



Plochu budeme parametrizovat jako graf funkce:
g(u,v) = (u,v,1 —u—v), u+v<1,u>0,v>0

0
Tecné vektory: t, = ag (1,0,—-1)
u
og
tv - % - (O, ]_, —]_)

Normalovy vektor: n=(1,0,-—1) x (0,1,—1) = (1,1,1)
Velikost vektoru n: ||n|| = V12 +12+12 = /3
Element obsahu:  dS = ||n||dudv = v/3dudv

1 1—x

//s(1-|-:131—|—y)2d52//(1+u1+v)2\/§dudv:

:ﬁ/[‘ﬁ] d“‘f/(“+1+ ) v

1

— V3 [in(1+w) ~ ju| =iz )

0
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@ Priklad 9. Naleznéte hodnotu ploSného integralu

J[@+v)as

presplochuS = {(z,y,2) € R® | (z = 1—z2—y?)A(z > 0)}.

Reseni.
1. moznost: S jako graf funkce — parametrizace:
g(u,v) = (u,v,1 —u? —v?), uw?>+v*<1.
= = (1,0, —2u)

.y og
Tecné vektory: t, = —
ou
o
ty = 29 — (0,1, —2v)
ov

Normalovy vektor: n= (1,0, —2u) X (0,1, —2vy) = (2u,2v,1)

Velikost vektoru n: ||n|| = V4u? + 4v2 + 1
dS = ||n|| dz dy = vV4u? + 4v2 + 1 dudv
33
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1—u2

1
// (z*+y*) dS = / / (u?+v?)V4u? + 4v? + 1dodu =
S
—1 _

2

1—u

2

1 1—u
:4/ / (u2+v2)\/4u2—|—4y2—|—1d'vdu:
0 0

u=rcosp, 0 <r<l1,
v=rsing, 0<p <7

3 1
4//r3\/4r2+1drdgo:
0 o0

4r?2 +1 = t, 8rdr = dt

1
:27r/r3\/4r2+1dr: r=0= t=1 o
0

r=1= t=25

5

7T
= = t1/2dt — (25v5 + 1
4/ 0( V5 +1)

34



2. moznost: Nyni si ukazme feSeni, kdy zvolime parametrizaci
rovnou pomoci polarnich souradnic: * = rcos ¢, y = rsin .

Potomz=1—22—9y?2=1—7r2, mabytz > 0,t.1—r2 > 0.
Parametrizace ma tedy tvar:

g(r,p) = (rcosp,rsingp,1 —r?), 0<r<1,0< ¢ < 2.

. og .
Tecné vektory: t, = o = (cos ¢, sin ¢, —27)
T
og :
t, = % = (—7r,sin ¢, r cos ¢, 0)

Normalovy vektor: n = (2r2cos ¢, 2rsin ¢, r)

Velikost vektoru n: ||| = |/4r4(cos? ¢ + sin® ) + 12 =
_ @) = /BT ET
Element obsahu: dS = ||n||drdy = r+/4r2 + 1drde
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2w 1

//(w2+y2) dS://r3\/47'2—|—1dr dy =
S
0 O

1 14+ 4r2 = t, 8rdr = dt
:27r/r3\/1+47'2d7': r=0= t=1 =
0 r=1= t=25

5
= Z/ ol gy = 7(25\/5+1)
4 60
1

Nakonec jsme tedy vyresili stejny integral, jako v pfedchozim pfi-
padé. Porovname-Ili obé moznosti, pak je videt, Ze parametrizace
plochy jako grafu funkce vede k jednodus$Simu normalovému vek-
toru a jeho velikosti, jen je pak nékdy zapotfebi pouzit vhodnou
substituci pri feSeni dvojného integralu. Druhou moZznosti je pou-
Zit rovnou jiné soufadnice a s vyuzitim rovnice plochy snizit poCet
proménnych na dvé. Pak uz budeme mit snazs§i meze pro dvojny
integral, ale zase o néco pracnéjsi vypocet velikosti normalového
vektoru.
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Nékteré aplikace plosného integralu

Plosny obsah S(S) plochy S :

S(S)://S ds

Hmotnost m(S) plochy S s plosSnou hustotou o :
m(S) = // o(x,y,z)dS
S

Analogicky se pocita celkovy naboj. V tomto pfipadé maze hus-
tota o ndboje nabyvat i zapornych hodnot.
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Statické momenty vzhledem k rovinam yz, zz a zy :
Sy:(S) = [[¢xo(x,y,2z)dS
Swz(s) - ffs ya(:c, Y, Z) ds

Szy(S) = [[szo(x,y,2)dS

Vv vaewv

Souradnice x,(S) , y:(S) , y:(S) tézisté krivky S :

N _ Jlsxo(x,y,2)dS
«(8) = m(S)
_ Jlsyo(x,y,2)dS
v(S) = m(S)
; _ Jlszo(x,y,2)dS
«(8) = m(S)
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Momenty setrvacnosti vzhledem k osam =, y, = :

L(S) = [[0*+ )o@, v.2)as
1,8) = [ @ +)o(@.y.2) a5

1.5 = [[ @+ vy, ds
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