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Diferenciálńı rovnice n–tého řádu

V této přednášce se budeme zabývat diferenciálńı rovnićı n–tého řádu vyřešenou vzhledem
k n-té derivaci, tj. diferenciálńı rovnićı

x(n) = f
(
t, x, x′, x′′, . . . , x(n−1)

)
, (1)

kde x(k)(t) je k–tá derivace funkce x = x(t) a funkce f je definována na oblasti O ⊂ Rn+1.

Definice. Řešeńı diferenciálńı rovnice (1) na intervalu I je jakákoliv funkce x = ϕ(t),
pro kterou plat́ı

ϕ(n)(t) = f
(
t, ϕ(t), ϕ′(t), ϕ′′(t), . . . , ϕ(n−1)(t)

)
pro každé t ∈ I.

Definice. Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (1) na intervalu I nazveme množinu všech
řešeńı diferenciálńı rovnice (1) na intervalu I.
Partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice je prvek z množiny obecných řešeńı, tj. jedno
konkrétńı řešeńı.
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (1) obsahuje obvykle n parametr̊u a partikulárńı
řešeńı dostaneme z obecného řešeńı konkrétńı volbou těchto parametr̊u.

Př́ıklad. Jestliže interpretujeme x = x(t) jako vzdálenost bodu s hmotnost́ı m na ose x
od počátku, na který p̊usob́ı śıla F (t, x, v), kde v = x′(t) je jeho rychlost, je jeho pohyb
po ose x popsán pohybovou rovnićı

mx′′ = F (t, x, x′) neboli x′′ = f(t, x, x′) , f(t, x, x′) =
F

m
, (2)

tj. diferenciálńı rovnićı druhého řádu.
Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (2) je množina všech možných pohyb̊u bodu v

silovém poli F (t, x, v) a partikulárńı řešeńı (2) je jeden konkrétńı pohyb. Aby byl tento
pohyb určen, zadává se poloha a rychlost bodu v nějakém čase t0, tj. hodnoty x(t0) = x0

a v(t0) = x′(t0) = v0. Tyto hodnoty se nazývaj́ı počátečńı podmı́nky a obvykle je jimi
jednoznačně určen pohyb bodu x = x(t), tj. partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice (2).

Obecně jsou počátečńı podmı́nky pro diferenciálńı rovnici n–tého řádu (1) dány bodem
(t0, x0, x1, x2, . . . , xn−1) ∈ O, kde

x(t0) = x0 , x′(t0) = x1 , x′′(t0) = x2 , . . . , x(n−1)(t0) = xn−1 . (3)

Definice. Cauchyova úloha se nazývá úloha naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice (1), které
splňuje počátečńı podmı́nky (3).

Lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu

Naj́ıt obecné řešeńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu nebo řešeńı Cauchyovy úlohy pro
tuto rovnici neńı snadná úloha. My se budeme zabývat lineárńımi diferenciálńımi rovni-
cemi n–této řádu.

Lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu, je diferenciálńı rovnice tvaru

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + an−2(t)x

(n−2) + . . . + a1(t)x
′ + a0(t)x = f(t) , (4)

kde ak(t) a f(t) jsou funkce proměnné t.

Poznámky o řešeńı lineárńıch rovnic

Množina všech řešeńı lineárńı rovnice má několik obecných vlastnost́ı, které by měly být známy
z přednášky o algebře a které nyńı stručně shrneme.

Necht’ jsou V a W vektorové prostory. Zobrazeńı L : V → W se nazývá lineárńı, jestliže pro
každé v1, v2 ∈ V a každé α1, α2 ∈ R (nebo C) plat́ı

L(α1v1 + α2v2) = α1L(v1) + α2L(v2) . (5)

Necht’ je L : V → W lineárńı zobrazeńı. Uvažujme rovnici

L(x) = w (6)

pro neznámou x ∈ V , kde w ∈ W .
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Pro lineárńı rovnice plat́ı tzv. princip superpozice:
Věta: Jsou-li x1 a x2 řešeńım lineárńıch rovnic L(x1) = w1 a L(x2) = w2, je x = α1x1 + α2x2

řešeńı lineárńı rovnice L(x) = α1w1 + α2w2.
Důkaz: Tvrzeńı je bezprostředńım d̊usledkem vlastnosti linearity (5).

Je-li w 6= 0 nazývá se rovnice (6) nehomogenńı a je-li w = 0 nazýváme ji homogenńı. Je-li
dána nehomogenńı lineárńı rovnice (6) nazývá se rovnice

L(x) = 0 (7)

homogenńı rovnićı př́ıslušnou k rovnici (6).

Věta: Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice (6) lze vyjádřit ve tvaru

x = xH + xN , (8)

kde xH obecné řešeńı homogenńı rovnice (7) a xN je jedno řešeńı nehomogenńı rovnice (6).
Důkaz: Necht’ je xN jedno řešeńı nehomogenńı rovnice a x jej́ı obecné řešeńı. Označme y = x − xN .
Podle vlastnosti (5) pro y plat́ı

L(y) = L(x− xN ) = L(x)− L(xN ) = w − w = 0 .

Tedy y = x− xN je obecné řešeńı homogenńı rovnice, a proto x = xN + y.

Abychom našli obecné řešeńı nehomogenńı lineárńı rovnice, stač́ı podle této věty naj́ıt jedno
řešeńı nehomogenńı rovnice (6) a obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice (7).

Věta: Množina všech řešeńı homogenńı lineárńı rovnice (7) tvoř́ı vektorový podprostor VH ⊂ V.
Důkaz: Muśıme ukázat, že pro každá dvě řešeńı homogenńı rovnice x1 a x2 a každé konstanty α1 a α2

je x = α1x1 + α2x2 řešeńım homogenńı rovnice. Ale z vlastnosti (5) plyne

L(x) = L(α1x1 + α2x2) = α1L(x1) + α2L(x2) = 0 ,

a tedy x je také řešeńı homogenńı rovnice.

Tato věta je užitečná zejména tehdy, když množina všech řešeńı homogenńı rovnice VH je
konečně–dimenzionálńı vektorový prostor.
Důsledek: Jestliže je dimVH = n, stač́ı pro nalezeńı obecného řešeńı homogenńı rovnice naj́ıt
n jej́ıch lineárně nezávislých řešeńı xk, k = 1, 2, . . . , n. Obecné řešeńı homogenńı rovnice pak
má tvar

xH = c1x1 + c2x2 + . . . + cnxn , (9)

kde c1, c2, . . . , cn jsou libovolné konstanty.
Důkaz: Toto tvrzeńı je vlastně definice dimenze vektorového prostoru.

Tedy jestliže v́ıme, že dimenze vektorového prostoru řešeńı homogenńı rovnice je n, stač́ı pro
nalezeńı obecného řešeńı nehomogenńı rovnice naj́ıt n lineárně nezávislých řešeńı homogenńı
rovnice a jedno řešeńı nehomogenńı rovnice.

Z těchto vět plyne, že obecné řešeńı lineárńı diferenciálńı rovnice (4) lze psát jako
součet

x(t) = xH(t) + xN(t) ,
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kde xH(t) je obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x(n) + an−1(t)x
(n−1) + an−2(t)x

(n−2) + . . . + a1(t)x
′ + a0(t)x = 0 , (10)

která se nazývá homogenńı diferenciálńı rovnice př́ıslušná k diferenciálńı rovnici (4) a
xN(t) je jedno řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice (4).

Pro lineárńı diferenciálńı rovnici (4) plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta. Jestliže jsou funkce ak(t), k = 0, 1, . . . , n−1, a f(t) spojité na intervalu I, existuje
pro každé t0 ∈ I a každé

(
x0, x1, . . . , xn−1

)
∈ Rn právě jedno řešeńı diferenciálńı rovnice

(4), které splňuje počátečńı podmı́nky x(k)(t0) = xk, k = 0, 1, . . . , n − 1, a je definované
na celém intervalu I.

Pomoćı této věty lze poměrně jednoduše ukázat, že dimenze vektorového prostoru VH

je n. Tedy abychom našli obecné řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého
řádu, stač́ı naj́ıt n lineárně nezávislých řešeńı x1(t), x2(t), . . . , xn(t), této rovnice, tj. bázi
v prostoru VH . Obecné řešeńı je pak jejich lineárńı kombinace, tj.

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + . . . + cnxn(t) ,

kde c1, c2, . . . , cn jsou libovolné konstanty.

Definice. Každá množina n lineárně nezávislých řešeńı homogenńı lineárńı rovnice n–tého
řádu (10) se nazývá fundamentálńı systém řešeńı.

Lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty

V obecném př́ıpadě je i úloha naj́ıt fundamentálńı systém řešeńı homogenńı diferenciálńı
rovnice (10) prakticky neřešitelná.

Situace se podstatně zjednodušš́ı, když jsou funkce ak(t) v diferenciálńı rovnici (10)
konstanty. Pak má totiž tato diferenciálńı rovnice,

x(n) + an−1x
(n−1) + an−2x

(n−2) + . . . + a1x
′ + a0x = 0 , (11)

alespoň jedno řešeńı tvaru x(t) = eλt, kde λ je obecně komplexńı č́ıslo. V takovém př́ıpadě
je x(k)(t) = λkeλt a po dosazeńı do rovnice (11) a vyděleńı eλt dostaneme pro λ rovnici

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . . + a1λ + a0 = 0 . (12)

Polynom P (λ) se nazývá charakteristický polynom a rovnici (12) pro λ nazýváme cha-
rakteristickou rovnićı. Pro každé řešeńı λ charakteristické rovnice je funkce x(t) = eλt

nenulovým řešeńım diferenciálńı rovnice (11).
Protože charakteristický polynom je stupně n, lze jej v komplexńım oboru zapsat ve

tvaru
P (λ) = (λ− λ1)

k1(λ− λ2)
k2 . . . (λ− λr)

kr ,

kde λ1, . . . , λr jsou navzájem r̊uzné kořeny charakteristického polynomu a k1, . . . , kr

jejich násobnosti. Přitom plat́ı k1 + k2 + . . . + kr = n.
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Pomoćı kořen̊u charakteristického polynomu lze sestrojit n lineárně nezávislých řešeńı
diferenciálńı rovnice (11). Je-li λs kořen charakteristické rovnice násobnosti ks, odpov́ıdá
mu ks lineárně nezávislých obecně komplexńıch řešeńı (11)

x1(t) = eλst , x2(t) = teλst , . . . , xks(t) = tks−1eλst .

Jsou-li koeficienty ak reálné a je-li č́ıslo λs kořen charakteristického polynomu násobno-
sti ks, je také komplexně sdružené č́ıslo λs kořen charakteristického polynomu násobnosti
ks. V takovém př́ıpadě je výhodněǰśı použ́ıvat mı́sto komplexńıch prvk̊u báze prostoru VH

reálné funkce. Je-li totiž λ1 = α + iβ, kde β 6= 0, kořen násobnosti k, je také λ1 = α− iβ
kořen násobnosti k. Této dvojici odpov́ıdaj́ı komplexńı řešeńı

x1(t) = e(α+iβ)t = eαt
(
cos βt+i sin βt

)
a x2(t) = x1(t) = e(α−iβ)t = eαt

(
cos βt−i sin βt

)
.

Mı́sto těchto dvou řešeńı můžeme za prvky báze vybrat jejich lineárńı kombinaci

x̂1(t) =
x1(t) + x2(t)

2
= Re x1(t) = eαt cos βt ,

x̂2(t) =
x1(t)− x2(t)

2i
= Im x1(t) = eαt sin βt .

Podobnou konstrukci lze použ́ıt i pro řešeńı x(t) = tse(α+iβ)t a x(t) = tse(α−iβ)t.
Tedy má-li diferenciálńı rovnice (11) reálné koeficienty, lze ke každému reálnému kořenu

λ0 násobnosti k sestrojit k lineárně nezávislých řešeńı

x1(t) = eλ0t , x2(t) = teλ0t , . . . , xk(t) = tk−1eλ0t

a ke každé dvojici komplexńıch kořen̊u λ1 = α + iβ a λ1 = α − iβ násobnosti k sestrojit
2k lineárně nezávislých řešeńı

x1(t) = eαt cos βt , x3(t) = teαt cos βt , . . . , x2k−1(t) = tk−1eαt cos βt ,

x2(t) = eαt sin βt , x4(t) = teαt sin βt , . . . , x2k(t) = tk−1eαt sin βt .

Lze ukázat, že množina všech takto sestrojených n řešeńı je lineárně nezávislá, a tedy
tvoř́ı bázi v prostoru VH .

Př́ıklad. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′′ − x′ − 6x = 0.

Řešeńı: Jedná se o homogenńı lineárńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty.
Proto budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı
dostaneme pro λ charakteristickou rovnici λ2 − λ − 6 = 0, jej́ıž řešeńı jsou λ1 = 3 a
λ2 = −2. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı dané diferenciálńı rovnice x1(t) = e3t a
x2(t) = e−2t. Obecné řešeńı této rovnice je jejich lineárńı kombinace, tedy

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
3t + c2e

−2t ,

kde c1 a c2 jsou konstanty.

Př́ıklad. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′′ + 4x′ + 4x = 0, x(0) = 1 a x′(0) = 2.
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Řešeńı: Jedná se o homogenńı lineárńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty.
Proto budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı
dostaneme pro λ charakteristickou rovnici λ2 + 4λ + 4 = 0, která má dvojnásobný kořen
λ1 = λ2 = −2. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı dané diferenciálńı rovnice x1(t) =
e−2t a x2(t) = te−2t a obecné řešeńı této rovnice je

x(t) = c1e
−2t + c2te

−2t ,

kde c1 a c2 jsou konstanty. Ty urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Z nich dostaneme soustavu
rovnic

x(0) = 1 = c1 , x′(0) = 2 = −2c1 + c2 ,

která má řešeńı c1 = 1 a c2 = 4. Řešeńı dané Cauchyovy úlohy tedy je x(t) = (1+4t)e−2t.

Př́ıklad. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′′ − 2x′ + 5x = 0, které splňuje počátečńı
podmı́nky x(0) = 1 a x′(0) = 3.

Řešeńı: Jedná se o homogenńı lineárńı rovnici druhého řádu s konstantńımi koeficienty.
Proto budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı
dostaneme pro λ charakteristickou rovnici λ2 − 2λ + 5 = 0, která má dva komplexně
sdružené kořeny λ1 = 1+2i a λ2 = λ1 = 1− 2i. K těmto kořen̊um sestroj́ıme dvě lineárně
nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice

x1(t) = Re
(
e(1+2i)t

)
= et cos 2t , x2(t) = Im

(
e(1+2i)t

)
= et sin 2t .

Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice proto je

x(t) = c1e
t cos 2t + c2e

t sin 2t ,

kde c1 a c2 jsou konstanty. Ty najdeme z počátečńıch podmı́nek, ze kterých plyne

x(0) = 1 = c1 a x′(0) = 3 = c1 + 2c2 ,

tj. c1 = c2 = 1. Proto je řešeńı naš́ı úlohy x(t) = et
(
cos 2t + sin 2t

)
.

Poznámka. Za dvě lineárně nezávislá řešeńı dané diferenciálńı rovnice bychom také mohli zvolit
dvě komplexńı řešeńı x1(t) = e(1+2i)t a x2(t) = e(1−2i)t. Obecné řešeńı bychom pak mohli zapsat
ve tvaru

x(t) = C1e(1+2i)t + C2e(1−2i)t ,

kde C1 a C2 jsou komplexńı č́ısla. Z počátečńıch podmı́nek bychom dostali soustavu

x(0) = 1 = C1 + C2 , x′(0) = 3 = (1 + 2i)C1 + (1− 2i)C2 ,

ze které plyne C1 = 1
2(1− i), C2 = 1

2(1 + i). Tedy řešeńı naš́ı úlohy je

x(t) = 1
2(1− i)e(1+2i)t + 1

2(1 + i)e(1−2i)t = et
(
cos 2t + sin 2t

)
.

Př́ıklad. Nalezněte reálný fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice

x(6) − 9x(5) + 32x(4) − 50x′′′ + 13x′′ + 55x′ − 50x = 0 . (13)
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Řešeńı: Diferenciálńı rovnice (13) je lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnice šestého
řádu. Proto jej́ı fundamentálńı systém řešeńı tvoř́ı šest jej́ıch lineárně nezávislých řešeńı.
Protože se jedná o rovnici s konstantńımi koeficienty, budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru
x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Př́ıslušná charakteristická rovnice

λ6 − 9λ5 + 32λ4 − 50λ3 + 13λ2 + 55λ− 50 = (λ + 1)(λ− 2)(λ2 − 4λ + 5)2 = 0

má kořeny λ1 = −1, λ2 = 2, které jsou násobnosti jedna a dva komplexně sdružené
kořeny λ3 = 2 + i a λ4 = 2 − i, které jsou násobnosti 2. Protože Re

(
e(2+i)t

)
= e2t cos t a

Im
(
e(2+i)t

)
= e2t sin t, tvoř́ı reálný fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice (13)

např́ıklad funkce

x1(t) = e−t , x2(t) = e2t ,

x3(t) = e2t cos t , x4(t) = e2t sin t , x5(t) = te2t cos t , x6(t) = te2t sin t .

Př́ıklad. Nalezněte reálný fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice

x(4) − 2x′′′ + 6x′′ − 32x′ + 40x = 0 , (14)

jestliže v́ıte, že jedno řešeńı rovnice (14) je x(t) = te2t.

Řešeńı: Diferenciálńı rovnice (14) je lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnice čtvrtého
řádu. Proto jej́ı fundamentálńı systém řešeńı tvoř́ı čtyři jej́ı lineárně nezávislá řešeńı.
Protože se jedná o rovnici s konstantńımi koeficienty, budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru
x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Př́ıslušná charakteristická rovnice je

λ4 − 2λ3 + 6λ2 − 32λ + 40 = 0 . (15)

Protože funkce x(t) = te2t je řešeńı diferenciálńı rovnice (14), je λ = 2 dvojnásobný kořen
rovnice (15). Děleńım zjist́ıme, že

λ4 − 2λ3 + 6λ2 − 32λ + 40 = (λ− 2)2(λ2 + 2λ + 10) .

Tedy charakteristická rovnice (15) má dvojnásobný reálný kořen λ1 = 2 a dva komplexně
sdružené kořeny λ2 = −1+3i a λ1 = −1−3i. Proto je reálný fundamentálńı systém řešeńı
tvořen např́ıklad funkcemi

x1(t) = e2t , x2(t) = te2t , x3(t) = e−t cos 3t , x4(t) = e−t sin 3t .

Řešeńı nehomogenńı rovnice ve speciálńıch př́ıpadech – odhad řešeńı

Jestliže známe fundamentálńı systém řešeńı homogenńı rovnice (10), existuje metoda,
jak vyjádřit řešeńı nehomogenńı rovnice (4) pro libovolnou funkci f(t) pomoćı integrál̊u.
Touto metodou, která se nazývá variace konstant, se v této přednášce zabývat nebudeme,
ale soustřed́ıme se na řešeńı nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi
koeficienty

x(n) + an−1x
(n−1) + an−2x

(n−2) + . . . + a1x
′ + a0x = f(t) , (16)

kde funkce f(t) má jistý speciálńı tvar, který upřesńıme pozěji.
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Při řešeńı homogenńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty (11) hrál význam-
nou roli charakteristický polynom (12), pomoćı jehož kořen̊u jsme sestrojili fundamentálńı
systém řešeńı homogenńı rovnice.

Je-li pravá strana f(t) diferenciálńı rovnice (16) lineárńı kombinace funkćı

eρtPN(t) a eσt
(
PN1(t) cos ωt + PN2(t) sin ωt

)
, (17)

kde PN(t) je polynom stupně N a PN1(t) a PN2(t) jsou polynomy stupně N1 a N2, neńı
třeba k nalezeńı řešeńı nehomogenńı rovnice použ́ıt metody variace konstant, ale př́ımo
odhadnout tvar řešeńı.

Připomeňme, že pro lineárńı rovnice plat́ı princip superpozice, tj. když jsou x1, resp.
x2, řešeńım lineárńı rovnice L(x1) = f1, resp. L(x2) = f2, je x = x1 + x2 řešeńım lineárńı
rovnice L(x) = f1 + f2. Proto je-li pravá strana diferenciálńı rovnice (16) rovna součtu
funkćı typu (17), lze naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice pro každý člen součtu zvlášt’ a
celkové řešeńı bude jej́ım součtem.

Pro pravou stranu diferenciálńı rovnice (16) typu f(t) = eρtPN(t) existuje řešeńı ne-
homogenńı rovnice tvaru

x(t) = eρtQN(t) · tk ,

kde QN(t) je obecný polynom stupně N a k je násobnost kořene ρ v charakteristické
rovnici P (λ) = 0. Toto k odpov́ıdá počtu řešeńı homogenńı rovnice tvaru tpeρt nebo jej
lze určit ze vztah̊u

P (ρ) = P ′(ρ) = . . . = P (k−1)(ρ) = 0 a P (k)(ρ) 6= 0 .

Má-li diferenciálńı rovnice (16) reálné koeficienty a jej́ı pravá strana je typu f(t) =
eσt

(
PN1(t) cos ωt + PN2(t) sin ωt

)
, existuje řešeńı nehomogenńı rovnice tvaru

x(t) = eσt
(
RN(t) cos ωt + SN(t) sin ωt

)
· tk ,

kde N = max(N1, N2), RN(t) a SN(t) jsou obecné polynomy stupně N a k je násobnost
kořene σ ± iω v charakteristické rovnici P (λ) = 0. Toto č́ıslo odpov́ıdá počtu řešeńı
homogenńı rovnice tvaru tpeσt cos ωt, resp. tpeσt sin ωt.

Př́ıklad. Najděte jedno řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′ + 4x′ + 3x = (t + 1)et + e−3t + e−t cos 2t . (18)

Řešeńı: Odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnice je x′′ + 4x′ + 3x = 0 a jej́ı charakteristická
rovnice λ2 + 4λ + 3 = 0 má kořeny λ1 = −1 a λ2 = −3, které jsou oba násobnosti 1. Tedy
dvě lineárně nezávislá řešeńı charakteristické rovnice jsou x1 = e−t a x2 = e−3t.

Pravou stranu naṕı̌seme jako součet tř́ı funkćı f(t) = f(1)(t) + f(2)(t) + f(3)(t), kde

f(1)(t) = (t + 1)et , f(2)(t) = e−3t , f(3)(t) = e−t cos 2t ,

a budeme hledat řešeńı pro každou část zvlášt’, tj. hledat řešeńı rovnic x′′
(k)+4x′

(k)+3x(k) =

f(k)(t) pro k = 1, 2, 3.
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Pro f(1)(t) má polynom P (t) = (t+1) stupeň jedna a et neńı řešeńım homogenńı rovnice.
Proto bude mı́t řešeńı tvar

x(1)(t) = et(at + b) .

Po dosazeńı do rovnice dostaneme

8at + 6a + 8b = t + 1 =⇒ 8a = 1 , 6a + 8b = 1 =⇒ a = 1
8
, b = 1

32
.

Tedy pro f(1)(t) jsme našli řešeńı x(1)(t) = 1
32

et(4t + 1).

Pro f(2)(t) má polynom P (t) = 1 stupeň nula a λ = −3 je kořen charakteristické rovnice
násobnosti 1. Proto bude mı́t řešeńı tvar

x(2)(t) = e−3ta · t .

Po dosazeńı do rovnice dostaneme

−2a = 1 , tj. a = −1
2
.

Tedy pro f(2)(t) jsme našli řešeńı x(2)(t) = −1
2
e−3tt.

Pro f(3)(t) má polynom P (t) = 1 stupeň nula a e−t cos 2t neńı řešeńım homogenńı rovnice.
Proto budeme hledat řešeńı ve tvaru

x(3)(t) = e−t
(
a cos 2t + b sin 2t

)
.

Po dosazeńı do rovnice dostaneme po úpravách

(−4a + 4b) cos 2t + (−4a− 4b) sin 2t = cos 2t =⇒ −4a + 4b = 1 , a + b = 0 =⇒
=⇒ a = −1

8
, b = 1

8
.

Tedy pro f(3)(t) je řešeńı x(3)(t) = 1
8
e−t

(
sin 2t− cos 2t

)
.

Jedno řešeńı nehomogenńı rovnice (18) je

x(t) = x(1)(t) + x(2)(t) + x(3)(t) = 1
32

et(4t + 1)− 1
2
e−3tt + 1

8
e−t

(
sin 2t− cos 2t

)
.

Př́ıklad: Uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı diferenciálńı rovnice

x(5) + 2x(4) + 2x′′′ − 4x′′ − 11x′ + 10x = te−t + et + te−t cos 2t + e−t sin 2t + e−2t sin 2t .

Řešeńı: Pravá strana této rovnice je součet čtyř část́ı, které odpov́ıdaj́ı r̊uzným možným
řešeńı homogenńı rovnice. Jsou to

f1(t) = te−t , f2(t) = et , f3(t) = te−t cos 2t + e−t sin 2t , f4(t) = e−2t sin 2t .

Celkové řešeńı nehomogenńı rovnice budeme proto hledat jako součet řešeńı čtyř rovnic.

Charakteristický polynom odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnici je

P (λ) = λ5 + 2λ4 + 2λ3 − 4λ2 − 11λ + 10 .

Protože P (−1) = 16, neńı λ = −1 řešeńım charakteristické rovnice. Proto bude mı́t
odpov́ıdaj́ıćı řešeńı tvar

x1(t) = e−t(a1t + b1) .
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Protože P (1) = 0 je λ = 1 kořen charakteristické rovnice. Derivace charakteristického
polynomu je

P ′(λ) = 5λ4 + 8λ3 + 6λ2 − 8λ− 11 .

Protože P ′(1) = 0, je λ = 1 kořen charakteristické rovnice násobnosti nejméně 2. Druhá
derivace charakteristického polynomu je

P ′′(λ) = 20λ3 + 24λ2 + 12λ− 8 .

Protože P ′′(1) = 48 6= 0 je λ = 1 kořen charakteristického polynomu násobnosti 2. Řešeńı
odpov́ıdaj́ıćı nehomogenńı rovnice budete tedy hledat ve tvaru

x2(t) = eta · t2 .

Protože už v́ıme, že λ = 1 je kořen charakteristického polynomu násobnosti 2, dostaneme
děleńım

P (λ) = (λ− 1)2(λ3 + 4λ2 + 9λ + 10) .

Pro funkci f3(t) je podstatné, zda je λ = −1± 2i kořen charakteristické rovnice. To může
nastat pouze v př́ıpadě, že polynom (λ + 1− 2i)(λ + 1 + 2i) = λ2 + 2λ + 5 děĺı polynom
P1(λ) = λ3 + 4λ2 + 9λ + 10. To skutečně dělitelné je a dostaneme

P (λ) = (λ− 1)2(λ + 2)(λ2 + 2λ + 5) .

Nav́ıc je vidět, že λ = −1± 2i jsou kořeny charakteristické rovnice násobnosti 1. Protože
v f3(t) je u cos 2t polynom stupně 1 a u sin 2t polynom stupně 0, budeme hledat řešeńı
př́ıslušné nehomogenńı rovnice ve tvaru

x3 = e−t
(
(a3t + b3) cos 2t + (c3t + d3) sin 2t

)
· t .

Protože λ = −2±2i neńı kořen charakteristické rovnice, budeme hledat řešeńı odpov́ıdaj́ıćı
f4(t) ve tvaru

x4(t) = e−2t
(
a4 cos 2t + b4 sin 2t

)
.

Celkově budeme hledat řešeńı nehomogenńı rovnice ve tvaru

xN(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t) .
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