
Přednáška 6

Riemann̊uv integrál v Rn

Osnova přednášky

1. Fubiniova věta.

2. Př́ıklad

∫∫
M

y dx dy, kde je M ⊂ R2 dána nerovnostmi x2 + y2 − 2x ≤ 0 a x + y ≥ 2.

3. Př́ıklad M =

∫∫∫
T

√
x2 + y2 dx dy dz, kde T ⊂ R3 je dáno nerovnostmi

2x2 + 2y2 + z ≤ 9 , x2 + y2 ≤ z + 3 , x2 + y2 ≥ 1 .

4. Element plochy v polárńıch souřadnićıch.

5. Regulárńı zobrazeńı a jakobiáln, element objemu.

6. Polárńı souřadnice.

7. Zobecněné polárńı souřadnice.

8. Cylindrické souřadnice; objem tětesa x2 + y2 + z2 ≤ 16 a −1 ≤ z ≤ 3.

9. Zobecněné cylindrické souřadnice; objem tělesa 2x2 + 3y2 + z ≤ 4, z ≥ 0.

10. Sférické souřadnice.

11. Zobecněné sférické souřadnice

12. Jakobián inverzńıho zobrazeńı; objem tělesa

x < yz < 2x , y < xz < 3y , z < xy < 4z .

Pro výpočet Riemannova integrálu v Rn se použ́ıvaj́ı dvě základńı věty: Fubiniova věta a
věta o substituci.

Fubiniova věta

Pomoćı Fubiniovy věty převád́ıme integrál přes množinu v Rn na dva integrály v prosto-
rech nižš́ı dimenze. Body v prostoru Rn = Rr+s budeme psát jako uspořádanou dvojici
(x,y), kde x ∈ Rr a y ∈ Rs. Pro danou množinu M ⊂ Rn označ́ıme Πx kolmý pr̊umět
množiny M do nadroviny y = 0, tj.

Πx =
{
x ∈ Rr ; ∃(x,y) ∈ M

}
.

Pro každé x0 ∈ Πx definujeme množinu S(x0) jako pr̊unik nadroviny x = x0 ⊂ Rn s
množinou M , tj.

S(x0) =
{
y ∈ Rs ; (x0,y) ∈ M

}
.
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Poznámka. Podle definice je pro každé x0 ∈ Πx množina S(x0) neprázdná. Množinu S(x0)
bychom mohli definovat pro každé x0 ∈ Rr. Ale pro x0 /∈ Πx, by bylo S(x0) = ∅.

Podobně lze definovat množiny

Πy =
{
y ∈ Rs ; ∃(x,y) ∈ M

}
a pro y0 ∈ Πy neprázdnou množinu

S(y0) =
{
x ∈ Rr ; (x,y0) ∈ M

}
.

Věta (Fubiniova věta). Necht’ je M ⊂ Rn a funkce f(x,y) integrovatelná na množině M .
Necht’ pro skoro všechna x ∈ Πx, resp. pro skoro všechna y ∈ Πy, existuje integrál

F (x) =

∫
S(x)

f(x,y) dy1 dy2 . . . dys ,

respektive integrál

G(y) =

∫
S(y)

f(x,y) dx1 dx2 . . . dxr .

Jestliže rozš́ı̌ŕıme funkci F (x) na množinu Πx tak, že v bodech x, kde neńı definována,
polož́ıme F (x) = 0, respektive rozš́ı̌ŕıme funkci G(y) na množinu Πy tak, že v bodech y,
kde neńı definována, polož́ıme G(y) = 0, plat́ı rovnost∫

M

f(x,y) dx1 . . . dxr dy1 . . . dyy =

∫
Πx

F (x) dx1 . . . dxr =

∫
Πy

G(y) dy1 . . . dys .

Význam Fubiniovy věty spoč́ıvá v tom, že jej́ı postupnou aplikaćı lze integrál v Rn

naj́ıt pomoćı n jednorozměrných integrál̊u.

Př́ıklad. Najděte integrál

∫∫
M

y dx dy, kde je množina M ⊂ R2 dána nerovnostmi

x2 + y2 − 2x ≤ 0 , x + y ≥ 2 .

Řešeńı: Nejjednodušš́ı je si množinu M nakreslit. Je dána jako pr̊unik vnitřku kruhu
x2 + y2−2x ≤ 0, tj. (x−1)2 + y2 ≤ 1 s polorovinou x+ y ≥ 2. Hranice kruhu, tj. kružnice
x2 + y2 − 2x = 0, se s hranićı poloroviny, tj. př́ımkou x + y = 2, prot́ıná v bodech [1, 1] a
[2, 0].

Abychom spoč́ıtali daný integrál vybereme si nejprve pořad́ı integrace ve Fubiniově
větě. Jestliže zvoĺıme ∫∫

M

y dx dy =

∫
Πx

dx

∫
S(x)

y dy ,

vid́ıme, že pr̊umět množiny M na osu x, tj. množina Πx = 〈1, 2〉. Tedy∫∫
M

y dx dy =

∫ 2

1

dx

∫
S(x)

y dy .
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Pro dané x ∈ 〈1, 2〉 sestroj́ıme množinu S(x). To je interval, jehož počátečńı bod lež́ı
na př́ımce x + y = 2 a koncový bod na kružnici x2 + y2 − 2x = 0. Proto je pro dané x
počátečńı bod intervalu S(x) roven y1 = 2 − x a jeho koncový bod je y2 =

√
2x− x2.

Podle Fubiniovy věty tedy je∫∫
M

y dx dy =

∫ 2

1

dx

∫ √
2x−x2

2−x

y dy =

∫ 2

1

[
1
2
y2
]√2x−x2

2−x
dx =

∫ 2

1

(
−2 + 3x− x2

)
dx = 1

6
.

Kdybychom zvolili Fubiniovu větu ve tvaru∫∫
M

y dx dy =

∫
Πy

dy

∫
S(y)

y dx ,

zjistili bychom, že pr̊umět Πy množiny M na osu y je interval 〈0, 1〉. Tedy podle Fubiniovy
věty je ∫∫

M

y dx dy =

∫ 1

0

dy

∫
S(y)

y dx .

Pro dané y ∈ 〈0, 1〉 je množina S(y) interval s počátečńım bodem x = 2− y a koncovým
bodem, který lež́ı na kružnici x2−2x+y2 = 0. Protože je dáno y, jedná se o kvadratickou
rovnici pro x, jej́ıž řešeńı je x± = 1±

√
1− y2. Je tedy vidět, že množina S(y) je interval〈

2− y, 1 +
√

1− y2
〉

a podle Fubiniovy věty plat́ı

∫∫
M

y dx dy =

∫ 1

0

dy

∫ 1+
√

1−y2

2−y

y dx =

∫ 1

0

[
yx
]1+√1−y2

2−y
=

∫ 1

0

y
(
y − 1 +

√
1− y2

)
dy =

=

∫ 1

0

(
y2 − y + y

√
1− y2

)
dy =

[
1
3
y3 − 1

2
y2 − 1

3

(
1− y2

)3/2
]1

0
= 1

6
,

kde jsme při výpočtu integrálu

∫
y
√

1− y2 dy použili substituci 1− y2 = t.

Jestliže neumı́me nebo si z nějakého d̊uvodu nechceme nakreslit množinu M , lze naj́ıt
množiny Πx a S(x), respektive Πy a S(y), výpočtem. Nejprve si opět vybereme pořad́ı,
ve kterém chceme integrovat. Např́ıklad se rozhodneme, že použijeme Fubiniovu větu ve
tvaru ∫∫

M

y dx dy =

∫
Πx

dx

∫
S(x)

y dy .

Zvoĺıme pevné x a budeme pro toto x hledat množinu všech y, pro která jsou splněny
nerovnice x2 + y2− 2x ≤ 0 a x+ y ≥ 2, které definuj́ı množinu M . T́ım najdeme množinu
S(x). Množina Πx je pak množina všech, pro které má tato soustava nerovnic aspoň jedno
řešeńı.

Z uvedených nerovnic dostaneme

2− x ≤ y a −
√

2x− x2 ≤ y ≤
√

2x− x2 .

Je zřejmé, že muśı platit 2x− x2 ≥ 0, tj. 0 ≤ x ≤ 2, a

max
(
2− x,−

√
2x− x2

)
≤ y ≤

√
2x− x2 .

3



Protože pro 0 ≤ x ≤ 2, je −
√

2x− x2 ≤ 0 ≤ 2 − x, je max
(
2 − x,−

√
2x− x2

)
= 2 − x.

Proto jsou dané nerovnice ekvivalentńı nerovnićım

2− x ≤ y ≤
√

2x− x2 , 0 ≤ x ≤ 2 . (1)

Z prvńı nerovnosti źıskáme S(x) =
〈
2− x,

√
2x− x2

〉
, a tedy∫∫

M

y dx dy =

∫
Πx

dx

∫ √
2x−x2

2−x

y dy =

∫
Πx

(
−2 + 3x− x2

)
dx ,

kde množina Πx je dána nerovnostmi

2− x ≤
√

2x− x2 , 0 ≤ x ≤ 2 .

Poznámka: Prvńı z těchto nerovnost́ı je skryta v prvńı nerovnosti (1), ve které jsme vynechali
y. V podstatě ř́ıká, že je horńı mez v integrálu přes y větš́ı než dolńı. Formálně matematicky
plyne tato nerovnost z faktu, že pokud x nerovnost nesplňuje, je množina S(x) prázdná.

Z těchto nerovnost́ı pak plyne, že Πx = 〈1, 2〉 a opět dostaneme∫∫
M

y dx dy =

∫ 2

1

(
−2 + 3x− x2

)
dx = 1

6
.

Kdybychom se rozhodli použ́ıt Fubiniovu větu ve tvaru∫∫
M

y dx dy =

∫
Πy

dy

∫
S(y)

y dx ,

hledali bychom pro dané y množinu všech x, pro která plat́ı nerovnosti x2 + y2 − 2x ≤ 0
a x + y ≥ 2, tj. množinu S(y). Tato soustava nerovnost́ı je ekvivalentńı se systémem
nerovnost́ı

max
(
2− y, 1−

√
1− y2

)
≤ x ≤ 1 +

√
1− y2 , −1 ≤ y ≤ 1 .

Protože pro y ∈ 〈−1, 1〉 je 1 −
√

1− y2 ≤ 1 ≤ 2 − y, vede tato soustava nerovnost́ı k
nerovnostem

2− y ≤ x ≤ 1 +
√

1− y2 , −1 ≤ y ≤ 1 . (2)

Tedy množina S(y) =
〈
2− y, 1 +

√
1− y2

〉
a množina Πy je daná nerovnostmi

2− y ≤ 1 +
√

1− y2 , −1 ≤ y ≤ 1 ,

kde prvńı nerovnost je opět d̊usledkem prvńı nerovnosti v (2). Z těchto nerovnost́ı pak
zjist́ıme, že Πy = 〈0, 1〉. Tedy podle Fubiniovy věty je∫∫

M

y dx dy =

∫ 1

0

dy

∫ 1+
√

1−y2

2−y

y dx = 1
6
.

Př́ıklad. Najděte hmotnost tělesa T , které je dáno nerovnostmi

2x2 + 2y2 + z ≤ 9 , x2 + y2 − z ≤ 3 , x2 + y2 ≥ 1 , (3)
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jehož hustota ρ(x, y, z) =
√

x2 + y2.

Řešeńı: Hmotnost tělesa T je dána integrálem

M =

∫∫∫
T

ρ(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
T

√
x2 + y2 dx dy dz .

Geometricky je těleso T část pr̊uniku dvou rotačńıch paraboloid̊u 2x2 + 2y2 + z ≤ 9 a
x2 + y2 − z ≤ 3, která lež́ı vně válce x2 + y2 ≤ 1.

Pokud si těleso T nechceme představovat geometricky, budeme muset meze v in-
tegrálech spoč́ıtat. Na tomto př́ıkladě se pokuśıme vysvětit, jak lze v podobných př́ıpadech
postupovat.

Pokud nerovnice (3) zaṕı̌seme ve tvaru

x2 + y2 − 3 ≤ z ≤ 9− 2(x2 + y2) , x2 + y2 ≥ 1 ,

vid́ıme, že pro dané x a y muśı být z ∈
〈
x2 + y2− 3, 9− 2(x2 + y2)

〉
. Proto bude výhodné

použ́ıt Fubiniovu větu ve tvaru

M =

∫∫∫
T

√
x2 + y2 dx dy dz =

∫∫
Π(x,y)

dx dy

∫
S(x,y)

√
x2 + y2 dz =

=

∫∫
Π(x,y)

dx dy

∫ 9−2(x2+y2)

x2+y2−3

√
x2 + y2 dz =

=

∫∫
Π(x,y)

3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2 dx dy ,

kde množina Π(x,y) je dána nerovnostmi

x2 + y2 − 3 ≤ 9− 2(x2 + y2) , x2 + y2 ≥ 1 ,

neboli nerovnostmi
1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 . (4)

Pr̊umět Π(x,y) tělesa T na rovinu (xy) je tedy mezikruž́ı (4). Pokud bychom použili na
intergál přes toto mezikruž́ı Fubiniovu větu, dostali bychom

M =

∫ −1

−2

dx

∫ √
4−x2

−
√

4−x2

f(x, y) dy +

∫ 1

−1

dx

∫ −
√

1−x2

−
√

4−x2

f(x, y) dy +

+

∫ 1

−1

dx

∫ √
4−x2

√
1−x2

f(x, y) dy +

∫ 2

1

dx

∫ √
4−x2

−
√

4−x2

f(x, y) dy ,

kde f(x, y) = 3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2.

Tedy spoč́ıtali našli uvedený interál, muśıme naj́ıt čtyři integrály. Nav́ıc integace vede
k integrál̊um typu ∫ √

x2 + y2 dy a

∫
y2
√

x2 + y2 dy ,

jejichž výpočet neńı úplně snadný. Proto se při výpočtech často použ́ıvá věta o substituci,
pomoćı které se snaž́ıme zjednodušit popis množiny, přes kterou integrujeme.

5



Věta o substituci

Mnohdy se stává, že danou množinu M , přes kterou integrujeme, je jednodušš́ı popsat
pomoćı jiných než kartézských souřadnic.

Např́ıklad v předcházej́ıćım př́ıkladě jsme integrovali přes mezikruž́ı M = Π(x,y) po-
psané nerovnicemi (4). Tato množina se ale snadněji poṕı̌se pomoćı souřadnic r a ϕ, které
jsou definovány vztahy

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , r > 0 , ϕ ∈ (0, 2π) .

Jestliže z množiny M vynecháme hranici, která má mı́ru nula a pro výpočet integrálu
neńı podstatná, dostaneme po dosazeńı za x a y pro množinu M nerovnosti

1 ≤ r2 ≤ 4 . (5)

Protože r > 0 a ϕ ∈ (0, 2π) zjist́ıme, že množinu M lze popsat pomoćı polárńıch souřadnic
r a ϕ nerovnicemi

1 < r < 2 , 0 < ϕ < 2π . (6)

Jestliže do integrované funkce dosad́ıme za x a y a použijeme označeńı dx dy = dS, přejde
integrál∫∫

Π(x,y)

3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2 dx dy =

∫∫
Π(x,y)

3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2 dS →

→
∫∫

Π(r,ϕ)

3(4− r2)r dS ,

kde je Π(x,y) je množina daná nerovnostmi (4) a Π(r,ϕ) množina daná nerovnostmi (6).
Ještě ale muśıme pomoćı r a ϕ vyjádřit plošný element dS. Ten souvisel s děleńım

množiny, přes kterou integrujeme. Jestliže jsme rozdělili rovinu na malé obdélńıky se
stranami tx = (dx, 0) a ty = (0, dy), byl plošný element roven obsahu obdélńıka se
stranami tx a ty, tj. dS = dx dy.

Ale při integraci podle r a ϕ děĺıme množinu v rovině (rϕ) a plošný obsah obdélńıku
v této rovině už nesouviśı tak jednoduše s plošným elementem v rovině (xy), který má
skutečný geometrický význam. Proto muśıme obsah dr dϕ z roviny (rϕ) “přepoč́ıtat”.

V rovině (rϕ) uvažujme obdélńıček ∆(r,ϕ) s vrcholy v bodech (r, ϕ), (r + dr, ϕ), (r +
dr, ϕ+dϕ) a (r, ϕ+dϕ). Tomuto obdélńıčku při zobrazeńı (5) přibližně odpov́ıdá1 v rovině
(xy) rovnoběžńık se stranami

tr ∼
(∂x

∂r
dr,

∂y

∂r
dr
)

=
(
cos ϕ, sin ϕ) dr ,

což je vlastně přibližný obraz úsečky z bodu (r, ϕ) do bodu (r + dr, ϕ) a

tϕ ∼
(∂x

∂ϕ
dϕ,

∂y

∂ϕ
dϕ
)

=
(
−r sin ϕ, r cos ϕ) dϕ ,

což je vlastně přibližný obraz úsečky z bodu (r, ϕ) do bodu (r, ϕ + dϕ).

1až na veličiny druhého a vyšš́ıho řádu ve velmi malých proměnných dr a dϕ
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Geometrický obsah, který odpov́ıdá obdélńıčku ∆(r,ϕ), je pak přibližně roven obsahu
rovnoběžńıka se stranami tr a tϕ, tj.

dS =
∣∣J(r, ϕ)

∣∣ dr dϕ ,

kde

J(r, ϕ) = det


∂x

∂r
,

∂y

∂r
∂x

∂ϕ
,

∂y

∂ϕ

 = det

(
cos ϕ, sin ϕ

−r sin ϕ, r cos ϕ

)
= r .

Z toho zjist́ıme, že dS = r dr dϕ, a proto∫∫
Π(x,y)

3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2 dx dy =

∫∫
Π(r,ϕ)

3(4− r2) r
(
r drdϕ

)
.

A protože je množina Π(r,ϕ) dána nerovnostmi (6), dostaneme pomoćı Fubiniovy věty

M =

∫∫
Π(x,y)

3
(
4− x2 − y2

)√
x2 + y2 dx dy =

∫∫
Π(r,ϕ)

3
(
4r2 − r4

)
dr dϕ =

=

∫ 2

1

dr

∫ 2π

0

3
(
4r2 − r4

)
dϕ = 94

5
π .

Veličina J(r, ϕ), která sloužila k přepočtu objemu z roviny (rϕ) do roviny (xy) se
nazývá jakobián a muśıme ji poč́ıtat pro každou substituci. Úvahy podobného typu vedou
k následuj́ıćı větě:

Věta (o substituci). Necht’ je x = ϕ(y) prosté regulárńı zobrazeńı2 otevřené množiny
Y ⊂ Rn na množinu X ⊂ Rn. Necht’ je M ⊂ X, funkce f(x) je definovaná na M a

J(y) =
D(x1, x2, . . . , xn)

D(y1, y2, . . . , yn)
= det



∂x1

∂y1

,
∂x1

∂y2

, . . . ,
∂x1

∂yn

∂x2

∂y1

,
∂x2

∂y2

, . . . ,
∂x2

∂yn
...

...
. . .

...
∂xn

∂y1

,
∂xn

∂y2

, . . . ,
∂xn

∂yn


(y) 6= 0 (7)

je jakobián zobrazeńı ϕ(y). Označme ϕ−1(M) vzor množiny M , tj.

ϕ−1(M) =
{
y ∈ Y ; ϕ(y) ∈ M

}
.

Pak plat́ı ∫
M

f(x) dx1 dx2 . . . dxn =

∫
ϕ−1(M)

f
(
x(y)

)∣∣J(y)
∣∣ dy1 dy2 . . . dyn ,

2Zobrazeńı ϕ : Y → X se nazývá regulárńı zobrazeńı množiny Y ⊂ Rn do množiny X ⊂ Rn, jestliže je
tř́ıdy C1(Y ), tj. má na množině Y spojité všechny parciálńı derivace prvńıho řádu a jeho jakobián J(y)
je pro každé y ∈ Y nenulový.
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pokud oba integrály existuj́ı.

Jakobián záviśı pouze na substituci x = ϕ(y), ne na integrované funkci f(x) ani na
množině M . Pro často už́ıvané substituce je dobré jakobián znát, abychom jej nemuseli
neustále poč́ıtat.

Polárńı souřadnice. V R2 se často použ́ıvá substituce do polárńıch souřadnic r a ϕ,
která je definována vztahy

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , r > 0 , 0 < ϕ < 2π nebo − π < ϕ < π , (8)

jej́ıž jakobián je J(r, ϕ) = r. Tato substituce se použ́ıvá, když nerovnosti, které definuj́ı
množinu M obsahuj́ı výrazy x2 + y2, protože tento výraz nezáviśı na ϕ a je roven r2.

Zobecněné polárńı souřadnice. Trochu obecněǰśı je substituce

x = ar cos ϕ , y = br sin ϕ , r > 0 , 0 < ϕ < 2π nebo − π < ϕ < π , (9)

pro kterou je
x2

a2
+

y2

b2
= r2 a jej́ıž jakobián je roven J(r, ϕ) = abr.

Válcové (cylindrické) souřadnice. Pro integrály v R3 se často použ́ıvaj́ı válcové (cy-
lindrické) souřadnice, které jsou definovány vztahy

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , z = z , r > 0 , 0 < ϕ < 2π , z ∈ R . (10)

Tato substituce je vlastně zobecněńım polárńıch souřadnic (8) a jej́ı jakobián je roven
J(r, ϕ, z) = r.

Př́ıklad. Najděte objem tělesa T , které je dáno nerovnostmi

x2 + y2 + z2 ≤ 16 , −1 ≤ z ≤ 3 .

Řešeńı: Objem V těsesa T je dán integrálem

V =

∫∫∫
T

dx dy dz .

Když použijeme válcové souřadnice (10), jejichž jakobián je J = r, dostaneme

V =

∫∫∫
T

dx dy dz =

∫∫∫
bT r dr dϕ dz ,

kde množina T̂ ⊂ R3 je dána nerovnostmi

r > 0 , 0 < ϕ < 2π , r2 + z2 ≤ 16 , −1 < z < 3 .

Z těchto nerovnic je vidět, že bude výhodné integrovat nejprve přes proměnnou ϕ. To
dává

V =

∫∫
Ω

dr dz

∫ 2π

0

r dϕ = 2π

∫∫
Ω

r dr dz ,
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kde Ω ⊂ R2 je dána nerovnostmi

r > 0 , r2 + z2 ≤ 16 , −1 < z < 3 .

Protože r > 0 jsiou tyto nerovnosti ekvivalentńı nerovnostem

0 < r ≤
√

16− z2 , −1 < z < 3 .

Proto budeme nejprve integrovat přes proměnnou r. T́ım dostaneme

V = 2π

∫∫
Ω

r dr dz = 2π

∫
I

dz

∫ √
16−z2

0

r dr = π

∫
I
(16− z2) dz ,

kde I je množina daná nerovnostmi

z2 ≤ 16 , −1 < z < 3 tj. − 1 < z < 3 .

Tedy objem daného tělesa je

V = π

∫ 3

−1

(16− z2) dz = 165
3

π .

Zobecněné válcové (zobecněné cylindrické) souřadnice. Podobně jako v R2 lze de-
finovat substituci

x = ar cos ϕ , y = br sin ϕ , z = z , r > 0 , 0 < ϕ < 2π , z ∈ R , (11)

jej́ıž jakobián je J(r, ϕ, z) = abr.

Př́ıklad. Najděte objem tělesa T , které je dáno nerovnostmi

2x2 + 3y2 + z ≤ 4 , z ≥ 0 .

Řešeńı. Máme naj́ıt integrál

V =

∫∫∫
T

dx dy dz .

Protože řezy tělesa s rovinami z = konst. jsou elipsy, použijeme zobecněné válcové
souřadnice (11). V našem konkrétńı př́ıpadě použijeme souřadnice

x = 1√
2
r cos ϕ , y = 1√

3
r sin ϕ , z = z , r > 0 , 0 < ϕ < 2π , z ∈ R ,

Protože jakobián této substituce je J = 1√
6
r, je objem tělesa T dán integrálem

V =

∫∫∫
T

dx dy dz =

∫∫∫
bT

r√
6

dr dϕ dz ,

kde množina T̂ ⊂ R3 je dána nerovnostmi

r > 0 , 0 < ϕ < 2π , r2 + z < 4 , z > 0 .
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Po jednoduché integraci pře proměnnou ϕ, dostaneme

V =
√

2
3
π

∫∫
Ω

r dr dz ,

kde Ω ⊂ R2 je dána nerovnostmi

r > 0 , r2 + z < 4 , z > 0 , tj. 0 < z < 4− r2 , r > 0 .

Nyńı můžeme integrovat přes proměnnou z a dostaneme

V =
√

2
3
π

∫
I
r
(
4− r2

)
dr ,

kde I ⊂ R je dána nerovnostmi

r > 0 , r2 < 4 , tj. 0 < r < 2 .

Tedy objem daného tělesa je

V =
√

2
3
π

∫ 2

0

r
(
4− r2

)
dr = 4

√
2
3
π .

Sférické souřadnice. Pokud se v nerovnićıch, které popisuj́ı množinu M ⊂ R3 vyskytuj́ı
výrazy x2 + y2 + z2, je někdy výhodné použ́ıt sférické souřadnice

x = r cos ϑ cos ϕ , y = r cos ϑ sin ϕ , z = r sin ϑ ,

r > 0 , −1
2
π < ϑ < 1

2
π , 0 < ϕ < 2π ,

(12)

protože v těchto souřadnićıch je x2 + y2 + z2 = r2. Jakobián substituce do sférických
souřadnic je J(r, ϑ, ϕ) = r2 cos ϑ.

Zobecněné sférické souřadnice. Tyto souřadnice lze zobecnit podobně jako polárńı
souřadnice v rovině a definovat substituci

x = ar cos ϑ cos ϕ , y = br cos ϑ sin ϕ , z = cr sin ϑ ,

r > 0 , −1
2
π < ϑ < 1

2
π , 0 < ϕ < 2π ,

(13)

jej́ıž jakobián je J(r, ϑ, ϕ) = abcr2 cos ϑ. V těchto souřadnićıch plat́ı
x2

a2
+

y2

b2
+

y2

c2
= r2.

Poznámka: Často bývá výhodněǰśı přej́ıt k souřadnićım (12) nebo (13) tak, že postupně použi-
jeme substituce (10) a (8) nebo (11) a (9).

V některých př́ıpadech je vidět, že pro výpočet integrálu bude výhodná substituce
y = y(x). Ale věta o substituci je formulována pro jej́ı inverzńı substituci x = x(y). Mezi

jakobiány těchto substitućı plat́ı vztah J(y)Ĵ(x) = 1, kde J(y) je jakobián substituce
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x = x(y), který je dán vztahem (7), a Ĵ(x) je jakobián substituce y = y(x), který je
definován jako

Ĵ(x) =
D(y1, y2, . . . , yn)

D(x1, x2, . . . , xn)
= det



∂y1

∂x1

,
∂y1

∂x2

, . . . ,
∂y1

∂xn

∂y2

∂x1

,
∂y2

∂x2

, . . . ,
∂y2

∂xn
...

...
. . .

...
∂yn

∂x1

,
∂yn

∂x2

, . . . ,
∂yn

∂xn


(x) =

1

J
(
y(x)

) .

Proto stač́ı spoč́ıtat jakobián substituce y = y(x). Ale nesmı́te zapomenout, že jakobián

ve větě o substituci je J(y) =
(
Ĵ(x)

)−1
.

Př́ıklad. Najděte objem tělesa T , které je dané nerovnostmi

x < yz < 2x , y < xz < 3y , z < xy < 4z . (14)

Řešeńı: Z nerovnost́ı (14) plyne, že x, y, z > 0. Proto lze tyto nerovnice zapsat jako

1 <
yz

x
< 2 , 1 <

xz

y
< 3 , 1 <

xy

z
< 4 .

Proto se př́ımo nab́ıźı zavést nové proměnné

u =
yz

x
, v =

xz

y
, w =

xy

z
, (15)

ve kterých je těleso T popsáno nerovnostmi

1 < u < 2 , 1 < v < 3 , 1 < w < 4 . (16)

Objem tělesa T je dán integrálem

V =

∫∫∫
T

dx dy dz =

∫∫∫
bT
∣∣J(u, v, w)

∣∣ du dv dw ,

kde T je dáno nerovnostmi (14), T̂ nerovnostmi (16) a

J(u, v, w) =
D(x, y, z)

D(u, v, w)
.

Ale protože máme máme substituci u = u(x, y, z), v = v(x, y, z), w = w(x, y, z), museli
bychom pro př́ımý výpočet jakobiánu J(u, v, w) naj́ıt inverzńı transformaci x = x(u, v, w),

y = y(u, v, w), z = z(u, v, w). Jiná možnost je spoč́ıtat jakobián Ĵ(x, y, z) substituce (15),
neboli

Ĵ(x, y, z) =
D(u, v, w)

D(x, y, z)
= det


−yz

x2
,

z

x
,

y

x
z

y
, −xz

y2
,

x

y
y

z
,

x

z
, −xy

z2

 = 4 .

Tedy plat́ı

J(u, v, w) =
1

Ĵ(x, y, z)
=

1

4

a objem daného tělesa je V = 3
2
.
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