
Přednáška 7

Křivkový a plošný integrál prvńıho druhu

Osnova přednášky
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2. Mı́ra elementu k–rozměrné regulárńı plochy v Rn.

3. Element délky regulárńı křivky v Rn.

4. Element regulárńı plochy v R3, tečné vektory a normála.

5. Integrál přes k–rozměrnou regulárńı plochu.

6. Křivkový integrál prvńıho druhu přes regulárńı křivku; př́ıklad∫
C
z ds , kde x = t cos t , y = t sin t , z = t , 0 ≤ t ≤ 2π .

7. Plošný integrál prvńıho druhu přes regulárńı plochu v R3; př́ıklad obsah plochy

x = u cos v , y = u sin v , z = v , 0 < v < u < 1 .

8. Element plochy, která je daná jako graf funkce; př́ıklad: obsah plochy

x2 + y2 + z2 = 25 , z > 3 .

9. Množiny mı́ry nula.

10. Křivkový a plošný integrál prvńıho druhu.

V této přednášce zavedeme integrál funkce f(x), která je definována na regulárńı k–roz-
měrné nadploše S přes tuto nadplochu. V principu lze postupovat stejně jako při definici
Riemannova integrálu. Plochu S rozděĺıme na konečný počet malých disjunktńıch kousk̊u
Si, u kterých známe jejich k-rozměrný obsah ∆Si, vybereme body xi ∈ Si, vytvoř́ıme
součet I =

∑
i

f(xi)∆Si a přejdeme k limitě ∆ = max
(
∆S1, ∆S2, . . . , ∆Sn

)
→ 0.

U Riemannova integrálu bylo d̊uležité, že jsme daný objem rozdělili na kvádry, jejich
objem jsme mohli snadno spoč́ıtat. U plochy už takové děleńı obecně možné neńı. Proto
muśıme nejprve zjistit, jak spoč́ıtat velikosti malých plošek Si. Nejprve se budeme zabývat
regulárńımi plochami, u kterých lze velikost těchto plošek naj́ıt pomoćı parametrických
rovnic.

Takové nadplochy se popisuj́ı pomoćı zobrazeńı F : G → Rn, kde G je otevřená
podmnožina Rk pro k < n. Než přejdeme k popisu těchto ploch, budeme definovat některé
potřebné pojmy.

Definice. Necht’ je S ⊂ Rn. Množina M ⊂ S se nazývá otevřená v množině S, jestliže
existuje otevřená množina U ⊂ Rn taková, že M = U ∩ S.
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Je-li a ∈ S a Uε(a) otevřené ε–ové okoĺı bodu a v Rn, nazýváme množinu Vε(a) = Uε(a)∩S
ε–ové okoĺı bodu a v množině S.

Definice. Neprázdnou množinu S ⊂ Rn nazýváme k–rozměrnou nadplochou (v Rn),
jestliže pro každý bod a ∈ S existuje okoĺı Vε(a) bodu a v množině S a vzájemně jed-
noznačné zobrazeńı ϕ : G → Vε(a), kde G ⊂ Rk je otevřená množina, takové, že obě
zobrazeńı ϕ a ϕ−1 jsou spojitá.

Poznámky. Ve složkách lze zobrazeńı ϕ zapsat jako

x1 = ϕ1(t1, t2, . . . , tk) , x2 = ϕ2(t1, t2, . . . , tk) , . . . , xn = ϕn(t1, t2, . . . , tk) .

Tyto rovnice se nazývaj́ı parametrické rovnice nadplochy S v okoĺı bodu a.
Jednorozměrné nadplochy se nazývaj́ı křivky a dvojrozměrné nadplochy nazýváme plochy.
Z definice k–rozměrné nadplochy S ⊂ Rn plyne, že každá neprázdná v S otevřená množina
S0 ⊂ S je také k–rozměrná nadplocha.

My se budeme zabývat př́ıpadem, kdy je zobrazeńı ϕ spojitě diferencovatelné.

Definice. Necht’ je S ⊂ Rn k–rozměrná nadplocha. Jestliže pro každý bod a ∈ S existuje
okoĺı V (a) v S a zobrazeńı ϕ : G → V (a), kde G je otevřená množina v Rk takové, že

1. ϕ je vzájemně jednoznačné;

2. obě zobrazeńı ϕ a ϕ−1 jsou spojitá;

3. zobrazeńı ϕ je tř́ıdy Cm(G), tj. jeho složky maj́ı na G spojité parciálńı derivace do
řádu m včetně;

4. hodnost matice

W(t) = ϕ′(t1, . . . , tk) =



∂ϕ1

∂t1
,

∂ϕ1

∂t2
, . . . ,

∂ϕ1

∂tk
∂ϕ2

∂t1
,

∂ϕ2

∂t2
, . . . ,

∂ϕ2

∂tk
...

...
. . .

...
∂ϕn

∂t1
,

∂ϕn

∂t2
, . . . ,

∂ϕn

∂tk


(t) (1)

je pro každé t ∈ G rovna k,

ř́ıkáme, že S je regulárńı nadplocha (tř́ıdy Cm). Zobrazeni ϕ pak nazýváme regulárńım
parametrickým popisem (tř́ıdy Cm) okoĺı V (a).

Vektory vi, kde i = 1, 2, . . . , k, definované vztahy

vi(t) =
∂ϕ

∂ti
(t) =

(∂ϕ1

∂ti
,
∂ϕ2

∂ti
, . . . ,

∂ϕn

∂ti

)
jsou tečné vektory k ploše S v bodě x = ϕ(t) a výraz∥∥ϕ′(t)

∥∥ =
√

det
(
W(t)WT (t)

)
(2)
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má geometrický význam k–rozměrného objemu rovnoběžńıka se stranami vi(t). Podmı́nka
(1) geometricky znamená, že dimenze tečného prostoru ke k–rozměrné nadploše S je v
každém bodě nadplochy rovna k.

Vztah (2) lze zapsat r̊uznými zp̊usoby. Uvedeme dva z nich.

Pomoćı skalárńıch součin̊u tečných vektor̊u vi lze psát

∥∥ϕ′(t)
∥∥2

= det


v1 · v1, v1 · v2, v1 · v3, . . . v1 · vk

v2 · v1, v2 · v2, v2 · v3, . . . v2 · vk

v3 · v1, v3 · v2, v3 · v3, . . . v3 · vk
...

...
...

. . .
...

vk · v1, vk · v2, vk · v3, . . . vk · vk

 . (3)

Jiná forma zápisu vztahu (2) je∥∥ϕ′(t)
∥∥2

=
∑

i1<i2<...<ik

A2
i1,i2,...,ik

, (4)

kde Ai1,i2,...,ik jsou subdeterminanty řádu k, tj.

Ai1,i2,...,ik = det



∂ϕi1

∂t1
,

∂ϕi2

∂t1
,

∂ϕi3

∂t1
, . . . ,

∂ϕik

∂t1
∂ϕi1

∂t2
,

∂ϕi2

∂t2
,

∂ϕi3

∂t2
, . . . ,

∂ϕik

∂t2
...

...
...

. . .
...

∂ϕi1

∂tk
,

∂ϕi2

∂tk
,

∂ϕi3

∂tk
, . . . ,

∂ϕik

∂tk


.

Uvedeme př́ıklady těchto vztah̊u, které se nejčastěji vyskytuj́ı v aplikaćıch:

1. Regulárńı křivka v prostoru Rn. V tomto př́ıpadě je G = (a, b) otevřený interval a pa-
rametrické rovnice x = ϕ(t) jsou

x1 = ϕ1(t) , x2 = ϕ2(t) , . . . , xn = ϕn(t) , t ∈ (a, b) . (5)

Tečný vektor je

v(t) =
dϕ

dt
(t) =

(
ϕ′

1(t), ϕ
′
2(t), . . . , ϕ

′
n(t)

)
a
∥∥ϕ′(t)

∥∥ je jeho délka, tj.∥∥ϕ′(t)
∥∥ =

√
(ϕ′

1)
2 + (ϕ′

2)
2 + . . . + (ϕ′

n)2 . (6)

2. Regulárńı plocha v prostoru R3. V tomto př́ıpadě je G oblast, tj. otevřená souvislá
množina, v R2. Parametrické rovnice x = ϕ(u, v) se často ṕı̌śı ve tvaru

x = x(u, v) , y = y(u, v) , z = z(u, v) , (u, v) ∈ G . (7)
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V každém bodě plochy existuj́ı dva lineárně nezávislé tečné vektory

tu =
∂ϕ

∂u
(u, v) =

(∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
, tv =

∂ϕ

∂v
(u, v) =

(∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
.

Veličina
∥∥ϕ′(u, v)

∥∥ je pak rovna obsahu rovnoběžńıka se stranami tu a tv a lze ji spoč́ıtat
jedńım z výše uvedených obecných postup̊u. Např́ıklad vztah (3) dává

∥∥ϕ′(u, v)
∥∥2

= det

(
tu · tu , tu · tv

tv · tu , tv · tv

)
= E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) ,

kde

E(u, v) = tu · tu =
(∂x

∂u

)2

+
(∂y

∂u

)2

+
(∂z

∂u

)2

,

G(u, v) = tv · tv =
(∂x

∂v

)2

+
(∂y

∂v

)2

+
(∂z

∂v

)2

, (8)

F (u, v) = tu · tv =
∂x

∂u

∂x

∂v
+

∂y

∂u

∂y

∂v
+

∂z

∂u

∂z

∂v
.

Velmi často se také použ́ıvá vztah (4), podle kterého je∥∥ϕ′(u, v)
∥∥2

= A2
1,2 + A2

1,3 + A2
2,3 ,

kde

A1,2 = det

∂x

∂u
,

∂y

∂u
∂x

∂v
,

∂y

∂v

 , A1,3 = det

∂x

∂u
,

∂z

∂u
∂x

∂v
,

∂z

∂v

 , A2,3 = det

∂y

∂u
,

∂z

∂u
∂y

∂v
,

∂z

∂v

 .

Jestliže označ́ıme A1,2 = n3, A1,3 = −n2, A2,3 = n1, je∥∥ϕ′(u, v)
∥∥2

= n2
1 + n2

2 + n2
3 =

∥∥n∥∥2
,

kde
n = tu × tv

je vektorový součin tečných vektor̊u tu a tv a má tedy směr normály k ploše v bodě
x = ϕ(u, v).

3. Regulárńı plocha zadaná jako graf funkce. Jestliže je regulárńı (n − 1)–rozměrná nad-
plocha v Rn dána jako graf funkce, tj. je definována rovnićı xn = f(x1, x2, . . . , xn−1), lze
za jej́ı parametrické rovnice x = ϕ(t1, t2, . . . , tn−1) vźıt

x1 = t1 , x2 = t2 , . . . , , xn−1 = tn−1 , xn = f(t1, t2, . . . , tn−1) .

Př́ıslušné tečné vektory jsou

t1 =
(
1, 0, . . . , 0,

∂f

∂t1

)
, t2 =

(
0, 1, . . . , 0,

∂f

∂t2

)
, . . . , tn−1 =

(
0, 0, . . . , 1,

∂f

∂tn−1

)
.
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Ze vztahu (4) pak dostaneme

∥∥ϕ′∥∥ =

√
1 +

( ∂f

∂t1

)2

+
( ∂f

∂t2

)2

+ . . . +
( ∂f

∂tn−1

)2

.

Speciálně v př́ıpadě plochy v R3 dané jako graf funkce z = z(x, y) je pro parametrické
rovnice tvaru ϕ(x, y) =

(
x, y, z(x, y)

)
, tj. x = x, y = y, z = z(x, y),

∥∥ϕ′(x, y)
∥∥2

=

√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

. (9)

Pomoćı parametrických rovnic se pak definuje k-rozměrný obsah jistých podmnožin
M ⊂ S, který se často nazývá k-rozměrná mı́ra množiny M a znač́ı se µS(M). Postupuje
se následuj́ıćım zp̊usobem:

Parametrické rovnice x = ϕ(t) zobrazuj́ı prostor parametr̊u, což jsou pomocné proměnné,
do reálného prostoru Rn. Prostor parametr̊u rozděĺıme na malé kvádry

∆I = 〈t1, t1 + ∆t1〉 × 〈t2, t2 + ∆t2〉 × . . .× 〈tk, tk + ∆tk〉 .

Jestliže jsou ∆ti malá, zobraźı se kvádr ∆I při zobrazeńı ϕ na k-rozměrný křivočarý
rovnoběžnostěn ∆S = ϕ(∆I) ⊂ S, jehož hrany ∆xi jsou obrazy stran kvádru ∆I, tj.

∆xi = ϕ(t1, t2, . . . , ti−1, τ, ti+1, . . . , tk) , τ ∈ 〈ti, ti + ∆ti〉 .

Pro malá ∆ti nahrad́ıme křivočarý rovnoběžnostěn ∆S rovnoběžnostěnem, jehož strany
jsou úsečky, které spojuj́ı body

x = ϕ(t1, t2, . . . , tk) a xi = ϕ(t1, t2, . . . , ti−1, ti + ∆ti, ti+1, . . . , tk) .

V prostoru Rn tak dostaneme k–rozměrný rovnoběžnostěn, jehož strany jsou vektory

∆xi = ϕ(t1, t2, . . . , ti−1, ti + ∆ti, ti+1, . . . , tk)−ϕ(t1, t2, . . . , tk) ≈
∂ϕ(t)

∂ti
∆ti .

k–rozměrný obsah takového rovnoběžnostěnu je

∆S =
∥∥ϕ′(t)

∥∥∆t1 .∆t2 . . . ∆tk ,

Jestliže pro parametrizaci ϕ : G → S je M ⊂ ϕ(G), definujeme k-rozměrnou mı́ru
množiny M vztahem

µS(M) =

∫
ϕ(−1)(M)

∥∥ϕ′(t)
∥∥ dt1 dt2 . . . dtk . (10)

Tato mı́ra se pak rozš́ı̌ŕı na jistou tř́ıdu množin, tzv. σ–algebru měřitelných podmnožin
nadplochy S. Tento postup je standardńı v teorii mı́ry, ale nejen z časových d̊uvod̊u jej
zde nebudu uvádět.
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Poznámka. Důležitá vlastnost mı́ry definované vztahem (10) je, že nezáviśı na parametrizaci
regulárńı nadplochy S.

Necht’ je a ∈ S. Uvažujme dvě lokálńı parametrizace ϕ : G → V (a) a ψ : H → V (a) okoĺı
bodu a, tj. pro každé x ∈ V (a) je x = ϕ(t) = ψ(s), kde t ∈ G a s ∈ H.

Podle předpokladu existuje zobrazeńı ϕ(−1) : V (a) → G. Pak je χ = ϕ(−1) ◦ ψ : H → G
vzájemně jednoznačné zobrazeńı, tj. plat́ı t = χ(s). Podle předpoklad̊u je toto zobrazeńı tř́ıdy
C1(G). Protože pro každou množinu M ⊂ V (a) je χ(−1)

(
ϕ(−1)(M)

)
= ψ(−1)(M), dostaneme z

věty o substituci∫
ϕ(−1)(M)

∥∥ϕ′(t)
∥∥dt1 dt2 . . . dtk =

∫
ψ(−1)(M)

∥∥∥ϕ′(χ(s)
)∥∥∥ ∣∣J(s)

∣∣ ds1 ds2 . . . dsk , (11)

kde J(s) je jakobián substituce t = χ(s), tj. J(s) = detχ′(s).
Ze vztahu x = ϕ(t) = ψ(s) plyne, že pro každé s ∈ H plat́ı rovnost ψ(s) = ϕ

(
χ(s)

)
. Matice

W(t) pro parametrizaci x = ϕ(t) a Ŵ(s) pro parametrizaci x = ψ(s) jsou podle (1) rovny

W(t) =
(
ϕ′(t)

)T a Ŵ(s) =
(
ψ′(s)

)T
,

kde ϕ′(t) je matice derivace zobrazeńı ϕ(t), ψ′(s) matice derivace zobrazeńı ψ(s) a AT znač́ı
transponovanou matici k matici A. Podle věty o derivaci složené funkce je

ψ′(s) = ϕ′(χ(s)
)
χ′(s) ,

a tedy

Ŵ(s) =
(
ψ′(s)

)T =
(
ϕ′(χ(s)

)
χ′(s)

)T
=
(
χ′(s)

)T (
ϕ′(χ(s)

))T
=
(
χ′(s)

)T W
(
χ(s)

)
.

Proto je∥∥ψ(s)
∥∥2 = det

(
Ŵ(s)ŴT (s)

)
= det

((
χ′(s)

)T W
(
χ(s)

) (
W
(
χ(s)

))T
χ′(s)

)
=

= det
(
χ′(s)

)T det
(
W
(
χ(s)

) (
W
(
χ(s)

))T) detχ′(s) =

=
∥∥∥ϕ′(χ(s)

)∥∥∥2 (
detχ′(s)

)2 =
∥∥∥ϕ′(χ(s)

)∥∥∥2
J2(s) .

Vztah (11) pak dává∫
ϕ(−1)(M)

∥∥ϕ′(t)
∥∥dt1 dt2 . . . dtk =

∫
ψ(−1)(M)

∥∥ψ′(s)
∥∥ds1 ds2 . . . dsk ,

a tedy mı́ra množiny M ⊂ S nezáviśı na volbě parametrizace nadplochy S.

Daľśı d̊uležitá vlastnost mı́ry µS na regulárńı k–rozměrné nadploše S je to, že regulárńı
nadplocha dimenze menš́ı než k má k–rozměrnou mı́ru nula.

Věta. Je-li M ⊂ S regulárńı r–rozměrná nadplocha, kde r < k, je µS(M) = 0.

Když máme na regulárńı k–rozměrné nadploše definovanou mı́ru, lze standardńım po-
stupem zavést integrál jistých, tzv. měřitelných funkćı f(x), přes měřitelnou podmnožinu
M ⊂ S. K přesné definici bychom se potřebovali odvolat na obecnou teorii integrálu, ale
pro naše účely postač́ı vědět, že každá spojitá funkce je měřitelná.
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Definice. Necht’ je S regulárńı k–rozměrná nadplocha v Rn a ϕ : G → S jej́ı parametrický
popis. Necht’ je M ⊂ S měřitelná množina, M ⊂ ϕ(G) a f(x) měřitelná funkce na M .
Pak definujeme integrál funkce f(x) přes množinu M ⊂ S vztahem∫

M

f(x) dµS =

∫
ϕ(−1)(M)

f
(
ϕ(t)

) ∥∥ϕ′(t)
∥∥ dt1 dt2 . . . dtk . (12)

Je-li S = C regulárńı křivka, obvykle ṕı̌seme tento integrál jako

∫
C
f(x1, x2, . . . , xn) ds

a nazýváme jej křivkový integrál prvńıho druhu.

Jestliže je S regulárńı plocha v R3, budeme tento integrál nazývat plošný integrál

prvńıho druhu a použ́ıvat pro něj značeńı

∫∫
S

f(x, y, z) dS.

Poznámka. Podobným zp̊usobem jako pro mı́ru množiny lze ukázat, že integrál (12)
nezáviśı na parametrizaci regulárńı nadplochy S.

Uvedeme ještě konkrétńı tvar integrálu na pravé straně rovnosti (12) v př́ıpadech,
které se často objevuj́ı při výpočtech.

1. Křivkový integrál prvńıho druhu v Rn. Jestliže je regulárńı křivka C ⊂ Rn dána para-
metrickými rovnicemi x = ϕ(t), kde t ∈ (a, b), tj. rovnicemi (5), je podle (6)∫

C
f(x ) ds =

∫ b

a

f
(
ϕ(t)

)√
(ϕ′

1)
2 + (ϕ′

2)
2 + . . . + (ϕ′

n)2 dt . (13)

Tento vztah se poměrně snadno zapamatuje, pokud zavedeme tzv. element délky

ds =
√

(ϕ′
1)

2 + (ϕ′
2)

2 + . . . + (ϕ′
n)2 dt .

Speciálně pro křivku v prostoru R3 s parametrickými rovnicemi

x = x(t) , y = y(t) , z = z(t) , t ∈ (a, b)

je

ds =

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
+
(
z′(t)

)2
dt

a ∫
C
f(x, y, z) ds =

∫ b

a

f
(
x(t), y(t), z(t)

)√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
+
(
z′(t)

)2
dt .

Podobné vztahy plat́ı pro křivku C ⊂ R2, kde muśıme samozřejmě vynechat proměnnou z.

Př́ıklad. Najděte integrál

∫
C
z ds, kde C je jeden závit kuželové šroubovice

x = t cos t , y = t sin t , z = t , 0 ≤ t ≤ 2π .

Řešeńı. Protože

x′(t) = cos t− t sin t , y′(t) = sin t + t cos t , z′(t) = 1 ,
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je

ds =

√(
x′(t)

)2
+
(
y′(t)

)2
+
(
z′(t)

)2
dt =

√
2 + t2 dt .

Tedy hledaný integrál je∫
C
z ds =

∫ 2π

0

t
√

2 + t2 dt =
[

1
3

(
2 + t2

)3/2
]2π

0
= 1

3

((
2 + 4π2

)3/2 − 2
√

2
)

.

2. Plošný integrál prvńıho druhu v R3. Jestliže je S plocha v R3 s parametrickými rovni-
cemi (7), najdeme element plochy dS tak, že nejprve spoč́ıtáme tečné vektory

tu =
(∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
a tv =

(∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
.

Pomoćı těchto vektor̊u pak urč́ıme normálový vektor

n(u, v) = tu × tv

a plošný element dS je pak roven

dS =
∥∥n(u, v)

∥∥ du dv .

Tedy plošný integrál prvńıho druhu najdeme jako dvojný integrál∫∫
S

f(x, y, z) dS =

∫∫
Ω

f
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)∥∥n(u, v)
∥∥ du dv .

Pro plošný element lze také použ́ıt vztah

dS =

√√√√det

(
tu · tu , tu · tv

tv · tu , tv · tv

)
du dv =

√
E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) du dv ,

kde E(u, v), F (u, v) a G(u, v) jsou dány vztahy (8). Pak je∫∫
S

f(x, y, z) dS =

∫∫
Ω

f
(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)√
E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v) du dv .

Př́ıklad. Najděte obsah plochy S, která je dána parametrickými rovnicemi

x = u cos v , y = u sin v , z = v , 0 < v < u < 2π .

Řešeńı. Tečné vektory k ploše S jsou

tu = (cos v, sin v, 0) , tv = (−u sin v, u cos v, 1) .

Tedy

n(u, v) = tu × tv = (sin v,− cos v, u) , dS =
∥∥n(u, v)

∥∥ du dv =
√

1 + u2 du dv .
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Obsah P plochyS pak je

P =

∫∫
S

dS =

∫∫
Ω

√
1 + u2 du dv ,

kde Ω ⊂ R2 je dána nerovnostmi 0 < v < u < 2π. Tedy

P =

∫ 2π

0

du

∫ u

0

√
1 + u2 dv =

∫ 2π

0

u
√

1 + u2 du = 1
3

(
(1 + 4π2)3/2 − 1

)
.

3. Plocha v R3 parametrizovaná jako graf funkce. Jestliže je S plocha v R3 popsaná rov-
nićı z = z(x, y), kde (x, y) ∈ Ω, tj. je graf funkce z = z(x, y), je

dS =

√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

dx dy

a pro plošný integrál prvńıho druhu plat́ı∫∫
S

f(x, y, z) dS =

∫∫
Ω

f
(
x, y, z(x, y)

)√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

dx dy .

Př́ıklad. Najděte obsah části kulové plochy

x2 + y2 + z2 = 25 , z > 3 .

Řešeńı. Protože je z > 0 lze plochu popsat jako graf funkce

z =
√

25− x2 − y2 ,
√

25− x2 − y2 > 3 , tj. x2 + y2 < 16 .

Proto dostaneme

dS =

√
1 +

(∂z

∂x

)2

+
(∂z

∂y

)2

dx dy =
5 dx dy√

25− x2 − y2

a obsah P dané plochy je

P =

∫∫
S

dS =

∫∫
x2+y2<16

5 dx dy√
25− x2 − y2

.

Když pro výpočet posledńıho integrálu použijeme polárńı souřadnice

x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , r > 0 , 0 < ϕ < 2π ,

je jakobián J = r a pro obsah plochy S dostaneme

P =

∫ 4

0

dr

∫ 2π

0

5r dϕ√
25− r2

= 10π

∫ 4

0

r dr√
25− r2

= 10π
[
−
√

25− r2
]4

0
= 20π .
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Zat́ım jsme zavedli integrály přes regulárńı k–rozměrné nadplochy v Rn. Podstatné
bylo, že regulárńı nadplocha je popsána alespoň lokálně pomoćı parametrických rovnic,
které maj́ı spojité parciálńı derivace a matice W(t) má hodnost k. To geometricky zna-
mená, že regulárńı nadplocha má v každém svém bodě k lineárně nezávislých tečných
vektor̊u, které se měńı spojitě na nadploše S. T́ımto zp̊usobem nelze ale obecně po-
psat všechny body množiny S. Např́ıklad je-li S hranice krychle, nejsme schopni t́ımto
zp̊usobem popsat jej́ı hrany a vrcholy. Přesto by bylo dobré, mı́t možnost přes takové
plochy integrovat. Proto trochu rozš́ı̌ŕıme tř́ıdu nadploch, přes které lze poč́ıtat integrály.

Nejjednodušš́ı, a pro nás zcela postačuj́ıćı, je to udělat tak, že budeme uvažovat plochu
S, která je sjednoceńım konečného počtu regulárńıch nadploch a množiny N , která má
k–rozměrnou mı́ru rovnou nule. Takové množiny N jsou např́ıklad konečná (obecněji
spočetná) sjednoceńı regulárńıch r–rozměrných nadploch, kde r < k. Z tohoto hlediska se
snad zřejmá následuj́ıćı definice.

Definice. Necht’ je množina S ⊂ Rn rovna

S =
r⋃

i=1

Si ∪N ,

kde Si jsou navzájem disjunktńı regulárńı k–rozměrné nadplochy a N je konečné sjedno-
ceńı regulárńıch nadploch dimenze menš́ı než k. Necht’ je M ⊂ S. Pak definujeme∫

M

f(x ) dµS =
r∑

i=1

∫
Si∩M

f(x ) dµS ,

kde integrály na pravé straně jsou integrály přes regulárńı k–rozměrné nadplochy defino-
vané vztahem (12).
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