
Integrálńı věty a základy teorie pole

Potenciálové vektorové pole

Vektorové pole f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) =
(
f1(x, f2(x), . . . , fn(x)

)
se nazývá potenciálové na

otevřené množině Ω ⊂ Rn, když existuje funkce U(x) = U(x1, x2, . . . , xn) taková, že na Ω plat́ı

f(x) = gradU(x) , tj. fk(x) =
∂U(x)
∂xk

, k = 1, 2, . . . , , n .

Funkce U(x) se nazývá potenciál vektorového pole f(x).

Poznámka. Funkce U(x) je potenciál vektorového pole f(x) pravě tehdy, když pro diferenciál funkce U(x)
plat́ı

dU(x) = f1(x) dx1 + f2(x) dx2 + . . . + fn(x) dxn =
n∑

k=1

fk(x) dxk .

Je-li vektorové pole f(x) potenciálové na množině Ω, jehož potenciál je U(x) a C křivka s
počátečńım bodem a a koncovým bodem b, která lež́ı v Ω, plat́ı∫

C
f(x) ds =

∫
C

(
f1(x) dx1 + f2(x) dx2 + . . . + fn(x) dxn

)
=
∫
C
dU = U(b)− U(a) . (1)

Speciálně, je-li f(x) potenciálové vektorové pole na množině Ω a C je uzavřená křivka v Ω, je∮
C
f(x) ds = 0.

Jestliže je vektorové pole f(x) =
(
f1(x), f2(x), . . . , fn(x)

)
potenciálové na množině Ω a má na

Ω spojité parciálńı derivace, plat́ı rovnost

∂fi(x)
∂xk

=
∂fk(x)

∂xi
pro každé i, k = 1, 2, . . . , n . (2)

Pokud je oblast Ω jednoduše souvislá, je podmı́nka (2) pro existenci potenciálu vektorového pole
f(x) také postačuj́ıćı.

Vektorové pole f(x) je potenciálové na množině Ω právě tehdy, když je v množině Ω konzerva-

tivńı, tj. když je
∮
C
f(x) ds = 0 pro každou uzavřenou křivku C, která lež́ı v Ω. Pro konzernativńı

vektorové pole f(x) v množině Ω nezáviśı křivkový integrál
∫
C
f(x) ds na křivce C, která lež́ı v

Ω, ale pouze na počátečńım a koncovém bodě křivky C a plat́ı (1).

Greenova věta

Necht’ je C ⊂ R2 prostá uzavřená po částech hladká křivka, která je hranićı omezené souvislé
množiny S ⊂ R2. Necht’ je křivka C orientována tak, že při pohybu po křivce lež́ı množina S
vlevo. Necht’ maj́ı funkce P (x, y) a Q(x, y) spojité parcálńı derivace na otevřené množině Ω ⊃ S.
Pak plat́ı ∮

C

(
P (x, y) dx + Q(x, y) dy

)
=
∫∫

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy . (3)

Poznámka. Obsah P omezené oblasti S, jej́ıž hranice je prostá po částech hladká kčivka C je roven

P =
∮
C

xdy = −
∮
C

y dx = 1
2

∮
C

(
xdy − y dx

)
,

kde křivka C je kladně orientovaná, tj. při pohybu po křivce lež́ı oblast S vlevo.
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Stokesova věta

Necht’ je f(x, y, z) =
(
fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)

)
spojitě diferencovatelné vektorové pole v

otevřené množině Ω ⊂ R3. Necht’ je C prostá uzavřená po částech hladká orientovaná křivka v
Ω, která je hranice omezené po částech hladké plochy S ⊂ Ω orientované normálou ν(x). Necht’
je křivka C orientována tak, že při pohledu ze směru ν ob́ıhá plochu S proti směru pohybu
hodinových ručiček, tj. C je souhlasně orientovaná hranice plochy S. Pak plat́ı∮

C
f(x) ds =

∫∫
S

rot f(x) dS , (4)

kde rot f(x) je vektorové pole, které se nazývá rotace f a je definováno jako

rot f(x) =
(

∂fz

∂y
− ∂fy

∂z
,
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x
,
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
. (5)

Gaussova věta

Necht’ je S po částech hladká plocha, která je hranićı omezeného tělesa T ⊂ R3 a která je
orientovaná tak, že jej́ı normála mı́̌ŕı vně tělesa T , tj. S je kladně orientovaná hranice tělesa T .
Necht’ je vektorové pole f(x, y, z) =

(
fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)

)
spojitě diferencovatelné

na otevřené množině Ω ⊃ T . Pak plat́ı∫∫
S
f(x) dS =

∫∫∫
T

div f(x) dxdy dz , (6)

kde div f(x) je skalárńı pole, které se nazývá divergence f a je definováno jako

div f(x) =
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y
+

∂fz

∂z
. (7)

Základńı diferenciálńı operátory

Necht’ jsou i, j, resp. k jednotkové vektory ve směru osy x, y, resp. z.
Operátor nabla se nazývá vektorový diferenciálńı operátor

∇ =
∂

∂x
i +

∂

∂y
j +

∂

∂z
k =

(
∂

∂x
,

∂

∂y
,

∂

∂z

)
.

Jestliže má funkce U(x, y, z) spojité parciálńı derivace, je gradient U(x, y, z) vektorové pole

gradU(x, y, z) = ∇U(x, y, z) =
∂U

∂x
i +

∂U

∂y
j +

∂U

∂z
k =

(
∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

)
.

Jestliže má vektorové pole f(x, y, z) =
(
fx, fy, fz

)
spojité parciálńı derivace, je jeho rotace

rot f(x) vektorové pole

rot f(x) = ∇× f(x) = det


i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

fx fy fz

 =

=
(

∂fz

∂y
− ∂fy

∂z

)
i +
(

∂fx

∂z
− ∂fz

∂x

)
j +
(

∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
k .

Jestliže má vektorové pole f(x, y, z) =
(
fx, fy, fz

)
spojité parciálńı derivace, je jeho divergence

div f(x) skalárńı pole

div f(x) = ∇ · f(x) =
∂fx

∂x
+

∂fy

∂y
+

∂fz

∂z
.
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Jestliže má funkce U(x, y, z) spojité druhé parciálńı derivace, je

div
(
gradU(x, y, z)

)
= ∆U(x, y, z) =

∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
+

∂2U

∂z2
,

kde se diferenciálńı operátor druhého řádu

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

nazývá Laplace̊uv operátor.

Př́ıklad 1.r. Najděte funkci z = z(x, y), pro kterou je

dz = (x2 + 2xy − y2) dx+ (x2 − 2xy − y2) dy .

Řešeńı. Z vedeného vztahu plyne, že muśı být

∂z

∂x
= x2 + 2xy − y2 ,

∂z

∂y
= x2 − 2xy − y2 . (8)

Pokud derivujeme prvńı rovnost podle proměnné y a druhou podle proměnné x, dostaneme

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= 2x− 2y =

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
a tedy funkce z = z(x, y) existuje (aspoň lokálně).
Integraćı prvńı rovnice v (8) podle x, dostaneme

z = z(x, y) = 1
3
x3 + x2y − xy2 + ψ(y) , (9)

kde ψ(y) je libovolná diferencovatelná funkce proměnné y. Pokud derivujeme toto vyjád-
řeńı funkce z(x, y) podle proměnné y, dostaneme pomoćı druhého vztahu v (8)

∂z

∂y
= x2 − 2xy + ψ′(y) = x2 − 2xy − y2 , tedy ψ′(y) = −y2 .

Proto muśı být ψ(y) = −1
3
y2 + c, kde c je libovolné reálné č́ıslo. A když dosad́ıme tuto

funkci ψ(y) do (9), dostaneme nejobecněǰśı tvar hledané funkce

z(x, y) = 1
3
x3 + x2y − xy2 − 1

3
y3 + c ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.

Př́ıklad 2.r. Najděte funkci U(x, y, z), pro kterou je

dU =
z2 + y + z

z
dx+

xy2 − z2

y2z
dy +

xyz2 + z2 − xy2

yz2
dz .

Řešeńı. Uvedená rovnost znamená, že pro funkci U(x, y, z) plat́ı

∂U

∂x
=
z2 + y + z

z
,

∂U

∂y
=
xy2 − z2

y2z
,

∂U

∂z
=
xyz2 + z2 − xy2

yz2
. (10)
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Aby taková funkce mohla existovat, muśı být splněna podmı́nka (2). V našem př́ıpadě
jsou tyto rovnosti

∂

∂y

(
z2 + y + z

z

)
=

∂

∂x

(
xy2 − z2

y2z

)
=

1

z
,

∂

∂z

(
z2 + y + z

z

)
=

∂

∂x

(
xyz2 + z2 − xy2

yz2

)
=
z2 − y

z2
,

∂

∂z

(
xy2 − z2

y2z

)
=

∂

∂y

(
xyz2 + z2 − xy2

yz2

)
= −xy

2 + z2

y2z2

splněny, a proto funkce U(x, y, z) existuje (aspoň lokálně).
Funkci U(x, y, z) najdeme postupnou integraćı rovnic v (10). Když integrujeme prvńı
rovnici podle proměnné x, dostaneme

U(x, y, z) =

∫
z2 + y + z

z
dx =

∫ (
z +

y

z
+ 1
)

dx = zx+
xy

z
+ x+ ψ(y, z) , (11)

kde ψ(y, z) je libovolná diferencovatelná funkce proměnných y a z. Pokud tento vztah
dosad́ıme do druhé rovnice v (10), dostaneme

x

z
+
∂ψ

∂y
=
xy2 − z2

y2z
, neboli

∂ψ

∂y
= − z

y2
.

Integraćı źıskáme

ψ(y, z) = −
∫

z

y2
dy =

z

y
+ χ(z)

kde χ(z) je libovolná diferencovatelná funkce proměnné z. Pokud funkci ψ(y, z) dosad́ıme
do (11) zjist́ıme, že

U(x, y, z) = zx+
xy

z
+ x+

z

y
+ χ(z) . (12)

A když dosad́ıme toto vyjádřeńı funkce U(x, y, z) do třet́ı rovnice v (10) dostaneme

x− xy

z2
+

1

y
+ χ′(z) = x+

1

y
− xy

z2
, neboli χ′(z) = 0 ,

neboli funkce χ(z) = c je konstantn. Po dosazeńı do (12) pak zjist́ıme, že nejobecněǰśı
funkce U(x, y, z) je

U(x, y, z) = zx+
xy

z
+ x+

z

y
+ c ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.

Př́ıklad 3.r. Najděte potenciál vektorového pole f(x, y) =
(
yexy−x+ y, xexy +x+2y

)
a

pomoćı něj spoč́ıtejte integrál

∫
C
f(x, y) ds, kde křivka C zač́ıná v bodě A = [1; 0] a konč́ı

v bodě B = [0; 2].

Řešeńı. Potenciál vektorového pole f(x, y), je funkce U(x, y), pro kterou plat́ı f(x, y) =
gradU(x, y), tj. v našem př́ıpadě

∂U

∂x
= fx(x, y) = yexy − x+ y ,

∂U

∂y
= fy(x, y) = xexy + x+ 2y . (13)
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Aby existoval potenciál vektorového pole f = (fx, fy) je nutné, aby platilo

∂fx

∂y
=
∂fy

∂x
.

Protože je tato podmı́nka v našem př́ıpadě splněna, bude potenciál U(x, y) daného vek-
torového pole existovat.
Integraćı prvńı rovnice v (13) podle proměnné x doostaneme

U(x, y) = exy − 1
2
x2 + xy + ψ(y) ,

kde ψ(y) je libovolná diferemcovatelná funkce proměnné y. Po dosazeńı do druhé rovnice
v (13) dostaneme pro tuto funkci rovnici

xexy + x+ ψ′(y) = xexy + x+ 2y , neboli ψ′(y) = 2y ,

ze které plyne ψ(y) = y2 + c, kde c je libovolná konstanta, která určuje nulovou hladinu
potenciálu a kterou v našem př́ıkladě můžeme položit rovnou nule. Takto jsme źıskali
potenciál vektorovéhopole f(x, y) jako

U(x, y) = exy − 1
2
x2 + xy + y2 .

Tato funkce má v R2 spojité parciálńı derivace všech řád̊u, a tedy podle (1) je křivkový
integrál∫

C
f(x, y) ds =

∫
C

(
yexy − x+ y) dx+ (xexy + x+ 2y) dy

)
= U(0, 2)− U(1, 0) = 9

2
.

Př́ıklad 4.r. Ukažte, že křivkový integrál

∫
C

(
y2 sin xy dx+(xy sin xy−cosxy) dy

)
nezáviśı

na integračńı cestě C ⊂ R2 a spoč́ıtejte jej po křivce C, která zač́ıná v bodě A = [0; 0] a
konč́ı v bodě B = [π; 1].

Řešeńı. Protože má vektorové pole f(x, y) = (fx, fy) =
(
y2 sin xy, xy sin xy − cosxy

)
spojité derivace všech řád̊u v celé množině R2, je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to,
aby nezáviselo na integračńı cestě C

∂fx

∂y
=
∂fy

∂x
.

Protože v našem př́ıpadě

∂fx

∂y
= 2y sin xy + xy2 cosxy ,

∂fy

∂x
= y sin xy + xy2 cosxy + y sin xy

je tato podmı́nka splněna a integrál můžeme poč́ıtat pomoćı potenciálu nebo integraćı po
libovolné křivce, která zač́ıná v bodě A = [0; 0] a konč́ı v bodě B = [π; 1].
Když za křivku C vybereme lomenou čáru C = C1uC2, která se skládá z orientované úsečky
C1 z bodu A a bodu C = [0; 1], a orientované úsečky z bodu C do bodu B dostaneme∫

C
f(x, y) ds =

∫
C1

f(x, y) ds +

∫
C2

f(x, y) ds.
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Parametrické rovnice těchto úseček jsou

C1 : x = 0 , y = t , 0 ≤ t ≤ 1 ,

C2 : x = t , y = 1 , 0 ≤ t ≤ π .

Tedy hledaný integrál je∫
C

(
y2 sin xy dx+ (xy sin xy − cosxy) dy

)
=

∫ 1

0

(− cos 0) dt+

∫ π

0

sin t dt = 1 .

Př́ıklad 5.r. Najděte potenciál vektorového pole

f(x, y, z) =
(
(2x+ y − z)(y + z), (x+ 2y + z)(x− z), (x− y − 2z)(x+ y)

)
a pomoćı něj najděte práci vektorového pole f(x, y, z) po křivce C s počátečńım bodem
A = [1; 2; 3] a koncovým bodem B = [3; 1; 2].

Řešeńı. Potenciál U(x, y, z) vektorového pole f = (fx, fy, fz) je funkce, pro tkerou plat́ı
gradU = f , což je v našem př́ıpadě

∂U

∂x
= fx = (2x+ y − z)(y + z) ,

∂U

∂y
= fy = (x+ 2y + z)(x− z) ,

∂U

∂z
= fz = (x− y − 2z)(x+ y) .

(14)

Aby potenciál existoval, muśı platit podmı́nky (2), tj.

∂fx

∂y
=
∂fy

∂x
,

∂fx

∂z
=
∂fz

∂x
,

∂fy

∂z
=
∂fz

∂y
.

Tyto podmı́nky jsou pro naše vektorové pole splněny, a proto potenciál U(x, y, z) existuje
(aspoň lokálně).
Naj́ıt jej lze např́ıklad postupnou integraćı rovnic (14). Jestliže prvńı rovnici integrujeme
podle proměnné x, dostaneme

U(x, y, z) =

∫
(2x+ y − z)(y + z) dx = x2(y + z) + x(y2 − z2) + ψ(y, z) , (15)

kde ψ(y, z) je libovolná diferencovatelná funkce proměnných y a z. Když totio vyjádřeńı
funkce U(x, y, z) dosad́ıme do druhé rovnice v (14), dostaneme pro funkci ψ(y, z) rovnici

∂U

∂y
= x2 + 2xy +

∂ψ

∂y
= (x+ 2y + z)(x− z) , neboli

∂ψ

∂y
= −2yz − z2 .

Integrace tohoto vztahu podle proměnné y dává

ψ(y, z) = −y2z − yz2 + χ(z) ,
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kde χ(z) je liovolná diferencovatelná funkce proměnné z. Po dosazeńı této funkce do (15)
dostaneme

U(x, y, z) = x2(y+z)+x(y2−z2)−y2z−yz2+χ(z) = x2(y+z)+y2(x−z)−z2(x+y)+χ(z) .
(16)

Jestlie tuto funkci dosad́ıme do třet́ı rovnice v (14), źıskáme

∂U

∂z
= x2 − y2 − 2z(x+ y) + χ′(z) = (x− y − 2z)(x+ y) , tj. χ′(z) = 0 .

Tedy funkce χ(z) je rovna konstantě, za kterou mužeme vźıt nule. Pak je potenciál našeho
vektorového pole v celém R2 roven

U(x, y, z) = x2(y + z) + y2(x− z)− z2(x+ y) .

Podle vztahu (1) je hledaný křivkový integrál roven∫
C
f(x, y, z) ds = U(3; 1; 2)− U(1, 2, 3) = 42 .

Př́ıklad 6.r. Ukažte, že křivkový integrál∫
C

(
(2x+ yz) dx+

(
xz +

2y√
y2 − z

)
dy +

(
xy − 1√

y2 − z

)
dz

)

nezáviśı na křivce C, která lež́ı v oblasti y2 > z, a spoč́ıtejte jej po kř́ıvce C, která lež́ı v
této oblasti a která zač́ıná v bodě A = [2; 1; 0] a konč́ı v bodě B = [1; 3; 5].

Řešeńı. Aby křivkový integrál druhého druhu diferencovatelné vektorové funkce f(x, y, z)
nezávisel na integračńı cestě C, která lež́ı v oblasti Ω, muśı být integrál přes každou
uzavřenou křivku, která lež́ı v Ω, roven nule, tj. vektorové pole f muśı být konzervativńı
v Ω, a z toho plyne, že muśı být v Ω potenciálové.
Proto muśı v oblasti y2 > z existovat funkce U(x, y, z) taková, že gradU(x, y, z) =
f(x, y, z), tj.

∂U

∂x
= fx = 2x+ yz ,

∂U

∂y
= fy = xz +

2y√
y2 − z

,

∂U

∂z
= fz = xy − 1√

y2 − z
.

(17)

Nutné podmı́nky pro existenci potenciálu, tj.

∂fx

∂y
=
∂fy

∂x
,

∂fx

∂z
=
∂fz

∂x
,

∂fy

∂z
=
∂fz

∂y
,

jsou pro naše vektorové pole splněny. Abychom našli funkci U(x, y, z), integrujeme nejprve
prvńı rovnost v (17) podle proměnné x. To nám dává vztah

U(x, y, z) = x2 + xyz + ψ(y, z) ,
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kde ψ(y, z) je libovolná diferencovatelná funkce proměnných y a z. Pokud dosad́ıme tento
tvar funkce U(x, y, z) do druhé rovnice v (17) dostaneme

xz +
∂ψ

∂y
= xz +

2y√
y2 − z

, neboli
∂ψ

∂y
=

2y√
y2 − z

.

Jestliže posledńı rovnost integrujeme podle proměnné y dostaneme

ψ(y, z) = 2
√
y2 − z + χ(z) ,

kde χ(z) je libovolná diferencovatelná fukce proměnné z. Tedy rpo funkci U(x, y, z) máme

U(x, y, z) = x2 + xyz + 2
√
y2 − z + χ(z) .

A když dosad́ıme toto vyjádřeńı do posledńı rovnice v (17), dostaneme

xy − 1√
y2 − z

+ χ′(z) = xy − 1√
y2 − z

, neboli χ′(z) = 0 ,

tj. χ(z) je rovna konstantě, kterou můžeme zvolit rovnou nule.
Tak jsme zjistili, že dané vektorové pole f(x, y, z) má v oblasti y2 > z potenciál

U(x, y, z) = x2 + xyz + 2
√
y2 − z

Proto naš křivkový integrál nezáviśı na křivce C, která lež́ı v této oblasti a podle (1) je∫
C

(
(2x+ yz) dx+

(
xz +

2y√
y2 − z

)
dy +

(
xy − 1√

y2 − z

)
dz

)
=

= U(1, 3, 5)− U(2, 1, 0) = 14 .

Př́ıklad 7.r. Ukažte, že vektorové pole f(x, y) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
splňuje na množině

Ω = R2 \
{
[0; 0]

}
podmı́nku (2), ale pro kladně orientovanou kružnici x2 + y2 = 1 je∮

C
f(x, y) ds 6= 0.

Řešeńı. Pro uvedené vektorové pole je

fx(x, y) =
−y

x2 + y2
, fy =

x

x2 + y2
.

Protože v R2 \ {[0; 0]} je

∂fx

∂y
=
−(x2 + y2) + 2y2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂fy

∂x
=
x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

je splněna podmı́nka (2), a tedy lokálně (tj. v okoĺı každého bodu) existuje funkce U(x, y)
taková, že f(x, y) = gradU(x, y).
Spoč́ıtáme křivkový integrál∮

C
f(x, y) ds =

∮
C

−y dx+ x dy

x2 + y2
,
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kde C je kružnice x2 + y2 = 1, po které se pohybujeme proti směru hodinových ručiček,
podle definice. Parametrické rovnice této kružnice jsou

x = cosϕ , y = sinϕ , 0 < ϕ < 2π .

Protože
dx = − sinϕ dϕ , dy = cosϕ dϕ ,

je tento křivkový integrál∮
C

−y dx+ x dy

x2 + y2
=

∫ 2π

0

− sinϕ · (− sinϕ) + cosϕ · (cosϕ)

cos2 ϕ+ sin2 ϕ
dϕ =

∫ 2π

0

dϕ = 2π 6= 0 .

Poznámka. Najdeme funkci U(x, y), pro kterou v okoĺı daného bodu [x0; y0] 6= [0; 0], plat́ı gradU(x, y) =
f(x, y), neboli

∂U

∂x
= f(x) =

−y

x2 + y2
,

∂U

∂y
=

x

x2 + y2
. (18)

Tuto soustavu rovnic je výhodné řešit pomoćı polárńıch souřadnic

x = r cos ϕ , y = r sinϕ , r > 0 .

Pro diferencovatelnou funkci U(x, y) definujeme funkci V (r, ϕ) vztahem

U(x, y) = U(r cos ϕ, r sinϕ) = V (r, ϕ) .

Podle věty o derivaci složené funkce je

∂V

∂r
=

∂U

∂x

∂x

∂r
+

∂U

∂y

∂y

∂r
=

∂U

∂x
cos ϕ +

∂U

∂y
sinϕ ,

∂V

∂ϕ
=

∂U

∂x

∂x

∂ϕ
+

∂U

∂y

∂y

∂ϕ
=

∂U

∂x

(
−r sinϕ) +

∂U

∂y
r cos ϕ .

Pokud použijeme vztahy (18), dostaneme

∂V

∂r
=
−r sinϕ

r2
cos ϕ +

r cos ϕ

r2
sinϕ = 0 ,

∂V

∂ϕ
=
−r sinϕ

r2

(
−r sinϕ) +

r cos ϕ

r2
r cos ϕ = 1 .

To znamená, že potenciál je až na konstantu v polárńıch souřadnićıch roven funkci V (r, ϕ) = ϕ. Ale tuto
funkci nelze definovat na celé množině R2 \ {[0; 0]}.
Problém je v tom, že pokud máme dánu hodnotu funkce U(x, y) v nějakém bodě A = [x; y] 6= [0; 0],
dejme tomu, že v bodě A = [1; 0] je U(1, 0) = 0, a začneme se pohybovat po křivce C, která ob́ıhá počátek
souřadnic, např́ıklad po kružnici x2 + y2 = 1, tj. x = cos ϕ, y = sinϕ, kde je U(x, y) = ϕ, a dostaneme se
po ńı zpět do bodu A = [x; y], nemuśıme dostat p̊uvodńı hodnotu U(x, y), v našem konkretńım př́ıpadě
dostaneme 2π 6= U(1, 0) = 0.
To je zp̊usobeno t́ım, že v množině Ω = R2 \{[0; 0]} jsou ”d́ıry”, v našem př́ıpadě je to počátek souřadnic.
V rovině R2 se otevřené souvislé množiny ”bez děr” nazývaj́ı jednoduše souvislé. Obecně je otevřená
souvislá množina Ω ⊂ Rn jednoduše souvislá pravě tehdy, pokud lze každou spojitou uzavřenou křivku
C ⊂ Ω ”spojitě deformovat v množině Ω do bodu”.
Např́ıklad pokud vyjmeme z roviny počátek souřadnic, tj. Ω = R2 \ {[0; 0]}, nelze kružnici, která ob́ıhá
počátek spojitě deformovat do bodu v Ω, protože bychom museli proj́ıt počátkem souřadnic, tj. bodem
[0; 0], který nepatř́ı do množiny Ω. Tedy množina R2 \ {[0; 0]} neńı jednoduše souvislá.
Naproti tomu tř́ırozměrný prostor, se kterého vyjmeme počátek souřadnic, tj. množina Ω = R3 \{[0; 0; 0]}
jednoduše souvislá je.
Lze ukázat, že pro jednoduše souvislé množiny je podmı́nka (2) pro nezávislost křivkového integrálu
druhého druhu na křivce podmı́nkou nutnou a postačuj́ıćı.
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Př́ıklad 8.r. Pomoćı Greenovy věty najděte křivkový integrál∮
C
e−x2+y2(

cos 2xy dx+ sin 2xy dy
)
,

kde C je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = 1.

Řešeńı. Funkce

P (x, y) = fx = e−x2+y2

cos 2xy , Q(x, y) = fy = e−x2+y2

sin 2xy

maj́ı spojité parciálńı derivace v celé rovině. Protože naše křivka C je kladně orientovaná
hranice kruhu K, x2 + y2 < 1, je podle Greenovy věty∮

C

(
P (x, y) dx−Q(x, y) dy

)
=

∫∫
K

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy .

A protože

∂Q

∂x
= −2xe−x2+y2

sin 2xy + 2ye−x2+y2

cos 2xy ,

∂P

∂y
= 2ye−x2+y2

cos 2xy − 2xe−x2+y2

sin 2xy ,

je ∮
C
e−x2+y2(

cos 2xy dx+ sin 2xy dy
)

= 0 .

Př́ıklad 9.r. Pomoćı Greenovy věty najděte křivkový integrál∫
C

((
ex sin y − y

)
dx+

(
ex cos y + x

)
dy
)
,

kde C je p̊ulkružnice x2 + y2 = 2x, y ≥ 0, která zač́ıná v bodě A = [2; 0] a konč́ı v bodě
B = [0; 0].

Řešeńı. Pokud p̊ulkružnici C doplńıme úsečkou C1 z bodu B = [0; 0] do bodu A = [2; 0],
dostaneme uzavřenou křivku C0 = C u C1, která je kladná orientovaná hranice p̊ulkruhu
Ω, který je dán nerovnostmi x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0. Jestliže označ́ıme

P (x, y) = ex sin y−y , Q(x, y) = ex cos y+x =⇒ ∂P

∂y
= ex cos y−1 ,

∂Q

∂x
= ex cos y+1 ,

je podle Greenovy věty∮
C0

((
ex sin y − y

)
dx+

(
ex cos y + x

)
dy
)

=

∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫∫
Ω

2 dx dy = π ,

Protože množina Ω je

x2 − 2x+ y2 = (x− 1)2 + y2 − 1 = 0 , y ≥ 0

neboli p̊ulkruh s poloměrem R = 1, jehož obsah je 1
2
π.
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Ale podle definice křivkového intergálu, je pro náš integrál∮
C0

(
P dx+Q dy

)
=

∫
C

(
P dx+Q dy

)
+

∫
C1

(
P dx+Q dy

)
= π .

Proto plat́ı ∫
C

(
P dx+Q dy

)
= π −

∫
C1

(
P dx+Q dy

)
.

A protože parametrické rovnice úsečky C1 jsou

x = t , y = 0 , 0 ≤ t ≤ 2 =⇒ dx = dt , dy = 0 ,

je ∫
C1

((
ex sin y − y

)
dx+

(
ex cos y + x

)
dy
)

= 0 ,

a tedy daný integrál je roven π.

Př́ıklad 10.r. Jakou podmı́nku muśı splňovat spojitě diferencovatelná funkce F (x, y),

aby křivkový integrál

∫
C
F (x, y)

(
y dx+ x dy

)
nezávisel na křivce C?

Řešeńı. Aby křivkový integrál druhého druhu

∫
C
f(x, y) ds nezávisel na křivce C, muśı

pro každou uzavřenou křivku C platit

∮
C
f(x, y) ds = 0. V našem př́ıpadě tedy muśı pro

každou uzavřenou křivku C platit∮
C

(
yF (x, y) dx+ xF (x, y) dy

)
= 0 .

Necht’ je Ω ⊂ R2 oblast, jej́ıž kladně orientovaná hranice je uzavřená křivka C. Pak lze v
tomto vztahu použ́ıt Greenovu větu, kde

P (x, y) = yF (x, y) , Q(x, y) = xF (x, y) =⇒ ∂Q

∂x
= F + x

∂F

∂x
,

∂P

∂y
= F + y

∂F

∂y
.

Ta vede ke vztahu∫∫
Ω

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

∫∫
Ω

(
x
∂F

∂x
− y

∂F

∂y

)
dx dy = 0 .

A protože Ω ⊂ R2 je libovolná oblast, muśı být integrovaná funkce rovna nule, tj. muśı
být

x
∂F

∂x
− y

∂F

∂y
= 0 .

Lze ukázat, že tato rovnice má řešeńı F (x, y) = ψ(xy), kde ψ = ψ(t) je libovolná diferen-
covatelná funkce jedné proměnné.

Př́ıklad 11.r. Pomoćı Greenovy věty najděte obsah P oblasti, která je omezená smyčkou
Descartesova listu x3 + y3 = 3xy, x, y ≥ 0.
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Řešeńı. Z Greenovy věty plyne, že obsah P dané oblasti lze naj́ıt pomoćı jednoho z
křivkových integrál̊u druhého druhu

P =

∮
C
x dy = −

∮
C
y dx = 1

2

∮
C

(
x dy − y dx

)
.

Abychom našli parametrické rovnice dané křivky, polož́ıme nejprve y = tx. Pak dostaneme

x3 + y3 = 3xy =⇒ x3
(
1 + t3

)
= 3x2t , neboli x =

3t

1 + t3
, y =

3t2

1 + t3
, t > 0 .

Z uvedených vztah̊u pro obsah P vede většinou k nejjednodušš́ımu integrálu ten posledńı.
Protože

dx =
3(1− 2t3)

(1 + t3)2
dt , y dx =

9t2(1− 2t3)

(1 + t3)3
dt ,

dy =
3t(2− t3)

(1 + t3)2
dt , x dy =

9t2(2− t3)

(1 + t3)3
dt ,

dostaneme pro hledaný obsah vztah

P = 1
2

∮
C

(
x dy − y dx

)
= 1

2

∫ ∞

0

9t2 dt

(1 + t3)2
.

Posledńı integrál celkem snadno najdeme pomoćı substituce

z = 1 + t3 =⇒ dz = 3t2 dt , 0 7→ 1 , ∞ 7→ ∞ ,

po které dostaneme

P = 3
2

∫ ∞

0

3t2 dt

(1 + t3)2
= 3

2

∫ ∞

1

dz

z2
= 3

2
.

Př́ıklad 12.r. Najděte rotaci a divergenci vektorového pole

f =

(
y − z

x2 + y2 + z2
,

z − x

x2 + y2 + z2
,

x− y

x2 + y2 + z2

)
.

Řešeńı. Rotaci a divergenci vektorového pole f = (fx, fy, fz) najdeme podle vztahu (5)
a (7), tj.

rot f =

(
∂fz

∂y
− ∂fy

∂z
,
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x
,
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
,

div f =
∂fx

∂x
+
∂fy

∂y
+
∂fz

∂z
.

V našem př́ıkladě je

fx =
y − z

x2 + y2 + z2
, fy =

z − x

x2 + y2 + z2
, fz =

x− y

x2 + y2 + z2
.
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A protože

∂fx

∂x
=

−2x(y − z)
(x2 + y2 + y2)2

,
∂fx

∂y
=

x2 − y2 + z2 + 2yz

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fx

∂z
=
−x2 − y2 + z2 − 2yz

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fy

∂x
=

x2 − y2 − z2 − 2xz

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fy

∂y
=

−2y(z − x)
(x2 + y2 + z2)2

,
∂fy

∂z
=

x2 + y2 − z2 + 2xz

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fz

∂x
=
−x2 + y2 + z2 + 2xy

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fz

∂y
=
−x2 + y2 − z2 − 2xy

(x2 + y2 + z2)2
,

∂fz

∂z
=

−2z(x− y)
(x2 + y2 + z2)2

,

je

rot f =

(
−2x(x+ y + z)

(x2 + y2 + z2)2
,
−2y(x+ y + z)

(x2 + y2 + z2)2
,
−2z(x+ y + z)

(x2 + y2 + z2)2

)
, div f = 0 .

Př́ıklad 13.r. Pomoćı Stokesovy věty najděte integrál∮
C

(
(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz

)
,

kde C je elipsa x2+y2 = 4, 3x+2z = 6, kterou prob́ıháme proti směru pohybu hodinových
ručiček, když se na ni pod́ıváte z kladného směru osy z.

Řešeńı. Za plochu S, jej́ıž hranice je uvedená elipsa, můžeme zvolit část roviny

3x+ 2z = 6 , x2 + y2 ≤ 4 ,

která je orientována normálou, která mı́̌ŕı v kladném směru osy z, tj. jej́ı třet́ı složka je
kladná. Stokesova věta pak zńı ∮

C
f ds =

∫∫
S

rot f dS .

Protože dané vektorové pole je f(x, y, z) =
(
fx, fy, fz

)
, kde

fx = y − z , fy = z − x , fz = x− y ,

je podle (5)
rot f = (−2,−2,−2) .

Pokud zvoĺıme za parametry v parametrických rovnićıch roviny proměnné x a y, zjist́ıme,
že plocha S je popsána vztahy

x = x , y = y , z = 3
2
(2− x) , x2 + y2 ≤ 4 .

Standardńı postupem pak źıskáme

τ x =
(
1, 0,−3

2

)
, τ y = (0, 1, 0) , n = τ x × τ y =

(
3
2
, 0, 1

)
.

Protože je třet́ı složka tohoto vektoru kladná, jedná se o sparávnou orientaci. Z toho pak
plyne ∫∫

S
rot f dS =

∫∫
Ω

rot f · n dx dy =

∫∫
Ω

−5 dx dy ,
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kde Ω je kruh x2 + y2 ≤ 4, který má ohsah 4π. Proto je∮
C

(
(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz

)
= −20π .

Př́ıklad 14.r. Pomoćı Gaussovy věty najděte integrál

∫∫
S

(
x dy dz + y dz dx+ z dx dy

)
,

kde S je kladně orientovaná hranice kvádru 〈−1, 1〉 × 〈0, 1〉 × 〈1, 2〉.
Řešeńı. Podle Gaussovy věty je∫∫

S
f dS =

∫∫∫
T

div f dx dy dz ,

kde S je kladně orientovaná hranice tělesa T .
V našem př́ıpadě je vektorové pole f = (fx, fy, fz), kde fx = x, fy = y a fz = z, a tedy

div f =
∂fx

∂x
+
∂fy

∂y
+
∂fz

∂z
= 3 .

Proto je ∫∫
S

(
x dy dz + y dz dx+ z dx dy

)
= 3

∫∫
T

dx dy dz = 6 ,

protože objem kvadru T je roven 2.

Př́ıklad 15.r. Pomoćı Gaussovy věty najděte integrál
∫∫

S

(
−y dy dz+x dz dx+ z dx dy

)
,

kde S je plocha z = 2 −
√
x2 + y2, z > 0, která je orientována tak, že jej́ı normála má

kladnou třet́ı složku.

Řešeńı. Tento plošný integrál druhého druhu je možné zapsat jako∫∫
S

(
−y dy dz + x dz dx+ z dx dy

)
=

∫∫
S
f dS ,

kde vektorové pole f = (fx, fy, fz) má složky fx = −y, fy = x a fz = z a plocha S je část
kuželové plochy s osou z a vrcholem v bodě V = [0; 0; 2], která lež́ı mezi rovinami z = 0
a z = 2. Abychom mohli použ́ıt Gaussovu větu, muśıme mı́t uzavřenou plochu, která je
hranice omezneného tělesa T .
Pokud budeme uvažovat kužel T popsaný nerovnostmi z ≤ 2−

√
x2 + y2, z ≥ 0, je jeho

hranice plocha S0 = S ∪ S1, kde S je plocha, přes kterou máme integrovat a S1 je část
roviny z = 0, 0 ≤ 2−

√
x2 + y2, tj. kruh z = 0, x2 + y2 = 4. Aby byla hranice kužele T

kladně orientovaná, muśı jej́ı normálový vektor mı́̌rit vně kužele. Tedy na ploše S muśı
mı́t normálový vektor mı́̌rit v kladném směru osy z, tj. muśı mı́t kladnou třet́ı složku, což
odpov́ıdá zadané orientaci plochy S. Na kruhu S1 muśı mı́̌rit v záporném směru osy z a
tedy muśı mı́t zápornou třet́ı složku.
Gaussova věta pak dává∫∫

S
f dS +

∫
S1

f dS =

∫∫
S0

f dS =

∫∫∫
T

div f dx dy dz ,

neboli ∫
S
f dS =

∫∫∫
T

div f dx dy dz −
∫
S1

f dS . (19)
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Protože plocha S1 je část roviny z = 0, je na této ploše vektorové pole rovno f = (−y, x, 0)
a normálový vektor k ńı je n = (0, 0,−1). A protože f · n = 0, je integrál přes plochu S1

v (19) roven nule. A protože

div F =
∂fx

∂x
+
∂fy

∂y
+
∂fz

∂z
= 1 ,

je ∫∫
S

(
−y dy dz + x dz dx+ z dx dy

)
=

∫∫∫
T

dx dy dz ,

neboli je roven objemu kužele T . Ten můžeme naj́ıt např́ıklad pomoćı cylindrických
souřadnic

x = r cosϕ , y = r sinϕ , z = z , r > 0 , −π < ϕ < π , z ∈ R , J = r .

Podle věty o substituci dostaneme∫∫∫
T

dx dy dz =

∫∫∫
bT r dr dϕ dz ,

kde T̂ je vzor množiny T , tj. množina daná vztahy

z ≤ 2− r , z > 0 , r > 0 , −π < ϕ < r ,

neboli
−π < ϕ < π , 0 < z < 2− r , 0 < r < 2 .

Pokud použijeme Fubiniovu větu, dostaneme∫∫
S

(
−y dy dz + x dz dx+ z dx dy

)
=

∫ 2

0

dr

∫ 2−r

0

dz

∫ π

−π

r dϕ = 8
3
π .

Př́ıklad 16.r. Necht’ má funkce U(x, y, z) na množině Ω spojité druhé parciálńı derivace.
Ukažte, že plat́ı rot

(
gradU(x, y, z)

)
= 0.

Řešeńı. Podle definice je rotace vektorového pole f = (fx, fy, fz) rovna

rot f =

(
∂fz

∂y
− ∂fy

∂z
,
∂fx

∂z
− ∂fz

∂x
,
∂fy

∂x
− ∂fx

∂y

)
.

Vektorové pole gradU má složky

fx =
∂U

∂x
, fy =

∂U

∂y
, fz =

∂U

∂z
.

Po dosazeńı pak dostaneme

rot(gradU) =

(
∂2U

∂y∂z
− ∂2U

∂z∂y
,
∂2U

∂z∂x
− ∂2U

∂x∂z
,
∂2U

∂x∂y
− ∂2U

∂y∂x

)
= (0, 0, 0) ,

protože podle předpokladu jsou druhé parciálńı derivace záměnné.
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Př́ıklad 17.r. Necht’ maj́ı funkce f(x, y, z) a g(x, y, z) v otevřené množině Ω ⊂ R3 spojité
parciálńı derivace druhého řádu. Necht’ je T omezené těleso v R3 takové, že T ⊂ Ω, a S
kladně orientovaná hranice tělesa T . Ukažte, že plat́ı∫∫∫

T
g∆f dx dy dz = −

∫∫∫
T

(
grad g

)
·
(
grad f

)
dx dy dz +

∫∫
S
g grad f dS . (20)

Řešeńı. Když použijeme Gaussovu větu na plošný integrál v (20), dostaneme∫∫
S
g grad f dS =

∫∫∫
T

div
(
g grad f

)
dx dy dz .

Když budeme uvažovat spojitě difernecovatelnou funkci g(x, y, z) a spojitě diferencova-
telné vektorové pole F = (Fx, Fy, Fz), je vektorové pole gF =

(
gFx, gFy, gFz

)
. Pro diver-

genci tohoto pole máme

div
(
gF
)

=
∂(gFx)

∂x
+
∂(gFy)

∂y
+
∂(gFz)

∂z
=

=
∂g

∂x
Fx +

∂g

∂y
Fy +

∂g

∂z
Fz + g

(
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z

)
A protože vektorové pole (

∂g

∂x
,
∂g

∂y
,
∂g

∂z

)
= grad g ,

lze tento vztah zapsat jako

div
(
gF
)

=
(
grad g

)
· F + g div F ,

který plat́ı pro libovolnou diferencovatelnou funkci g = g(x, y, z) a vektorové pole F.
Speciálně pro vektorové pole F = grad f , dostaneme

div
(
g grad f

)
=
(
grad g

)
·
(
grad f

)
+ g div

(
grad f

)
=
(
grad g

)
·
(
grad f

)
+ g∆f .

Proto plat́ı∫∫
S
g grad f dS =

∫∫∫
T

div
(
g grad f

)
dx dy dz =

=

∫∫∫
T

(
grad g

)
·
(
grad f

)
dx dy dz +

∫∫∫
T
g∆f dx dy dz ,

což je pouze jiný zápis vztahu (20).

Poznámka. Vztah (20) se nazývá prvńı Green̊uv vzorec a použ́ıvá se v teorii řešeńı okrajových úloh pro
jistý typ parciálńıch diferenciálńıch rovnic (tzv. eliptické rovnice matematické fyziky), které maj́ı zásadńı
význam v teoretické fyzice.

Př́ıklad 1. Najděte potenciál vektorového pole

f =
(
2x(1 + y)− y2 − 1, 2y(1− x) + x2 + 1

)
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a pomoćı něj spoč́ıtejte integrál

∫
C
f ds, kde C je křivka, která zač́ıná v bodě A = [2; 0] a

konč́ı v bodě B = [1; 1].
[
0 .
]

Př́ıklad 2. Ukažte, že křivkový integrál∫
C

((
y(1 + cos xy) + 2x+ 1

)
dx+

(
x(1 + cos xy) + 2y − 1

)
dy
)

nezáviśı na volbě křivky C a spoč́ıtejte jej po křivce, která zač́ıná v bodě A = [0; 1] a konč́ı
v bodě B = [1; 0].

[
2 .
]

Př́ıklad 3. Ukažte, že křivkový integrál

∫
C
f ds, kde vektorové pole

f =

(
y + x ln z

x
,
z + y lnx

y
,
x+ z ln y

z

)
,

nezáviśı na křivce C, která lež́ı v množině x, y, z > 0, a najděte jej pro křivku C, která
zač́ıná v bodě A = [1; 2; 1] a konč́ı v bodě B = [4; 1; 2].

[
5 ln 2 .

]
Př́ıklad 4. Najděte potenciál vekotorového pole

f(x, y, z) =
(
y
(
sin z−z sinx

)
,
(
x+2y

)
sin z+z

(
1+cosx

)
,
(
xy+y2−1

)
cos z+y

(
1+cosx

))
a pomoćı něj spoč́ıtejte křivkový integrál

∫
C
f ds, kde C je křivka s počátečńım bodem

A = [0; 2; 0] a koncovým bodem B = [π; 1;−π].[
U(x, y, z) =

(
xy + y2 − 1

)
sin z + yz

(
1 + cos x

)
; 0 .

]
Př́ıklad 5. Pomoćı Grenovy věty najděte křivkový integrál

∮
C

(
x2y dx − xy2 dy

)
, kde C

je kladně orientovaná kružnice x2 + y2 = 3.
[
−9

2
π .
]

Př́ıklad 6. Pomoćı Greenovy věty najděte obsah oblasti Ω ⊂ R2, která je ohraničena
křivkou s parametrickými rovnicemi x = cos3 t, y = sin3 t, kde 0 ≤ t ≤ 2π.

[
3
8
π .
]

Př́ıklad 7. Vypočtěte divergenci vektorového pole

f =

(
x√

x2 + y2
,

−y√
x2 + y2

,
z√

x2 + y2

)
.

[
2y2

(x2 + y2)3/2
.

]
Př́ıklad 8. Vypočtěte rotaci vektorového pole f =

(
y

z
,
z

x
,
x

y

)
.[(

−x
2 + y2

xy2
,−y

2 + z2

yz2
,−x

2 + z2

x2z

)
.

]
Př́ıklad 9. Pomoćı Stokesovy věty najděte křivkový integrál∮

C

(
z2 − y2) dx+ (x2 − z2) dy + (y2 − x2) dz

)
,
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kde C je řez povrchu krychle 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 s rovinou x + y + z = 3
2
,

kterou ob́ıháme proti směru pohybu hodinových ručiček, když se d́ıváme z kladného směru
osy x.

[
9
4
.
]

Př́ıklad 10. Pomoćı Gaussovy věty najděte integrál∫∫
S

(
yz dy dz + xz dz dx+ xy dx dy

)
,

kde S je kladně orientovaná hranice elipsoidu 1
4
x2 + y2 + 4z2 ≤ 1.

[
0 .
]

Př́ıklad 11. Pomoćı Gaussovy věty najděte integál

∫∫
S
f dS, kde S je kladně orientovaná

hranice čtyřstěnu x, y, z ≥ 0 a x+ y + z ≤ 1 a vektorové pole

f(x, y, z) =
(
x2 + xy + y2, y2 + yz + z2, x2 + xz + z2

)
. [

3
8

]
Př́ıklad 12. Necht’ jsou i, j, resp. k, jednotkové vektory ve směru osy x, y, resp. z. Pomoćı
Gaussovy věty najděte tok vektoru f = xyi + zyj + xzk kladně orientovaným povrchem
tělesa x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1.

[
1
4
π .
]

Př́ıklad 13. Pomoćı Gaussovy věty najděte plošný integrál∫∫
S

(
x dy dz + y dz dx+ z dx dy

)
,

kde plocha S je část kulové plochy x2 + y2 + z2 = 1, x > 0, y < 0 a z < 0, která je
orientována tak, že jej́ı normálový vektor má kladnou třet́ı složku.

[
−1

2
π .
]

Př́ıklad 14. Necht’ má vektorové pole f =
(
fx, fy, fz

)
spojité druhé parciálńı derivace.

Ukažte, že div
(
rot f

)
= 0.

Př́ıklad 15. Ukažte, že divergence vektorového pole

f =

(
x

(x2 + y2 + z2)3/2
,

y

(x2 + y2 + z2)3/2
,

z

(x2 + y2 + z2)3/2

)

je rovna nule, ale plošný integrál I =

∫∫
S
f dS, kde S je kladně orientovaná hranice koule

x2 + y2 + z2 ≤ 1 je nenulový.
[
I = 4π .

]
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