Diferencialni rovnice prvniho radu

DIFERENCIALNI ROVNICE PRVNfHO RADU je rovnice

a' = f(t,r), kde D;cCR?. (1)

Obecné feseni diferencidlni rovnice (1) zavisi zpravidla na jedné redlné konstanté c.

POCATECNT PODMINKA pro diferencidlni rovnice prvniho fadu (1) je podminka z(tg) = x¢, kde
[to, xo] € Dy. Pocatecni podminka pravidla urcéuje hodnotu konstanty c.

CAUCHYOVA ULOHA je tiloha najit fesenf diferencialni rovnice (1), které spliiuje danou pocatecni
podminku z(tg) = xg.

PRODLOUZEN{ RESENT A MAXIMALNE RESENT. Necht je 1 (t) feSen{ diferencidlni rovnice (1) definované
na intervalu Z; a zo(t) jeji feSeni na intervalu Zy D Z7 takové, Ze pro kazdé t € Z; plati xo(t) = x1(t).
Pak se feseni x2(t) nazyvé prodlouzeni Feseni xq(t).

Reseni z(t) diferencidni rovnice (1), které nelze prodlouzit, se nazyva maximalni feseni.
1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi

Diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi je diferencidlni rovnice tvaru

o' =f(t) g(z), (2)

tj. rovnice, jejichz prava strana je sou¢in funkce proménné ¢ a funkce proménné zx.

Budeme predpokladat, ze funkce f(¢) je spojitd na intervalu Z a funkce g(z) je spojitd na
intervalu J. Reseni z = x(t) diferencidlni rovnice (2) s poc¢atetni podminkou z(¢y) = x¢ budeme
pak hledat na intervalu Z, ktery obsahuje bod ¢y a hodnoty funkce z(t) budou z intervalu J
takovém, ze zg € J.

Implicitni tvar obecného Feseni diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi (2) lze vétsi-
nou najit nasledujicim postupem:

, dx dr

v =ft)g(x) = — =[f(t)g(z) = 4(@)

dz
= f(tydt = /M:/f(t)dt~l—c,

kde c¢ je redlnd konstanta, ktera je urcéena pocatecni podminkou z(ty) = xo.

Jestlize je zaddna pocatetni podminka x(ty) = xg, kde g(zo) # 0, lze implicitni tvar feSeni
Cauchyovy tlohy zapsat pomoci uré¢itych jako

L= ro

Poznamka. Problém muze nastat v bodech a, kde je g(a) = 0, protoze vlastné délime nulou. V takovém
pripadé m4 diferencidlni rovnice (2) konstantn{ feseni x(¢) = a, které bychom vyse uvedenym postupem
nemuseli dostat pii zadné volbé konstanty c.

Jestlize je derivace ¢'(x) omezend v okoli bodu a, pro ktery je g(a) = 0, je konstantn{ fesen{ z(t) = a
jediné reseni, které protind pifmku z = a. Ale pokud derivace ¢'(x) nenf v zddném okol{ bodé a omezen4,
tj. 7¢'(a) = o0”, muze byt Feseni, které protinaj{ piimku & = a, vic. Nekonstantn{ feseni z = z(t) pak

dostaneme vySe uvedenym obecnym postupem.



Priklad 1.1.r. Najdéte feSeni Cauchyovy tulohy
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RESENI: Jednd se o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, kde f(t) =

a g(xr) = 1 Funkce f(t) i g(x) jsou spojité na intervalech (—oo0,0) a (0,00). Protoze
je poééteélfl' podminka déna v intervalu (0,00) X (—00,0), budeme hledat teseni, jehoz
defini¢ni obor je podmnozina intervalu (0,00), tj. ¢ > 0 a obor hodnot je podmnozina
intervalu (—o0,0), tj. z(t) < 0. Protoze g(z) # 0, nemé diferenciélni rovnice konstantni
feseni.

Standardnim postupem dostaneme

d 1 — ¢ 1 — ¢ 1— ¢
- = rdr = dt = /xdx—/ dt+c = lx2:1nt—%t2+c,

dat tx t t 2
kde ¢ je konstanta. Tu uréime z pocateéni podminky z(1) = —2. Po dosazeni t = 1 a
x = —2 dostaneme

_ 1 : _5
2=—5+4c¢, tj. c=3.

Po dosazeni do obecného feseni dostaneme
2 =2Int —t* +5. (3)
A protoze z(t) < 0, plyne z toho

T=—V5H+2Int —¢2.

Definiéni obor tohoto feSeni je mnozina t > 0 a 5+ 2Int > ¢2.

Poznamka. Vztah (3) jsme mohli také ziskat pfimo pomoci ur¢itych integréla

* b1 — z t
/2§d§:/1 TdT, tJ. %[52}_2:[ln7—%7}17 tj. %(1’2—4):11115—%752—}-%,

T

Priklad 1.2.r. Najdéte feSeni Cauchyovy tulohy
te'+x=xlnx, z(1)=1. (4)

RESENT: Diferencidlné rovnice (4) je nelinearni. Jestlize pro t # 0 zapiseme tuto dife-

rencialni rovnici ve tvaru
de zlnx—=z

dt t ’
vidime, zZe se jedna o diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi.
Protoze rovnice g(z) = zlnx — 2 = 0 mé feSeni x = e, dostaneme konstantni fesen{ = e. A protoze je
(xlnz — ) =Inz alne =1, je konstantn{ fesen{ x = e jediné feseni, pro které je x(ty) = e. Z pocateéni

podminky z(1) = 1 < e pak plyne, ze Feseni diferencialni rovnice (4) lezi v intervalu (0, e).



P11 hledani feseni x(t) rovnice (4) se omezime na feseni, kterd jsou definovana na jednom
z intervali Z_ = (—o00,0) nebo Z, = (0,400). Protoze je pocatecni podminka dana v
bodé t = 1, budeme pracovat na intervalu Z,, tj. budeme ptredpolddat, ze ¢t > 0.
Standardnim zpusobem pak pro feseni x(t) dostaneme rovnici

d dt
/m(lTx—l) - /7 +C = Injlhz—1| =hlt|+C, (substituce y=Inz—1),
kde C' je libovolna konstanta. Protoze = € (0,e) a t > 0, plyne z tohoto vztahu (¢ = eo>
1—lnz = Ct, tj. SC(t) — elfct )

Z pocétecni podminky x(1) = 1 plyne z rovnice 1 —Inx = ct, ze ¢ = 1, a tedy feSeni dané
Cauchyovy tlohy je
z(t)=e'"", t>0.

Piiklad 1.3.r. Najdéte teSeni diferencialni rovnice

,  2sinx
x DR (5)

RESEN{: Jedna se o diferencialnf rovnici se separovanymi proménnymi, kde f(t) = =2

a g(x) =sinz.
Funkce f(t) je spojitd na intervalech Z; = (—00,0), Z, = (0,2) a Z3 = (2, +00). Proto
bude mit feseni defini¢ni obor, ktery je podmnozinou jednoho z téchto intervalu.

Funkce g(x) = sinz je spojitd v R a je rovna nule v bodech xy = km, kde k € Z. Proto m4 rovnice (5)
konstantni feseni xy(t) = km, kde k € Z. Protoze derivace ¢'(x) = cosx je omezend, jsou tato resenf

jedind feseni, pro kterd je z(t) = k.

Dalsi feSeni dostaneme standardnim zpusobem:

dx 2sinx N / dx / 2dt /( 1 1>dt | ’t—2‘+A
_— = _— = —_— = 1n C
At t(t—2) sin z t(t —2) t—2 ¢ t ’
kde ¢ je libovolna konstanta.
Pro vypocet prvniho integralu lze pouzit napiiklad substituci

_ T du — dx
y=tey, y_2c082§'
Pak je totiz
/ dx B / dx B / cos %x dx B
: = 1 1. 1 1. -
sin 2sin 5z cos 5T sin 5 2 cos? 3T
1 dx dy x
:/ I T = —:ln|y|:1n‘tg—’.
tg 5w 2cos® S Y 2

Tedy pro nekonstantni feseni z = x(t) diferencidlni rovnice (5) plati

t—2 t—2‘
t t '

@

ln’tgg‘ = ln) ’ +¢, neboli ’tgg‘ =e
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Protoze x(t) € (k7r, (k+1)7r) nemeéni funkce tg %x znaménko a muzeme vynechat absolutni

hodnotu. Protoze je definiéni obor feSeni podmnozina jednoho z intervalu Z;, Zs nebo Zs,
L , . t—
nemeéni znaménko ani funkce

a muzeme absolutni hodnotu vynechat i na pravé

strané. Jestlize jesté zavedeme konstantu ¢ = e°, plati pro feseni

tgg = ct; — %:c = arctg(c — ) +kr = z(t) = 2arctg(c — ) + 2k,
kde k € Z a ¢ € R je libovolna konstanta.
Piiklad 1.4.r. Najdéte reseni Cauchyovy tlohy
o+t =t, x(0)=0. (6)

RESEN{: Jestlize diferencialni rovnice (6) zapiseme ve tvaru

dx

ar 2
T t(l x),

vidime, Ze se jednd o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, kde f(¢) = ¢ a
g(z) =1— 2%

Protoze rovnice g(z) = 1 — 22 = 0 m4 fefeni # = +1, dostaneme dvé konstantni feseni z(t) = +1. A
protoze derivace funkce g(z), (1 — x2)/ = —2x, je v okoli téchto bodu omezend, jsou konstantni reSeni
x = %1 jedind TeSeni, pro kterd je x(tg) = +1. Z pocédteéni podminky 2(0) = 0 € (—1,1) pak plyne, ze
Feseni diferencidlni rovnice (6) lezi v intervalu (—1,1). Na nezdvisle proménnou ¢ neplyne z diferencialni

rovnice zadné omezeni.

Standardni zpusobem dostaneme

dx
= tdt
/1_x2 / e

kde C je libovolna konstanta. Integral na levé strané najdeme pomoci rozkladu na parcialni
zlomky a dostaneme

1 14+ t?
| ‘:— C.
3 ) i
Protoze je x € (—1, 1) plyne z toho
L+ t2 20
=ce", kde c=e".
1—=x

Pocatecni podminka z(0) = 0 dava ¢ = 1, a tedy feseni Cauchyovy tlohy (6) je

o’ —1
x(t) = e teR.
Priklad 1.5.r. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy
o +tet=t, x(0)=1. (7)



RESEN{: Jestlize diferencidln{ rovnice (7) zapiSeme ve tvaru

dx
— =t(1 - 2?),

5 — =)

vidime, ze se jedna o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, kde f(t) =t
g(z) = 1 — 22. Protoze g(xg) = ¢g(1) = 0, m4d Cauchyova tloha (7) feseni x(t) =
protoze je ¢'(x) = —2z v okoli bodu x = 1 omezen4, je to jediné reseni.

Priklad 1.6.r. Najdéte maximélni feSeni Chauchyovy ulohy
¥ =1-2a2, x(0)=0. (8)

RESEN{. Protoze pro funkci g(z) = /1 — 22 je g(zo) = g(0) = 1, existuje v okoli bodu ¢ = 0 jediné Fesenf
diferencialni rovnice (8), pro které je £(0) = 0. Implicitni tvar rohoto Feseni lze najit napiiklad pomoci
urcitych integrala
x dé— t

/o vi—e& Jo
Z toho plyne, ze pro —i 7 <t < %w, mé Cauchyova tloha jediné fesen{ x(t) = sint.
Ale v bodech t1 = £57 je 2+ = £1. Pro tyto hodnoty = je g(x+) = 0. Proto mohou témito body
prochdzet jesté konstantn{ fesenf z(f) =1 prot > 37 a a(t) = —1 pro t < —1 a FeSen{ z(t) = sint lze
pomoci téchto Feseni prodlouzit. Tim dostaneme maximéln{ Feseni Cauchyovy tlohy (8)

dr, tj. arcsinx=t.

-1 pro t< -1,
x(t) =< sint pro —-1<t<1,
1 pro t>1.

Priklad 1.7.r. Najdéte vSechna maximalni feSeni Cauchyovy tdlohy

o' =323, z(0)=0. (9)

RESEN{: Jednd se o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, kde f(t) = 1 a g(z) = 322/3.
Tyto funkce jsou spojité na celém R a z rovnice g(x) = 0 plyne = 0. Jedno Feseni dané rovnice tedy je
z(t) =0, t € R, a protoZe toto Feseni vyhovuje po¢atecni podmince, je feseni Cauchyovy tlohy (9).

Ale protoze funkce ¢’(x) = 2x~/3 nenf omezena v okoli bodu x = 0, mize existovat v okoli bodu (0,0)
vic feSeni. Ta dostaneme standardnim zpusobem:

c(lTatc =3 — %/x_2/3dx: / dt4+¢c = 2'/3=t+¢c = = (t+c)?,

kde ¢ je libovolnd konstanta. Z pocateéni podminky plyne ¢ = 0, a tedy v okoli bodu (0,0) je Feseni také
funkce z(t) = t3, t € R.

Situace ale neni tak jednoduchd. Jestlize uvazujeme feseni x(t) = 0 pro t € (t_,t;), kde t_ < 0 < tg,
dostaneme se do bodu (t—,0) a (t4,0). Jestlize chceme tato feseni prodlouzit musime napifklad v okolf
bodu (t,0) fesit Cauchyovu tlohu

' =323 a(ty)=0.

Stejné jako difve dostaneme dvé feseni z(t) = 0 pro t > t, a xz(t) = (t — t,)3. Proto je pro kazdé t, >0
fesenfm také funkce z(t) =0 prot € (t_,t,) az(t) = (t—t;)3 pro t > t,. Podobné muizeme prodluzovat
nulové feseni pro t < tg < 0. Kdyz tyto tvahy shrneme, zjistime, ze vechna maximélni feseni Cauchyovy
ulohy (9) jsou

(t—t_)®> pro t<t_ <0,

T (t) = 0 pro t_ <t<t,,
(t—ty)®  pro t>t. >0.



2. Linearni diferencialni rovnice prvniho radu
Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu je diferencialni rovnice
o'+ ft)z=g(t), (10)
kde f(t) a g(t) jsou dané spojité funkce na intervalu Z = (a, b).

HOMOGENNI A NEHOMOGENNI ROVNICE

Diferencidlni rovnice (10) se nazyva linedrni, protoze zobrazeni L(z) = z’ + f(t)x, kde x(t) je
funkce, kterd ma na intervalu derivaci je linearni zobrazeni v tom smyslu, ze pro kazdé diferen-
covatelné funkce z1(t) a x2(t) a konstanty ¢; a co plati

L(cizy + cowe) = c1L(x1) + coL(x2) .
Obecné feseni z(t) diferencidlni rovnice (10) lze zapsat ve tvaru
z(t) =zu(t) +zn(t),
kde x(t) je obecné feseni homogenni rovnice
¥+ f(t)r=0 (11)
a xn(t) je jedno feseni nehomogenni rovnice (10).

RESENT HOMOGENN{I ROVNICE

Mnozina vSech feseni homogenni rovnice (11) tvoii vektorovy prostor Vp, ktery mé dimenzi
jedna. Proto stac¢i najit jedno nenulové feseni homogenni rovnice z(t) a jeji obecné feseni pak
je

zh(t) = cx1(t), (12)

kde c je libovolné realné cislo.
Homogenni diferencidlni rovnice (11) je diferenciélni rovnice se separovanymi proménnymi. Proto
1ze jeji fesSeni najit obvykym postupem:

¥+ fHr=0 = % =—f()r = % = —/f(t)dt = Inz = —/f(t)dt,
a v (12) staci polozit
z1(t) = PO kde F(t) = / f(t)dt. (13)

RESENf NEHOMOGENN{ ROVNICE

Jestlize je x1(t) nenulové feseni homogenni rovnice (11), hleddme Feseni nehomogenni rovnice
(10) ve tvaru

z(t) = C(t)x1(1), (14)

kde C(t) je nezndmé funkce proménné t. Protoze #’ = C'x1 + Cz} dostaneme po dosazeni do
(10)
C'e1 4+ Ca + fCxy =g, tj. Coy+C(2)+ fo1)=g.

A protoze je xq feSeni homogenn{ rovnice, tj. 2} + fx1 = 0, spliuje funkce C(t) rovnice

C’J;l —g, nebOli Cl(t) — jf(tt)) , nebOli C(t) - / :L"gl((tt)) dt

6



Jedno feseni nehomogenni rovnice zy(t) dostaneme tak, ze tuto funkci C(t) dosadime do (14).
Uvedend metoda feSeni nehomogenni rovnice se nazyva metoda variace konstanty.

PRINCIP SUPERPOZICE

Jestlize jsou x1(t), resp. xa(t), FeSeni diferencidlnich rovnic

i+ f(t)z1 = gi(t), resp. b+ f(t)xa = ga(t),

a c1, co redlnd ¢isla, je x(t) = c121(t) + coxa(t) Feseni diferencidlni rovnice

2+ f(t)x = c101(t) + c292(t) .

Priklad 2.1.r. Najdéte obecné teseni diferencidlni rovnice

2x
T = R (15)

a pomoci néj vyteste Cauchyovy ilohy pro tuto rovnici pro: a. :L‘( )=1; b.z(2)=3.

RESEN{: Abycom nasli obecné fesen{ drencidlni rovnici (15), staci najit jeji jedno nenulové
feSeni. Protoze se jedna rovnici se separovanymi proménnymi, dostaneme

dz 2x dz 2dt dz 2dt 1 1

& P-1 &P / /t2—1 (-9
1 |x|:ln‘t_1’ == T :E

! 11 T iR

Obecné teseni diferencidlni rovnice (15) tedy je

o) =t (16)

kde c je libovolna konstanta.

Poznamka. Vsimnéte si toho, ze definiéni obor obecného fesen{ je R\ {—1} a ze platl' z(1) = 0. Tyto

v jistém smyslu zvl&stni body, jsou body nespojitosti funkce f(t) = R &j51

vyloug¢it a uvazovat obecné feseni diferencidlni rovnice na jednom z intervala Z_ = (—oo, —1), Zy = (—1,1)
nebo Z, = (1, 400).

Abychom nasli feseni Cauchyovy tlohy, musime jesté urcit hodnotu konstanty c.

Protoze v pripadé a. lezi bod ty, = % v intervalu Zy = (—1,1) budeme hledat teseni na
tomto intervalu. Po dosazen{ ¢ = § a z = 1 do obecného FeSent (16) dostaneme 1 = ¢-(—3),

3
tj. ¢ = —3. Tedy teseni Cauchyovy tlohy je

3(1—1)
TV e (-1,1).
1+1¢ ( )
V pifpadé b. je tg = 2 € 7, = (1, 400). Po dosazeni dostaneme 3 = £ ¢, tj. ¢ = 9, a FeSen{
dané Cauchyovy tlohy je
9t —1)

=~ 7/ t 1 .
x T € (1,4+00)



Piiklad 2.2.r. Najdéte obecné feseni diferencidlni rovnice x’ + 2tz = t3.

RESENI{: Jednd se o nehomogennf linedrni diferencialni rovnici prvniho édu. Protoze jsou
funkce f(t) = 2t a g(t) = 3 spojité v celém R, bude obecné feseni x(t) této rovnice také
definovano v R.

Protoze se jedna o linedrni rovnici, budeme jeji feseni hledat ve tvaru z(t) = zy(t)+xn (1),
kde (1) je obecné reseni homogenni rovnice a zx(t) je jedno feseni nehomogenni rovnice.
Abychom nasli obecné feseni prislusné homogenni rovnice ' + 2tx = 0, staci najit jeji
jedno nenulové teseni. Standardnim postupem dostaneme

d d )
x’:—zta::>d—f:—zt:p:/—x:—/ztdt:xl(t):e—t.
T

Tedy obecné feseni homogenni rovnice je
—¢2

rg(t) =ce™"

kde ¢ je libovolna konstanta.
Reseni nehomogenni diferencialni rovnice budeme hledat metodou variace konstant, tj.
polozime zy(t) = C(t) e, kde C(t) je neznamé funkce. Protoze

2y =Cle™ —2tCe™

dostaneme po dosazeni do puvodni rovnice pro funkci C(t) vztah
Cle? = — ' =3 — C = /t3et2 dt =1 (2 —1)e”,

kde jsme integral nasli substituci t?> = y a pak integraci per partes. Jedno feseni nehomo-

genni rovnice tedy je
2
oy =Ct)e™" =3 —1).

Obecné teseni dané diferencialni rovnice proto je
2(t) = zp(t) +on(t) = ce ™ + 1 (12— 1),
kde ¢ je libovolna konstanta.

Priklad 2.3.r. Naleznéte feSeni diferencidlni rovnice

, X 1
r+4+ - =

17
T E T (17)

které splituje pocdtecni podminku: a. z(1) =1; b. z(2) = 4.

RESENI: Nejprve nalezneme obecné feseni diferencidlni rovnice (17). To se sklddé z obec-
ného teseni prislusné homogenni rovnice a partikularniho feseni nehomogenni rovnice.
Ptislusna homogenni rovnice je

x
¥ +==0.
t
Abychom nasli jeji obecné feseni staci najit jeji jedno nenulové feseni. Pro to dostaneme
dx x dx dt dx dt
—=—— = —=—— = —=— | — = Injz|=—In|Y.
dt t x t x t



1
Proto lze zvolit jedno nenulové feseni homogenni rovnice x; = n Obecné feseni homogenni
rovnice pak je
ru(t) =<, (18)

kde ¢ je libovolna konstanta.
Reseni nehomogenni rovnice budeme hledat variaci konstanty, tj. ve tvaru

C(t
ot = 0 (19)
kde C(t) je, na rozdil od (18), neznamé funkce.
Po dosazeni do (17) dostaneme pro funkeci C(¢) rovnici
C’ 1 t tdt
t t2-1 2 -1 ®) /t2—1 ®) 2“’ ’
kde jsme pouzili substiruci y = t* — 1.
Tedy partikuldrni feseni nehomogenni rovnice je podle (19)
1n|t2 — 1‘
f)=—1 "1
zx(0) 21
a pro obecné feSeni nehomogenni rovnice dostaneme
¢ Inlt?—1

kde c je libovolna konstanta.
Toto teseni je definovéno na jednom z intervalu Z; = (—oo, —1), Zo = (—1,0), Z3 = (0, 1)
1

nebo 7, = (1,400), ve kterych jsou spojité funkce f(t) = —7a g(t) = 21

Abychom vyftesili Cauchyovu tlohu, musime jesté najit hodnotu konstanty c.

V piipadé a. je poc¢ateéni podminka zadana v bodé ty = % € (0,1). Proto budeme hledat
feSeni na tomto intervalu. Tam je |t2 — 1} = 1 — 2. Po dosazeni po¢ateéni podminky do
(20) dostaneme pro ¢ rovnici

3 1—1n%
1:2c+1n;1:>c: 5

Tedy teseni Cauchyovy ilohy je v prvnim piipadé

_1-In} +1n(1—t2)
2t 2t

x(t) te(0,1).

V piipadé b. je pociteéni podminka zaddna v bodé ty = 2 € (1,+00). Proto budeme
hledat feseni na tomto intervalu, kde ‘tz — 1‘ = t2 — 1. Po dosazeni poéatecnich podminky
do obecného feseni (20) dostaneme

4:%c+iln3 — c=8—-InV3.



Tedy teseni nasi Cauchyovy tlohy je

8—Inv3 In(t?—1
(t) = t“f+“<2t ) e 1o0).

Priklad 2.4.r. Najdéte feseni diferencialni rovnice x’ = z tgt+t, které splnuje podminku
z(37) =1

RESENT: Jednd se o nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici prvnfho fddu. Protoze je
funkce f(t) = tgt definovand a spojita na intervalech 7, = (—% T+ km, %71’ + kﬂ'), kde
k € Z, a funkce g(t) = t spojité v celém R, bude obecné feseni x(t) této rovnice definovano
v jednom z intervalu Z,. Protoze poc¢atecni podminka je dana v bodé t, = %W el =
(% , % 7r), bude maximalni feseni z(t) dané lohy definovano v intervalu Z;.

Nejprve nalezneme obecné teSeni dané diferencialni rovnice. Protoze se jedna o linedrni
rovnici, budeme jeji feseni hledat ve tvaru z(t) = xg(t) + xn(t), kde zy(t) je obecné
feseni homogenni rovnice a zx(t) je jedno feseni nehomogenni rovnice.

Abychom nasli obecné feseni piislusné homogenni rovnice ' = x tgt, staci najit jeji jedno
nenulové Teseni. Standardnim postupem dostaneme

dz

dt

d int
=ztgt = /_:v:/sm dt = In|z| = —In|cost| = z,(t) =
T

cost cost

Tedy obecné teseni prislusné homogenni rovnice je

C
wult) = e (t) = ——.

kde ¢ je libovolna konstanta.

Reseni nehomogenni diferencidlni rovnice budeme hledat metodou variace konstanty, tj.

Cl(t
ve tvaru zy(t) = C(t)z(t) = Li, kde C(t) je neznama funkce. Po dosazeni do ptuvodni
cos

diferenciélni rovnice dostaneme pro funkci C(t) vztah

C/
cost

=t = (" =tcost = C(t) :/tcostdt:tsint+cost,

kde jsme integral nasli integraci per partes. Takto jsme nasli jedno feSeni nehomogenni
rovnice ol
N(t) = S0) —ttgt+1.
cost

Obecné teseni dané diferencidlni rovnice tedy je
c
t) = t) + )= —— +ttgt+1,
() =an(t) +an(t) = — +ttg

kde ¢ je libovolna konstanta.
Abychom nasli feSeni dané Cauchyovy tlohy musime jesté najit konstantu c tak, aby
platilo x(% 7r) = 1. Po dosazeni do obecného tesené dostaneme

32
— .

1=—cx/§—%7r+1, tj. c= 3
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Resen{ dané tlohy tedy je funkce

3\/§7r
8cost’

z(t) =1+ ttgt — kde te (3m3n).

Piiklad 2.5.r. Najdéte reseni Cauchyovy tlohy

t
T = v f Tt arcsint , z(0) =0. (21)

< o ) t L
RESENI. Protoze spoleény definiéni obof funkei f(t) = = @ g(t) = arcsint je interval
T = (—1,1), bude defini¢ni obor Feseni x(t) také interval Z.

Nejprve najdeme obecné feseni homogenni rovnice, tj. diferencialni rovnice
, tx dx tx

l':ﬁ, neboli E:t2—1

K tomu staci najit jeji jedno nenulové feseni. Standardnim postupem dostaneme

dz tw dz tdt 1 9
G = [T aog = e =m0 = VTR

protoze —1 <t < 1. Z toho plyne, ze obecné feSeni homogenni rovnice je
xg(t) =cvV1—1t2,

kde ¢ je libovolné realné cislo.
ResSeni nehomogenni rovnice budeme hledat metodou variace konstanty. Polozime

z(t) = C(t)z1(t) = C(t)V1 —t2,
kde C(t) je nezndmd funkce, Po dosazeni do diferencialni rovnice (21) dostaneme

Ct  Cty1—12
Vi o t2-1

arcsint 9
- C(t) = ﬁ = 5 arcsim t,
kde jsme pii vypoctu posledniho integralu pouzili substituci y = arcsint. Tedy jedno
feseni nehomogenni rovnice (21) je

CVI—E -

4 arcsint = C’'v/1 —t? = arcsint =

1
rn(t) = 5 V1 —t2 arcsin®t .

Proto je jeji obecné feseni

z(t) = zp(t) + zn(t) = cV1— 2+ $ V1 — ¢ arcsin®t
kde ¢ je libovolné realné ¢islo. Z pocitecni podminky plyne, ze ¢ = 0, a tedy feSeni

Cauchyovy ulohy (21) je
x(t) = 3 V1 —t* arcsin’ ¢ .

11



3. Linearni diferencialni rovnice prvniho fadu s konstentnimi koeficienty

V této casti se budeme zabyvat diferencidlnimi rovnicemi prvniho fadu tvaru
¥ +ar = f(t), (22)
kde a je redlné ¢islo a funkce f(t) je linedrni kombinace funkei
fo(t) = e Py (1), fo(t) = e’ (Py, (t) coswt + Py, () sinwt) , (23)

kde 1, p a w jsou redlnd ¢isla a P, (t) je polynom stupné n.

Diferencialni rovnice tohoto typu se nazyvaji diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty a
specidlni pravou stranou a jejich feSeni lze najit bez pouziti integrace. Stejnd metoda se pak
pouziva i pro podobné diferencidlni rovnice vyssiho radu.

Pro takové rovnice lze najit jedno nenulové feseni homogenn{ rovnice ' + ax = 0 ve tvaru
z(t) = eM, kde A je ¢islo. Po dosazeni do homogenni rovnice dostaneme pro A vztah

PA)=X+a=0, tj. A\=—a.

Polynom P(\) se nazyvé charakteristicky polynom a rovnice P()\) = 0 charakteristicka rovnice.
Je ziejmé, Ze jedno nenulové feseni homogenni diferencidlni rovnice je z1(t) = e*, kde \ je feseni
charakteristické rovnice.

ODHAD RESEN{ NEHOMOGENN{ ROVNICE

Z principu superpozice plyne, ze feSeni nehomogenni rovnice staci najit pro funkce f;(¢) a f.(t)
tvaru (23).

Diferencidlni rovnice
x4 ax = e P, (t)

kde a je redlné ¢islo a P,(t) je polynom stupné n méa jedno feseni tvaru
- {20 vt
ehQu(t)-t pro pu=-—a,
kde @, (t) je obecny polynom stupné n. Toto Feseni lze souhrnné zapsat ve tvaru
w(t) = HQu(t) 1"

kde r je nasobnost kotene p v charakteristickém polynomu P(\) = XA + a, tj. = 0 pro P(u) =
u+a#0ar=1pro P(lu) =p+a=0.

Diferencialni rovnice
2+ ax = e’ (P, (t) coswt + Py, (t) sinwt) ,

kde a je redlné ¢islo a P, (t), resp. Pp,(t), jsou polynomy stupné n; a nz ma jedno feseni tvaru
z(t) = e’ (Ry coswt + Sy (t) sinwt)

kde R, (t) a S,(t) jsou obecné polynomy stupné n = max(ny, ng).

Piiklad 3.1.r. Najdéte jedno feSeni diferencialni rovnice

4e~2

1 2 :3t 2% — 1 2t -2t =
x4 2x =3e" + ( Je —e + 1o

12



RESEN{: Jestlize napiseme rovnici (24) ve tvaru

o'+ 22 = fi(t) + fo(t) + f3(8) + fa(t),
kde
42
filt) =3e",  fot) = (2t = 1)e*, fi(t)=—e* a filt) = TE
plyne z principu superpozice, ze feseni diferencidlni rovnice (24) lze zapsat ve tvaru x(t) =
x1(t) + x2(t) + x3(t) + 24(t), kde zx(t) jsou FeSenim rovnic x}, + 2z = fi(t).
Piislusnd homogenni rovnice ' + 2x = 0 mé konstantni koeficient. Proto lze jeji feseni
najit ve tvaru zy(t) = e, kde A je konstanta. Pod dosazen{ dostaneme vztah \ + 2 = 0,
tj. A = —2. Tedy obecné feseni homogenni rovnice je zg(t) = ce ', kde ¢ je libovolnd
konstanta.
Reseni nehomogennich rovnic x(t) 1ze najit jako vzdy metodou variace konstanty. Ale
protoze ma homogenni rovnice konstantni koeficient a pro k = 1, 2 a 3 maji pravé strany
rovnice z) + 2z, = f; specidlni tvar, lze tato feseni najit odhadem.

Pravé strana rovnice fi(t) je soucin exponencidly e’ a konstanty, tj. polynomu stupné
nula. ProtoZe exponencidla e’ neni feseni homogenni rovnice, budeme hledat feSeni pii-
slusné nehomogennf rovnice x} + 2x; = 3e' ve tvaru x1(t) = ae’, kde a je zatim nezndma
konstanta. Po dosazen{ do diferencidlni rovnice dostaneme 3ae’ = 3e?, a tedy a = 1. Tedy
feSen{ diferencidlni rovnice pro pravou stranu fi(t) = 3e’ je 1 (t) = €'

Pravd strana rovnice f,(t) je soucin exponencidly e? a polynomu stupné jedna. Protoze
exponencidla e? nenf feseni homogenni rovnice, budeme hledat feseni pifslusné nehomo-
genni rovnice oy + 215 = (2t — 1)e* ve tvaru zy(t) = (at + b)e*, kde a a b jsou zatim
neznamé konstanty. Po dosazeni do diferencidlni rovnice dostaneme

(4at + a + 4b)e*" = (2t — 1)e* .
Aby tento vztah platil pro kazdé t € R, musi byt
da=2, a+4b=-1, Htj. a:%, b:—%.

Regen{ diferencidlni rovnice pro pravou stranu fy(t) tedy je x5(t) = £ (4t — 3)e?.

Pravd strana rovnice f3(t) je sou¢in exponencidly e ' a konstanty, tj. polynomu stupné

nula. Protoze exponencidla e~ je feseni homogenni rovnice, budeme hledat feseni piislus-

né nehomogenni rovnice 75 +2x3 = —e ™2 ve tvaru x3(t) = a e~ ¢, kde a je zatim neznam4
konstanta. Po dosazeni do diferencidlni rovnice dostaneme ae™? = —e%, a tedy a = —1.
Tedy feseni diferencidlni rovnice pro pravou stranu f3(t) = —e % je x3(t) = —te 2.

—2t
1—2¢
soucin exponencialni funkce a polynomu, neumime feseni odhadnout. Proto k feseni neho-
mogenni rovnice pouzijeme metodu variace konstanty. Protoze obecné feseni homogenni
rovnice je xy = ce~ 2!, kde ¢ je konstanta, budeme hledat feSeni nehomogenni rovnice ve
tvaru x4 = C(t)e 2!, kde C(t) je neznam4 funkce. Po dosazeni do rovnice, dostaneme pro

funkei C(t) rovnici
4 4dt
/! __ — — —
C =179 = C_/1—2t_ 2In |1 —2t|.

Protoze pro funkei fy(t) = neni prava strana diferencialni rovnice zy + 2x4 = f4(t)
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Tedy jedno fesen{ diferencidlni rovnice ) + 2x4 = f4(t) je x4 = —2e ' In |1 — 2¢|.
Takto jsme dostali jedno Feeni diferencidlni rovnice (24)
z(t) = + & (4t — 3)e* —te " — 2 *In |1 — 2¢| .
Piiklad 3.2.r. Najdéte reseni Cauchyovy tlohy
' —2r = (t+1)e " +e*, z(0) =3. (25)

RESENI. Jednd se o linedrni nehomogenni diferencidlni rovnic prvniho iadu se specidlni
pravou stranou.

Jedno fegeni homogenn{ rovnice 2/ — 22 = 0 Ize najit ve tvaru z(t) = e, kde \ je redlné
¢islo, pro které plati P(A\) = A —2 =0, tj. A = 2. Tedy obecné feseni homogenni rovnice

e

ZEH(t) - Cezt )

kde ¢ je libovolné realné cislo.
Pravd strana diferencidlni rovnice (24) je soucet dvou funkei, fi(t) = (t + 1)e™! a fo(t) =
e?® a proto lze najit feSeni nehomogenni rovnice odhadem.

Protoze funkce fi(t) je soucin exponencidlni funkce e~ a polynomu stupné jedna a

P(—1) # 0, budeme hledat fesen{ piislusné nehomogenni rovnice ve tvaru
2(t) = e Qy(t) = o (at + 1),
kde a a b jsou redlnd ¢isla. Protoze o (t) = e7*(—at — b+ a) dostaneme po dosazen{ vztah
e '(—at—b+a)—2e"(at +b)=e"(t+1), neboli —3at+ (a—3b)=t+1.
Tedy musi byt —3a=1aa—3b=1,1tj.a= —%, b= —%. Takto jsme dostali
z1(t) =—ge '3t +4).

Protoze funkce f5(t) je soucin exponencidlni funkce e a polynomu stupné nula a P(2) = 0,
budeme hledat feseni piislusné nehomogenni rovnice ve tvaru

Jig(t) = e2tQ0(t) = atezt .
Protoze z4(t) = ae* (2t 4+ 1), dostaneme po dosazen{
ae® (2t + 1) — 2ate® = e* | neboli a=1.

Takto jsme zjistili feseni druhé ¢dsti nehomogenni rovnice x4 (t) = te.
Jedno teseni celé nehomogenni rovnice tedy je

an(t) =z (t) + 22(t) = —§ (3t + 4) + te™,
a pro obecné feseni diferencidlni rovnice (25) dostaneme
o(t) = zp(t) + an(t) = ce® — e (3t + 4) + te™,
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kde ¢ je libovolné realné cislo.
Pocatecni podminka vede ke vztahu

w

= C —

Ol

, bl =%
Tedy teseni Cauchyovy tlohy (25 je

o(t) =3 e’ — LeT'(3t +4) + te*.

Priklad 3.3.r. Najdéte feseni diferencidlni rovnice
r' + 3z =e ' cos2t, (26)

které spliiuje podminku z(0) = 1.

RESENI. Diferencidlni rovnice (26) je linedrni nehomogenni diferencidln{ rovnice prvniho
fadu s konstantnim koeficientem a speialni pravou stranou.

Jedno fesen{ homogenn{ diferencidlni rovnice 2’43z = 0 Ize hledat ve tvaru x(t) = e, kde
A je redlné ¢islo, pro které plati P(A) = A+ 3 =0, tj. A = —3. Obecné teseni homogenni

rovnice proto je

xH(t) = Ce_gtv

kde ¢ je libovolné realné cislo.
Protoze prava strana diferencidlni rovnice (26) ma specidlni tvar, muzeme najit jedno jeji
feSeni odhadem. Protoze f(t) = e*cos2t, ma odhad feseni nehomogenni rovnice tvar

z(t) = e "(acos 2t + bsin 2t) ,
kde a a b jsou radlnd ¢isla. Po dosazeni do rovnice (26) a vykraceni e™* dostaneme rovnost

—a cos 2t — bsin 2t — 2a sin 2t + 2bcos 2t + 3a cos 2t + 3bsin 2t =
= (2a + 2b) cos 2t + (—2a + 2b) sin 2t = cos 2t .
Tedy musi platit
20 +2b=1, —2a+20=0, tj. a:b:%l.
Takto jsme dostali jedno feSeni nehomogenni rovnice

zn(t) = 5 e (cos2t + sin 2¢) .

Pomoci feseni homogenni a nehomogenni rovnice najdeme obecné feseni diferencialni
rovnice (26)
2(t) = zp(t) + on(t) = ce™ + Le ™ (cos 2t +sin2t),

kde ¢ je libovolné realné cislo.
7 pocéateéni podminky plyne 1 = ¢ + i, neboli ¢ = %. Hledané teseni tedy je

z(t) =3e™" + e "(cos 2t +sin2t) .
Priklad 3.4.r. Najdéte jedno feseni diferencialni rovnice

7 —x = (3t —2)e "cos3t + 4e " sin3t. (27)
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RESENI: Obecné fesenf homogenn{ rovnice je zy = ce!, kde ¢ je konstanta.
Pokud budeme hledat feseni nehomogenni rovnice metodou variace konstanty, tj. ve tvaru
x = C(t)e!, kde C(t) je nezndm4 funkce, dostaneme pro ni rovnici

C' = (3t —2)e > cos 3t + 4e ' sin3t = C(t) = /((St —2)e * cos 3t + de”* sin 3t) dt.

Posledni integral se piimo poc¢ita pomérné slozité. Proto je jednodussi pokusit se najit
jedno Feseni nehomogenni rovnice (27) odhadem.
V nasem piipadé ma odhad feseni nehomogenni rovnice tvar

z(t) = e *((at + b) cos 3t + (ct + d) sin 3t)

kde a, b, ¢ a d jsou zatim neznamé konstanty.
Pro derivaci funkce z(t) dostaneme’

2’ = —e "((at + b) cos 3t + (ct + d)sin3t) + e *(acos 3t + csin 3t) +
+e " (=3(at + b) sin 3t + 3(ct + d) cos 3t)

a tedy
¥ —x= e’t<((—2a +3c)t + a— 2b+ 3d) cos 3t + (—(3a + 2¢)t — 3b+ ¢ — 2d) sin 3t> :

Aby byla funkce z(t) fesenim diferencialni rovnice (27), musime zvolit konstanty a, b, ¢ a
d tak, aby platilo

e*t<((—2a +3c)t + a — 2b+ 3d) cos 3t + (—(3a + 2¢)t — 3b+ ¢ — 2d) sin 3t> =
= (3t — 2)e " cos 3t + 4e'sin 3t ,
neboli
—2a+3c=3, —-3a—2c=0, a—2b+3d=-2, —-3b+c—2d=4.

Tato soustava ma reSeni

6 9 p_ _89 d— 146

T 169 169

a tedy jedno feseni diferenci8In9 rovnice (27) je

z(t) = e—t<—(1—63t+ 29 ) cos3t + (5t — 132) sin3t).

Piiklad 3.5.r. Najdéte feseni Cauchyovy tulohy

, sint, te€{m2m),
'+ 2z = z(0)=0. (28)
0, t ¢ (m 2m),
RESEN{: Vztah (28) znamend, Ze na intervalech Z; = (—oo,7) a I3 = (27, +00) mame najit Feseni

diferencidlni rovnice ' 4+ 2z = 0 a na intervalu Zp = (7, 27) mame Fesit rovnici =’ + 2z = sint.

'Pii derivovani je vyhodné pouzit vztah (f1fafs) = fifafs + fifsfs + fifafs-
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Na intervalech Z; a Z3 se jedna o homogenni rovnici, jejich obecnd feseni jsou
ri(t) =cre”®, tel, x3(t) =cse™, tels,

kde c; a c3 jsou libovolné konstanty.
Na intervalu Z5 se jednd o nehomogenni rovnici ' + 2x = sint, kterd mé obecné fesen{

xo(t) = coe2 4 % (QSint — cost) , t€ly,

kde ¢y je také libovolnd konstanta.

Abychom nasli feseni dané Cauchyovy iilohy, musime jesté najit hodnotu konstant ¢y, co a cs. Protoze
je pocatetni podminka zaddna v bodé tg = 0 € Z;, musi byt konstanta ¢; = 0. Tedy na intervalu
T, = (—oo,7) je feSeni Cauchyovy tlohy z(t) = 0.
V bodé t; = 7 je z(m) = 0. To je pocéteéni podminka pro feSenf na intervalu Zo = (m, 27). Pak ale mus{
byt

coe” 2 4 t=0= = —%62”

a teSeni z(t) dané Cauchyovy ulohy na intervalu Zo = (7, 27) je

x(t) = —%e%_% + % (ZSint —cost) , tel,.

Z toho ale plyne, ze z(2r) = —%e ™ — 1. Proto dostaneme na intervalu Zs = (27, +00) pocdtecni
podminku z5(2m) = —1 e — 1 ze které plyne
cze 4 = —% (6_2” + 1) , tj. c3= —% 62”(1 + 62”)

Proto je na intervalu Z3 feSeni dané Cauchyovy tlohy
a(t) = -1 (1+e*), tels.

Celkove 1ze feseni x(t) Cauchyovy ulohy (28) zapsat jako

0 pro t& (—oo,m),
x(t) = Le?m=20 4 1 (2sint —cost) pro te€ (m2m),
— 22 (1 + %) pro te€ (2w, +0).
. e oo , , 2tx?
Priklad 1. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy 2/ = —E 1 z(0) =1
t) = ———— —-1<t<1
{x() 1+ n(l— )’
2+ 1
Priklad 2. Najdéte feSeni diferencidlni rovnice z/ = — o které splnuje pocatecni
x
Vh—1t? |
podminku z(—1) = —2. [x(t) =— V5 <t<0.

Priklad 3. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy 2/ — 2> =1, z(37) =

[a;(t) —VI+3c %, teR.

Piiklad 5. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy tz' —tgx =0, z(1) = <.

D=
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[w(t) =arcsin, 0<t<2 }
2
Priklad 6. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy z’' + Tx =3Int, z(1)=0.
32

[x(t)zL—§t+tlnt, t>0.:

Ptiklad 7. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy ' — z cotgt = 2t sint, m(—% 7T> = 2.

[I(t): (t* —2—1a?)sint, r<t<0.]

Priklad 8. Najdéte feseni diferencidlni rovnice 2’ = x sint+4-sin 2¢, které spliiuje pocatecni

podminku z(0) = 4. [m(t) =4e 5t 4+ 2(1 —cost), teR.
Piiklad 9. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy 2’ + wtgt = (t — 1)e *cost, z(0)=1.
[x(t) = (4—te)cost, —im<t<inm.
-y ke , 2z 1
Ptriklad 10. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy x' + ~ i3 z(1) = 3.

[m(t)z#—i—%—i—%%—;%ln@—t), 0<t<2)|
Priklad 11. Najdéte feseni Cauchyovy tdlohy /' + 2tz =t + 3, x(0) = 4. )
[x(t) =4e " + 12, teR.

2
Priklad 12. Najdéte feseni diferencidlni rovnice 2’ + x = m, které splniuje poca-
e JR—
1

—1
tecni podminku z(0) = 0. [l’(t) =e'ln

1+¢

, —l<t<l1.

2¢  4Int
Priklad 13. Najdéte teSeni diferencidlni rovnice =’ + FERE které spliuje pocatecni

podminku z(1) = 2. [w(t) =3 —1+2Int, t>0 |

Piiklad 14. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy x’ + % =sint, z(m)=0.
. t _ T
[m(t)zsm%—cost, t>0

Priklad 15. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy 2’ + z = 2%, z(0) = 2.

2
[x(t) -2 iemr
)

I
b

Piiklad 16. Najdéte feseni Cauchyovy tdlohy 2/ +x =2,  z(0 )
[:c(t) —2-2+2, teR

Piiklad 17. Najdéte feseni diferencidlni rovnice 2’ + 22 = 2z, které spliiuje pocatecni

2et
odmink 1) =2. t)=——, teR.
podminku (1) ()= o |
Piiklad 18. Najdéte feseni diferencidlni rovnice 2’ + t? = 2z, které splituje pocatecni
podminku z(1) = 2. a(t) =324 22 +1t+ 1, teR.
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Ptiklad 19. Najdéte feseni diferencidlni rovnice 2’ + 3z = (6t +1)e* —e™, které spliuje
poc¢atecni podminku z(0) = 2. [x(t) =te¥+(2—t)e ¥, teR.

Priklad 20. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy 2’ — 2z = e’ (1+¢'), z(0) = 0.
[a;(t) —(1+t)e* ¢, teR.

Priklad 21. Najdéte feSeni Cauchyovy ulohy 2’ —z = et +cost, z(0)=0.

[x(t):et—%e_t—%cost—l—% sint, tE]R._

Piiklad 22. Najdéte feseni diferencidln{ rovnice 2’ —3x = e* cost, které spliuje pocétecni
podminku z(0) = 1. [.r(t) =3e% + Le¥(sint —cost), te€R.

Priklad 23. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy x’' + 3z = e*t(2 sint — cos t) , z(0)=1.

[m(t) =2e "+ 1le!(3sint —4cost), teR.
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