
Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Diferenciálńı rovnice prvńıho řádu je rovnice

x′ = f(t, x) , kde Df ⊂ R2 . (1)

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (1) záviśı zpravidla na jedné reálné konstantě c.

Počátečńı podḿınka pro diferenciálńı rovnice prvńıho řádu (1) je podmı́nka x(t0) = x0, kde
[t0, x0] ∈ Df . Počátečńı podmı́nka pravidla určuje hodnotu konstanty c.

Cauchyova úloha je úloha naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice (1), které splňuje danou počátečńı
podmı́nku x(t0) = x0.

Prodloužeńı řešeńı a maximálńı řešeńı. Necht’ je x1(t) řešeńı diferenciálńı rovnice (1) definované
na intervalu I1 a x2(t) jej́ı řešeńı na intervalu I2 ⊃ I1 takové, že pro každé t ∈ I1 plat́ı x2(t) = x1(t).
Pak se řešeńı x2(t) nazývá prodloužeńı řešeńı x1(t).
Řešeńı x(t) diferenciáńı rovnice (1), které nelze prodloužit, se nazývá maximálńı řešeńı.

1. Diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými

Diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými je diferenciálńı rovnice tvaru

x′ = f(t) · g(x) , (2)

tj. rovnice, jejichž pravá strana je součin funkce proměnné t a funkce proměnné x.
Budeme předpokládat, že funkce f(t) je spojitá na intervalu I a funkce g(x) je spojitá na
intervalu J . Řešeńı x = x(t) diferenciálńı rovnice (2) s počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0 budeme
pak hledat na intervalu I, který obsahuje bod t0 a hodnoty funkce x(t) budou z intervalu J
takovém, že x0 ∈ J .

Implicitńı tvar obecného řešeńı diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými (2) lze větši-
nou naj́ıt následuj́ıćım postupem:

x′ = f(t) g(x) =⇒ dx

dt
= f(t) g(x) =⇒ dx

g(x)
= f(t) dt =⇒

∫
dx

g(x)
=

∫
f(t) dt + c ,

kde c je reálná konstanta, která je určena počátečńı podmı́nkou x(t0) = x0.

Jestliže je zadána počátečńı podmı́nka x(t0) = x0, kde g(x0) 6= 0, lze implicitńı tvar řešeńı
Cauchyovy úlohy zapsat pomoćı určitých jako∫ x

x0

dξ

g(ξ)
=

∫ t

t0

f(τ) dτ .

Poznámka. Problém může nastat v bodech a, kde je g(a) = 0, protože vlastně děĺıme nulou. V takovém
př́ıpadě má diferenciálńı rovnice (2) konstantńı řešeńı x(t) = a, které bychom výše uvedeným postupem
nemuseli dostat při žádné volbě konstanty c.
Jestliže je derivace g′(x) omezená v okoĺı bodu a, pro který je g(a) = 0, je konstantńı řešeńı x(t) = a

jediné řešeńı, které prot́ıná př́ımku x = a. Ale pokud derivace g′(x) neńı v žádném okoĺı bodě a omezená,
tj. ”g′(a) = ∞”, může být řešeńı, které prot́ınaj́ı př́ımku x = a, v́ıc. Nekonstantńı řešeńı x = x(t) pak
dostaneme výše uvedeným obecným postupem.
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Př́ıklad 1.1.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ =
1− t2

tx
, x(1) = −2 .

Řešeńı: Jedná se o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, kde f(t) =
1− t2

t

a g(x) =
1

x
. Funkce f(t) i g(x) jsou spojité na intervalech (−∞, 0) a (0,∞). Protože

je počátečńı podmı́nka dána v intervalu (0,∞) × (−∞, 0), budeme hledat řešeńı, jehož
definičńı obor je podmnožina intervalu (0,∞), tj. t > 0 a obor hodnot je podmnožina
intervalu (−∞, 0), tj. x(t) < 0. Protože g(x) 6= 0, nemá diferenciálńı rovnice konstantńı
řešeńı.
Standardńım postupem dostaneme

dx

dt
=

1− t2

tx
⇒ x dx =

1− t2

t
dt ⇒

∫
x dx =

∫
1− t2

t
dt + c ⇒ 1

2
x2 = ln t− 1

2
t2 + c ,

kde c je konstanta. Tu urč́ıme z počátečńı podmı́nky x(1) = −2. Po dosazeńı t = 1 a
x = −2 dostaneme

2 = −1
2

+ c , tj. c = 5
2
.

Po dosazeńı do obecného řešeńı dostaneme

x2 = 2 ln t− t2 + 5 . (3)

A protože x(t) < 0, plyne z toho

x = −
√

5 + 2 ln t− t2 .

Definičńı obor tohoto řešeńı je množina t > 0 a 5 + 2 ln t ≥ t2.

Poznámka. Vztah (3) jsme mohli také źıskat př́ımo pomoćı určitých integrál̊u∫ x

−2

ξ dξ =

∫ t

1

1− τ

τ
dτ , tj. 1

2

[
ξ2

]x

−2
=

[
ln τ − 1

2
τ
]t

1
, tj. 1

2

(
x2− 4

)
= ln t− 1

2
t2 + 1

2
.

Př́ıklad 1.2.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

tx′ + x = x ln x , x(1) = 1 . (4)

Řešeńı: Diferenciálné rovnice (4) je nelineárńı. Jestliže pro t 6= 0 zaṕı̌seme tuto dife-
renciálńı rovnici ve tvaru

dx

dt
=

x ln x− x

t
,

vid́ıme, že se jedná o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými.

Protože rovnice g(x) = x lnx− x = 0 má řešeńı x = e, dostaneme konstantńı řešeńı x = e. A protože je
(x lnx− x)′ = ln x a ln e = 1, je konstantńı řešeńı x = e jediné řešeńı, pro které je x(t0) = e. Z počátečńı
podmı́nky x(1) = 1 < e pak plyne, že řešeńı diferenciálńı rovnice (4) lež́ı v intervalu (0, e).
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Při hledáńı řešeńı x(t) rovnice (4) se omeźıme na řešeńı, která jsou definována na jednom
z interval̊u I− = (−∞, 0) nebo I+ = (0, +∞). Protože je počátečńı podmı́nka dána v
bodě t = 1, budeme pracovat na intervalu I+, tj. budeme předpoládat, že t > 0.
Standardńım zp̊usobem pak pro řešeńı x(t) dostaneme rovnici∫

dx

x(ln x− 1)
=

∫
dt

t
+ C =⇒ ln

∣∣ln x− 1
∣∣ = ln |t|+ C ,

(
substituce y = ln x− 1

)
,

kde C je libovolná konstanta. Protože x ∈ (0, e) a t > 0, plyne z tohoto vztahu (c = eC)

1− ln x = ct , tj. x(t) = e1−ct .

Z počátečńı podmı́nky x(1) = 1 plyne z rovnice 1− ln x = ct, že c = 1, a tedy řešeńı dané
Cauchyovy úlohy je

x(t) = e1−t , t > 0 .

Př́ıklad 1.3.r. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ =
2 sin x

t(t− 2)
. (5)

Řešeńı: Jedná se o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, kde f(t) =
2

t(t− 2)
a g(x) = sin x.
Funkce f(t) je spojitá na intervalech I1 = (−∞, 0), I2 = (0, 2) a I3 = (2, +∞). Proto
bude mı́t řešeńı definičńı obor, který je podmnožinou jednoho z těchto interval̊u.

Funkce g(x) = sinx je spojitá v R a je rovna nule v bodech xk = kπ, kde k ∈ Z. Proto má rovnice (5)
konstantńı řešeńı xk(t) = kπ, kde k ∈ Z. Protože derivace g′(x) = cos x je omezená, jsou tato řešeńı
jediná řešeńı, pro která je x(t) = kπ.

Daľśı řešeńı dostaneme standardńım zp̊usobem:

dx

dt
=

2 sin x

t(t− 2)
=⇒

∫
dx

sin x
=

∫
2 dt

t(t− 2)
=

∫ ( 1

t− 2
− 1

t

)
dt = ln

∣∣∣t− 2

t

∣∣∣ + ĉ ,

kde ĉ je libovolná konstanta.
Pro výpočet prvńıho integrálu lze použ́ıt např́ıklad substituci

y = tg
x

2
, dy =

dx

2 cos2 x
2

.

Pak je totiž ∫
dx

sin x
=

∫
dx

2 sin 1
2
x cos 1

2
x

=

∫
cos 1

2
x

sin 1
2
x

dx

2 cos2 1
2
x

=

=

∫
1

tg 1
2
x

dx

2 cos2 1
2
x

=

∫
dy

y
= ln |y| = ln

∣∣∣tg x

2

∣∣∣.
Tedy pro nekonstantńı řešeńı x = x(t) diferenciálńı rovnice (5) plat́ı

ln
∣∣∣tg x

2

∣∣∣ = ln
∣∣∣t− 2

t

∣∣∣ + ĉ , neboli
∣∣∣tg x

2

∣∣∣ = ebc∣∣∣t− 2

t

∣∣∣ .
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Protože x(t) ∈
(
kπ, (k+1)π

)
neměńı funkce tg 1

2
x znaménko a můžeme vynechat absolutńı

hodnotu. Protože je definičńı obor řešeńı podmnožina jednoho z interval̊u I1, I2 nebo I3,

neměńı znaménko ani funkce
t− 2

t
a můžeme absolutńı hodnotu vynechat i na pravé

straně. Jestliže ještě zavedeme konstantu c = ebc, plat́ı pro řešeńı

tg
x

2
= c

t− 2

t
=⇒ 1

2
x = arctg

(
c

t− 2

t

)
+ kπ =⇒ x(t) = 2 arctg

(
c

t− 2

t

)
+ 2kπ ,

kde k ∈ Z a c ∈ R je libovolná konstanta.

Př́ıklad 1.4.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ + tx2 = t , x(0) = 0 . (6)

Řešeńı: Jestliže diferenciálńı rovnice (6) zaṕı̌seme ve tvaru

dx

dt
= t

(
1− x2

)
,

vid́ıme, že se jedná o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, kde f(t) = t a
g(x) = 1− x2.

Protože rovnice g(x) = 1 − x2 = 0 má řešeńı x = ±1, dostaneme dvě konstantńı řešeńı x(t) = ±1. A
protože derivace funkce g(x),

(
1 − x2

)′ = −2x, je v okoĺı těchto bod̊u omezená, jsou konstantńı řešeńı
x = ±1 jediná řešeńı, pro která je x(t0) = ±1. Z počátečńı podmı́nky x(0) = 0 ∈ (−1, 1) pak plyne, že
řešeńı diferenciálńı rovnice (6) lež́ı v intervalu (−1, 1). Na nezávisle proměnnou t neplyne z diferenciálńı
rovnice žádné omezeńı.

Standardńı zp̊usobem dostaneme∫
dx

1− x2
=

∫
t dt + C ,

kde C je libovolná konstanta. Integrál na levé straně najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı
zlomky a dostaneme

1

2
ln

∣∣∣1 + x

1− x

∣∣∣ =
t2

2
+ C .

Protože je x ∈ (−1, 1) plyne z toho

1 + x

1− x
= cet2 , kde c = e2C .

Počátečńı podmı́nka x(0) = 0 dává c = 1, a tedy řešeńı Cauchyovy úlohy (6) je

x(t) =
et2 − 1

et2 + 1
, t ∈ R .

Př́ıklad 1.5.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ + tx2 = t , x(0) = 1 . (7)
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Řešeńı: Jestliže diferenciálńı rovnice (7) zaṕı̌seme ve tvaru

dx

dt
= t

(
1− x2

)
,

vid́ıme, že se jedná o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, kde f(t) = t a
g(x) = 1 − x2. Protože g(x0) = g(1) = 0, má Cauchyova úloha (7) řešeńı x(t) = 1. A
protože je g′(x) = −2x v okoĺı bodu x = 1 omezená, je to jediné řešeńı.

Př́ıklad 1.6.r. Najděte maximálńı řešeńı Chauchyovy úlohy

x′ =
√

1− x2 , x(0) = 0 . (8)

Řešeńı. Protože pro funkci g(x) =
√

1− x2 je g(x0) = g(0) = 1, existuje v okoĺı bodu t = 0 jediné řešeńı
diferenciálńı rovnice (8), pro které je x(0) = 0. Implicitńı tvar rohoto řešeńı lze naj́ıt např́ıklad pomoćı
určitých integrál̊u ∫ x

0

dξ√
1− ξ2

=
∫ t

0

dτ , tj. arcsin x = t .

Z toho plyne, že pro − 1
2 π ≤ t ≤ 1

2 π, má Cauchyova úloha jediné řešeńı x(t) = sin t.
Ale v bodech t± = ± 1

2 π je x± = ±1. Pro tyto hodnoty x je g(x±) = 0. Proto mohou těmito body
procházet ještě konstantńı řešeńı x(t) = 1 pro t ≥ 1

2 π a x(t) = −1 pro t ≤ −1 a řešeńı x(t) = sin t lze
pomoćı těchto řešeńı prodloužit. T́ım dostaneme maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy (8)

x(t) =


−1 pro t ≤ −1 ,

sin t pro −1 ≤ t ≤ 1 ,

1 pro t ≥ 1 .

Př́ıklad 1.7.r. Najděte všechna maximálńı řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ = 3x2/3 , x(0) = 0 . (9)

Řešeńı: Jedná se o diferenciálńı rovnici se separovanými proměnnými, kde f(t) = 1 a g(x) = 3x2/3.
Tyto funkce jsou spojité na celém R a z rovnice g(x) = 0 plyne x = 0. Jedno řešeńı dané rovnice tedy je
x(t) = 0, t ∈ R, a protože toto řešeńı vyhovuje počátečńı podmı́nce, je řešeńı Cauchyovy úlohy (9).
Ale protože funkce g′(x) = 2x−1/3 neńı omezená v okoĺı bodu x = 0, může existovat v okoĺı bodu (0, 0)
v́ıc řešeńı. Ta dostaneme standardńım zp̊usobem:

dx

dt
= 3x2/3 =⇒ 1

3

∫
x−2/3 dx =

∫
dt + c =⇒ x1/3 = t + c =⇒ x = (t + c)3 ,

kde c je libovolná konstanta. Z počátečńı podmı́nky plyne c = 0, a tedy v okoĺı bodu (0, 0) je řešeńı také
funkce x(t) = t3, t ∈ R.
Situace ale neńı tak jednoduchá. Jestliže uvažujeme řešeńı x(t) = 0 pro t ∈ 〈t−, t+〉, kde t− ≤ 0 ≤ t+,
dostaneme se do bod̊u (t−, 0) a (t+, 0). Jestliže chceme tato řešeńı prodloužit muśıme např́ıklad v okoĺı
bodu (t+, 0) řešit Cauchyovu úlohu

x′ = 3x2/3 , x(t+) = 0 .

Stejně jako dř́ıve dostaneme dvě řešeńı x(t) = 0 pro t > t+ a x(t) = (t− t+)3. Proto je pro každé t+ ≥ 0
řešeńım také funkce x(t) = 0 pro t ∈ 〈t−, t+〉 a x(t) = (t− t+)3 pro t ≥ t+. Podobně můžeme prodlužovat
nulové řešeńı pro t ≤ t0 ≤ 0. Když tyto úvahy shrneme, zjist́ıme, že všechna maximálńı řešeńı Cauchyovy
úlohy (9) jsou

x(t−,t+)(t) =


(t− t−)3 pro t ≤ t− ≤ 0 ,

0 pro t− ≤ t ≤ t+ ,

(t− t+)3 pro t ≥ t+ ≥ 0 .
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2. Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu je diferenciálńı rovnice

x′ + f(t)x = g(t) , (10)

kde f(t) a g(t) jsou dané spojité funkce na intervalu I = (a, b).

Homogenńı a nehomogenńı rovnice

Diferenciálńı rovnice (10) se nazývá lineárńı, protože zobrazeńı L(x) = x′ + f(t)x, kde x(t) je
funkce, která má na intervalu derivaci je lineárńı zobrazeńı v tom smyslu, že pro každé diferen-
covatelné funkce x1(t) a x2(t) a konstanty c1 a c2 plat́ı

L(c1x1 + c2x2) = c1L(x1) + c2L(x2) .

Obecné řešeńı x(t) diferenciálńı rovnice (10) lze zapsat ve tvaru

x(t) = xH(t) + xN (t) ,

kde xH(t) je obecné řešeńı homogenńı rovnice

x′ + f(t)x = 0 (11)

a xN (t) je jedno řešeńı nehomogenńı rovnice (10).

Řešeńı homogenńı rovnice

Množina všech řešeńı homogenńı rovnice (11) tvoř́ı vektorový prostor VH , který má dimenzi
jedna. Proto stač́ı naj́ıt jedno nenulové řešeńı homogenńı rovnice x1(t) a jej́ı obecné řešeńı pak
je

xH(t) = cx1(t) , (12)

kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Homogenńı diferenciálńı rovnice (11) je diferenciálńı rovnice se separovanými proměnnými. Proto
lze jej́ı řešeńı naj́ıt obvykým postupem:

x′ + f(t)x = 0 =⇒ dx

dt
= −f(t)x =⇒

∫
dx

x
= −

∫
f(t) dt =⇒ lnx = −

∫
f(t) dt ,

a v (12) stač́ı položit

x1(t) = e−F (t) , kde F (t) =
∫

f(t) dt . (13)

Řešeńı nehomogenńı rovnice

Jestliže je x1(t) nenulové řešeńı homogenńı rovnice (11), hledáme řešeńı nehomogenńı rovnice
(10) ve tvaru

x(t) = C(t)x1(t) , (14)

kde C(t) je neznámá funkce proměnné t. Protože x′ = C ′x1 + Cx′1 dostaneme po dosazeńı do
(10)

C ′x1 + Cx′1 + fCx1 = g , tj. C ′x1 + C
(
x′1 + fx1

)
= g .

A protože je x1 řešeńı homogenńı rovnice, tj. x′1 + fx1 = 0, splňuje funkce C(t) rovnice

C ′x1 = g , neboli C ′(t) =
g(t)
x1(t)

, neboli C(t) =
∫

g(t)
x1(t)

dt .
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Jedno řešeńı nehomogenńı rovnice xN (t) dostaneme tak, že tuto funkci C(t) dosad́ıme do (14).
Uvedená metoda řešeńı nehomogenńı rovnice se nazývá metoda variace konstanty.

Princip superpozice

Jestliže jsou x1(t), resp. x2(t), řešeńı diferenciálńıch rovnic

x′1 + f(t)x1 = g1(t) , resp. x′2 + f(t)x2 = g2(t) ,

a c1, c2 reálná č́ısla, je x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ + f(t)x = c1g1(t) + c2g2(t) .

Př́ıklad 2.1.r. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ =
2x

t2 − 1
(15)

a pomoćı něj vyřešte Cauchyovy úlohy pro tuto rovnici pro: a. x(1
2
) = 1; b. x(2) = 3.

Řešeńı: Abycom našli obecné řešeńı drenciálńı rovnici (15), stač́ı naj́ıt jej́ı jedno nenulové
řešeńı. Protože se jedná rovnici se separovanými proměnnými, dostaneme

dx

dt
=

2x

t2 − 1
=⇒ dx

x
=

2 dt

t2 − 1
=⇒

∫
dx

x
=

∫
2 dt

t2 − 1
=

∫ ( 1

t− 1
− 1

t + 1

)
dt

ln |x| = ln
∣∣∣t− 1

t + 1

∣∣∣ =⇒ x1 =
t− 1

t + 1
.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (15) tedy je

x(t) = c
t− 1

t + 1
, (16)

kde c je libovolná konstanta.

Poznámka. Všimněte si toho, že definičńı obor obecného řešeńı je R \ {−1} a že plat́ı x(1) = 0. Tyto,

v jistém smyslu zvláštńı body, jsou body nespojitosti funkce f(t) =
2

t2 − 1
. Jistěǰśı je tyto body z úvah

vyloučit a uvažovat obecné řešeńı diferenciálńı rovnice na jednom z interval̊u I− = (−∞,−1), I0 = (−1, 1)
nebo I+ = (1,+∞).

Abychom našli řešeńı Cauchyovy úlohy, muśıme ještě určit hodnotu konstanty c.

Protože v př́ıpadě a. lež́ı bod t0 = 1
2

v intervalu I0 = (−1, 1) budeme hledat řešeńı na
tomto intervalu. Po dosazeńı t = 1

2
a x = 1 do obecného řešeńı (16) dostaneme 1 = c·(−1

3
),

tj. c = −3. Tedy řešeńı Cauchyovy úlohy je

x =
3(1− t)

1 + t
, t ∈ (−1, 1) .

V př́ıpadě b. je t0 = 2 ∈ I+ = (1, +∞). Po dosazeńı dostaneme 3 = 1
3
c, tj. c = 9, a řešeńı

dané Cauchyovy úlohy je

x =
9(t− 1)

t + 1
, t ∈ (1, +∞) .
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Př́ıklad 2.2.r. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′ + 2tx = t3.

Řešeńı: Jedná se o nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Protože jsou
funkce f(t) = 2t a g(t) = t3 spojité v celém R, bude obecné řešeńı x(t) této rovnice také
definováno v R.
Protože se jedná o lineárńı rovnici, budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = xH(t)+xN(t),
kde xH(t) je obecné řešeńı homogenńı rovnice a xN(t) je jedno řešeńı nehomogenńı rovnice.
Abychom našli obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice x′ + 2tx = 0, stač́ı naj́ıt jej́ı
jedno nenulové řešeńı. Standardńım postupem dostaneme

x′ = −2tx =⇒ dx

dt
= −2tx =⇒

∫
dx

x
= −

∫
2t dt =⇒ x1(t) = e−t2 .

Tedy obecné řešeńı homogenńı rovnice je

xH(t) = ce−t2 ,

kde c je libovolná konstanta.
Řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice budeme hledat metodou variace konstant, tj.
polož́ıme xN(t) = C(t) e−t2 , kde C(t) je neznámá funkce. Protože

x′
N = C ′e−t2 − 2tCe−t2 ,

dostaneme po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice pro funkci C(t) vztah

C ′e−t2 = t3 =⇒ C ′ = t3et2 =⇒ C =

∫
t3et2 dt = 1

2
(t2 − 1) et2 ,

kde jsme integrál našli substitućı t2 = y a pak integraćı per partes. Jedno řešeńı nehomo-
genńı rovnice tedy je

xN = C(t) e−t2 = 1
2
(t2 − 1) .

Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice proto je

x(t) = xH(t) + xN(t) = ce−t2 + 1
2
(t2 − 1) ,

kde c je libovolná konstanta.

Př́ıklad 2.3.r. Nalezněte řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ +
x

t
=

1

t2 − 1
, (17)

které splňuje počátečńı podmı́nku: a. x(1
2
) = 1; b. x(2) = 4.

Řešeńı: Nejprve nalezneme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (17). To se skládá z obec-
ného řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice.
Př́ıslušná homogenńı rovnice je

x′ +
x

t
= 0 .

Abychom našli jej́ı obecné řešeńı stač́ı naj́ıt jej́ı jedno nenulové řešeńı. Pro to dostaneme

dx

dt
= −x

t
=⇒ dx

x
= −dt

t
=⇒

∫
dx

x
= −

∫
dt

t
=⇒ ln |x| = − ln |t| .
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Proto lze zvolit jedno nenulové řešeńı homogenńı rovnice x1 =
1

t
. Obecné řešeńı homogenńı

rovnice pak je

xH(t) =
c

t
, (18)

kde c je libovolná konstanta.
Řešeńı nehomogenńı rovnice budeme hledat variaćı konstanty, tj. ve tvaru

x(t) =
C(t)

t
, (19)

kde C(t) je, na rozd́ıl od (18), neznámá funkce.
Po dosazeńı do (17) dostaneme pro funkci C(t) rovnici

C ′

t
=

1

t2 − 1
=⇒ C ′ =

t

t2 − 1
=⇒ C(t) =

∫
t dt

t2 − 1
=⇒ C(t) = 1

2
ln

∣∣t2 − 1
∣∣ ,

kde jsme použili substiruci y = t2 − 1.
Tedy partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice je podle (19)

xN(t) =
ln

∣∣t2 − 1
∣∣

2t

a pro obecné řešeńı nehomogenńı rovnice dostaneme

x(t) = xH(t) + xN(t) =
c

t
+

ln
∣∣t2 − 1

∣∣
2t

, (20)

kde c je libovolná konstanta.
Toto řešeńı je definováno na jednom z interval̊u I1 = (−∞,−1), I2 = (−1, 0), I3 = (0, 1)

nebo I4 = (1, +∞), ve kterých jsou spojité funkce f(t) = −1

t
a g(t) =

1

t2 − 1
.

Abychom vyřešili Cauchyovu úlohu, muśıme ještě naj́ıt hodnotu konstanty c.

V př́ıpadě a. je počátečńı podmı́nka zadána v bodě t0 = 1
2
∈ (0, 1). Proto budeme hledat

řešeńı na tomto intervalu. Tam je
∣∣t2 − 1

∣∣ = 1 − t2. Po dosazeńı počátečńı podmı́nky do
(20) dostaneme pro c rovnici

1 = 2c + ln 3
4

=⇒ c =
1− ln 3

4

2
.

Tedy řešeńı Cauchyovy úlohy je v prvńım př́ıpadě

x(t) =
1− ln 3

4

2t
+

ln(1− t2)

2t
, t ∈ (0, 1) .

V př́ıpadě b. je počátečńı podmı́nka zadána v bodě t0 = 2 ∈ (1, +∞). Proto budeme
hledat řešeńı na tomto intervalu, kde

∣∣t2−1
∣∣ = t2−1. Po dosazeńı počátečńıch podmı́nky

do obecného řešeńı (20) dostaneme

4 = 1
2
c + 1

4
ln 3 =⇒ c = 8− ln

√
3 .
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Tedy řešeńı naš́ı Cauchyovy úlohy je

x(t) =
8− ln

√
3

t
+

ln(t2 − 1)

2t
, t ∈ (1, +∞) .

Př́ıklad 2.4.r. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = x tg t+t, které splňuje podmı́nku
x
(

3
4
π
)

= 1.

Řešeńı: Jedná se o nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici prvńıho řádu. Protože je
funkce f(t) = tg t definovaná a spojitá na intervalech Ik =

(
−1

2
π + kπ, 1

2
π + kπ

)
, kde

k ∈ Z, a funkce g(t) = t spojité v celém R, bude obecné řešeńı x(t) této rovnice definováno
v jednom z interval̊u Ik. Protože počátečńı podmı́nka je dána v bodě t0 = 3

4
π ∈ I1 =(

1
2
π, 3

2
π
)
, bude maximálńı řešeńı x(t) dané úlohy definováno v intervalu I1.

Nejprve nalezneme obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice. Protože se jedná o lineárńı
rovnici, budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = xH(t) + xN(t), kde xH(t) je obecné
řešeńı homogenńı rovnice a xN(t) je jedno řešeńı nehomogenńı rovnice.
Abychom našli obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice x′ = x tg t, stač́ı naj́ıt jej́ı jedno
nenulové řešeńı. Standardńım postupem dostaneme

dx

dt
= x tg t =⇒

∫
dx

x
=

∫
sin t

cos t
dt =⇒ ln |x| = − ln | cos t| =⇒ x1(t) =

1

cos t
.

Tedy obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice je

xH(t) = cx1(t) =
c

cos t
,

kde c je libovolná konstanta.

Řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice budeme hledat metodou variace konstanty, tj.

ve tvaru xN(t) = C(t)x1(t) =
C(t)

cos t
, kde C(t) je neznámá funkce. Po dosazeńı do p̊uvodńı

diferenciálńı rovnice dostaneme pro funkci C(t) vztah

C ′

cos t
= t =⇒ C ′ = t cos t =⇒ C(t) =

∫
t cos t dt = t sin t + cos t ,

kde jsme integrál našli integraćı per partes. Takto jsme našli jedno řešeńı nehomogenńı
rovnice

xN(t) =
C(t)

cos t
= t tg t + 1 .

Obecné řešeńı dané diferenciálńı rovnice tedy je

x(t) = xH(t) + xN(t) =
c

cos t
+ t tg t + 1 ,

kde c je libovolná konstanta.
Abychom našli řešeńı dané Cauchyovy úlohy muśıme ještě naj́ıt konstantu c tak, aby
platilo x

(
3
4
π
)

= 1. Po dosazeńı do obecného řešené dostaneme

1 = −c
√

2− 3
4
π + 1 , tj. c = −3

√
2

8
π .
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Řešeńı dané úlohy tedy je funkce

x(t) = 1 + t tg t− 3
√

2 π

8 cos t
, kde t ∈

(
1
2
π, 3

2
π
)
.

Př́ıklad 2.5.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ =
tx

t2 − 1
+ arcsin t , x(0) = 0 . (21)

Řešeńı. Protože společný definičńı obof funkćı f(t) =
t

t2 − 1
a g(t) = arcsin t je interval

I = (−1, 1), bude definičńı obor řešeńı x(t) také interval I.
Nejprve najdeme obecné řešeńı homogenńı rovnice, tj. diferenciálńı rovnice

x′ =
tx

t2 − 1
, neboli

dx

dt
=

tx

t2 − 1
.

K tomu stač́ı naj́ıt jej́ı jedno nenulové řešeńı. Standardńım postupem dostaneme

dx

dt
=

tx

t2 − 1
=⇒

∫
dx

x
=

∫
t dt

t2 − 1
=⇒ ln x = 1

2
ln |t2 − 1| =⇒ x1(t) =

√
1− t2 ,

protože −1 < t < 1. Z toho plyne, že obecné řešeńı homogenńı rovnice je

xH(t) = c
√

1− t2 ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Řešeńı nehomogenńı rovnice budeme hledat metodou variace konstanty. Polož́ıme

x(t) = C(t)x1(t) = C(t)
√

1− t2 ,

kde C(t) je neznámá funkce, Po dosazeńı do diferenciálńı rovnice (21) dostaneme

C ′
√

1− t2 − Ct√
1− t2

=
Ct
√

1− t2

t2 − 1
+ arcsin t =⇒ C ′

√
1− t2 = arcsin t =⇒

=⇒ C(t) =

∫
arcsin t√

1− t2
= 1

2
arcsin2 t ,

kde jsme při výpočtu posledńıho integrálu použili substituci y = arcsin t. Tedy jedno
řešeńı nehomogenńı rovnice (21) je

xN(t) =
1

2

√
1− t2 arcsin2 t .

Proto je jej́ı obecné řešeńı

x(t) = xH(t) + xN(t) = c
√

1− t2 + 1
2

√
1− t2 arcsin2 t ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo. Z poč́ıtečńı podmı́nky plyne, že c = 0, a tedy řešeńı
Cauchyovy úlohy (21) je

x(t) = 1
2

√
1− t2 arcsin2 t .
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3. Lineárńı diferenciálńı rovnice prvńıho řádu s konstentńımi koeficienty

V této části se budeme zabývat diferenciálńımi rovnicemi prvńıho řádu tvaru

x′ + ax = f(t) , (22)

kde a je reálné č́ıslo a funkce f(t) je lineárńı kombinace funkćı

fr(t) = eµtPn(t) , fc(t) = eρt
(
Pn1(t) cos ωt + Pn2(t) sinωt

)
, (23)

kde µ, ρ a ω jsou reálná č́ısla a Pn(t) je polynom stupně n.
Diferenciálńı rovnice tohoto typu se nazývaj́ı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty a
speciálńı pravou stranou a jejich řešeńı lze naj́ıt bez použit́ı integrace. Stejná metoda se pak
použ́ıvá i pro podobné diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu.

Pro takové rovnice lze naj́ıt jedno nenulové řešeńı homogenńı rovnice x′ + ax = 0 ve tvaru
x(t) = eλt, kde λ je č́ıslo. Po dosazeńı do homogenńı rovnice dostaneme pro λ vztah

P (λ) = λ + a = 0 , tj. λ = −a .

Polynom P (λ) se nazývá charakteristický polynom a rovnice P (λ) = 0 charakteristická rovnice.
Je zřejmé, že jedno nenulové řešeńı homogenńı diferenciálńı rovnice je x1(t) = eλt, kde λ je řešeńı
charakteristické rovnice.

Odhad řešeńı nehomogenńı rovnice

Z principu superpozice plyne, že řešeńı nehomogenńı rovnice stač́ı naj́ıt pro funkce fr(t) a fc(t)
tvaru (23).

Diferenciálńı rovnice
x′ + ax = eµtPn(t)

kde a je reálné č́ıslo a Pn(t) je polynom stupně n má jedno řešeńı tvaru

x(t) =

{
eµtQn(t) pro µ 6= −a ,

eµtQn(t) · t pro µ = −a ,

kde Qn(t) je obecný polynom stupně n. Toto řešeńı lze souhrnně zapsat ve tvaru

x(t) = eµtQn(t) · tr ,

kde r je násobnost kořene µ v charakteristickém polynomu P (λ) = λ + a, tj. r = 0 pro P (µ) =
µ + a 6= 0 a r = 1 pro P (µ) = µ + a = 0.

Diferenciálńı rovnice
x′ + ax = eρt

(
Pn1(t) cos ωt + Pn2(t) sinωt

)
,

kde a je reálné č́ıslo a Pn1(t), resp. Pn2(t), jsou polynomy stupně n1 a n2 má jedno řešeńı tvaru

x(t) = eρt
(
Rn cos ωt + Sn(t) sinωt

)
,

kde Rn(t) a Sn(t) jsou obecné polynomy stupně n = max(n1, n2).

Př́ıklad 3.1.r. Najděte jedno řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ + 2x = 3et + (2t− 1)e2t − e−2t +
4e−2t

1− 2t
. (24)
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Řešeńı: Jestliže naṕı̌seme rovnici (24) ve tvaru

x′ + 2x = f1(t) + f2(t) + f3(t) + f4(t) ,

kde

f1(t) = 3et , f2(t) = (2t− 1)e2t , f3(t) = −e−2t a f4(t) =
4e−2t

1− 2t
,

plyne z principu superpozice, že řešeńı diferenciálńı rovnice (24) lze zapsat ve tvaru x(t) =
x1(t) + x2(t) + x3(t) + x4(t), kde xk(t) jsou řešeńım rovnic x′

k + 2xk = fk(t).
Př́ıslušná homogenńı rovnice x′ + 2x = 0 má konstantńı koeficient. Proto lze jej́ı řešeńı
naj́ıt ve tvaru xH(t) = eλt, kde λ je konstanta. Pod dosazeńı dostaneme vztah λ + 2 = 0,
tj. λ = −2. Tedy obecné řešeńı homogenńı rovnice je xH(t) = ce−2t, kde c je libovolná
konstanta.

Řešeńı nehomogenńıch rovnic xk(t) lze naj́ıt jako vždy metodou variace konstanty. Ale
protože má homogenńı rovnice konstantńı koeficient a pro k = 1, 2 a 3 maj́ı pravé strany
rovnice x′

k + 2xk = fk speciálńı tvar, lze tato řešeńı naj́ıt odhadem.

Pravá strana rovnice f1(t) je součin exponenciály et a konstanty, tj. polynomu stupně
nula. Protože exponenciála et neńı řešeńı homogenńı rovnice, budeme hledat řešeńı př́ı-
slušné nehomogenńı rovnice x′

1 + 2x1 = 3et ve tvaru x1(t) = a et, kde a je zat́ım neznámá
konstanta. Po dosazeńı do diferenciálńı rovnice dostaneme 3aet = 3et, a tedy a = 1. Tedy
řešeńı diferenciálńı rovnice pro pravou stranu f1(t) = 3et je x1(t) = et.

Pravá strana rovnice f2(t) je součin exponenciály e2t a polynomu stupně jedna. Protože
exponenciála e2t neńı řešeńı homogenńı rovnice, budeme hledat řešeńı př́ıslušné nehomo-
genńı rovnice x′

2 + 2x2 = (2t − 1)e2t ve tvaru x2(t) = (at + b) e2t, kde a a b jsou zat́ım
neznámé konstanty. Po dosazeńı do diferenciálńı rovnice dostaneme

(4at + a + 4b)e2t = (2t− 1)e2t .

Aby tento vztah platil pro každé t ∈ R, muśı být

4a = 2 , a + 4b = −1 , tj. a = 1
2
, b = −3

8
.

Řešeńı diferenciálńı rovnice pro pravou stranu f2(t) tedy je x2(t) = 1
8
(4t− 3)e2t.

Pravá strana rovnice f3(t) je součin exponenciály e−2t a konstanty, tj. polynomu stupně
nula. Protože exponenciála e−2t je řešeńı homogenńı rovnice, budeme hledat řešeńı př́ısluš-
né nehomogenńı rovnice x′

3+2x3 = −e−2t ve tvaru x3(t) = a e−2t·t, kde a je zat́ım neznámá
konstanta. Po dosazeńı do diferenciálńı rovnice dostaneme ae−2t = −e−2t, a tedy a = −1.
Tedy řešeńı diferenciálńı rovnice pro pravou stranu f3(t) = −e−2t je x3(t) = −te−2t.

Protože pro funkci f4(t) =
4e−2t

1− 2t
neńı pravá strana diferenciálńı rovnice x′

4 + 2x4 = f4(t)

součin exponenciálńı funkce a polynomu, neumı́me řešeńı odhadnout. Proto k řešeńı neho-
mogenńı rovnice použijeme metodu variace konstanty. Protože obecné řešeńı homogenńı
rovnice je xH = ce−2t, kde c je konstanta, budeme hledat řešeńı nehomogenńı rovnice ve
tvaru x4 = C(t)e−2t, kde C(t) je neznámá funkce. Po dosazeńı do rovnice, dostaneme pro
funkci C(t) rovnici

C ′ =
4

1− 2t
=⇒ C =

∫
4 dt

1− 2t
= −2 ln |1− 2t| .
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Tedy jedno řešeńı diferenciálńı rovnice x′
4 + 2x4 = f4(t) je x4 = −2e−2t ln |1− 2t|.

Takto jsme dostali jedno řešeńı diferenciálńı rovnice (24)

x(t) = et + 1
8
(4t− 3)e2t − te−2t − 2e−2t ln |1− 2t| .

Př́ıklad 3.2.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ − 2x = (t + 1)e−t + e2t , x(0) = 3 . (25)

Řešeńı. Jedná se o lineárńı nehomogenńı diferenciálńı rovnic prvńıho řádu se speciálńı
pravou stranou.

Jedno řešeńı homogenńı rovnice x′ − 2x = 0 lze naj́ıt ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je reálné
č́ıslo, pro které plat́ı P (λ) = λ− 2 = 0, tj. λ = 2. Tedy obecné řešeńı homogenńı rovnice
je

xH(t) = ce2t ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Pravá strana diferenciálńı rovnice (24) je součet dvou funkćı, f1(t) = (t + 1)e−1 a f2(t) =
e2t, a proto lze naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.

Protože funkce f1(t) je součin exponenciálńı funkce e−t a polynomu stupně jedna a
P (−1) 6= 0, budeme hledat řešeńı př́ıslušné nehomogenńı rovnice ve tvaru

x1(t) = e−tQ1(t) = e−t(at + b) ,

kde a a b jsou reálná č́ısla. Protože x′
1(t) = e−t(−at− b+ a) dostaneme po dosazeńı vztah

e−t(−at− b + a)− 2e−t(at + b) = e−t(t + 1) , neboli − 3at + (a− 3b) = t + 1 .

Tedy muśı být −3a = 1 a a− 3b = 1, tj. a = −1
3
, b = −4

9
. Takto jsme dostali

x1(t) = −1
9
e−t(3t + 4) .

Protože funkce f2(t) je součin exponenciálńı funkce e2t a polynomu stupně nula a P (2) = 0,
budeme hledat řešeńı př́ıslušné nehomogenńı rovnice ve tvaru

x2(t) = e2tQ0(t) · t = ate2t .

Protože x′
2(t) = ae2t(2t + 1), dostaneme po dosazeńı

ae2t(2t + 1)− 2ate2t = e2t , neboli a = 1 .

Takto jsme zjistili řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice x2(t) = te2t.
Jedno řešeńı celé nehomogenńı rovnice tedy je

xN(t) = x1(t) + x2(t) = −1
9
e−t(3t + 4) + te2t,

a pro obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (25) dostaneme

x(t) = xH(t) + xN(t) = ce2t − 1
9
e−t(3t + 4) + te2t,
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kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Počátečńı podmı́nka vede ke vztahu

3 = c− 4
9
, tj. c = 31

9
.

Tedy řešeńı Cauchyovy úlohy (25 je

x(t) = 31
9

e2t − 1
9
e−t(3t + 4) + te2t.

Př́ıklad 3.3.r. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ + 3x = e−t cos 2t , (26)

které splňuje podmı́nku x(0) = 1.

Řešeńı. Diferenciálńı rovnice (26) je lineárńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice prvńıho
řádu s konstantńım koeficientem a speiálńı pravou stranou.
Jedno řešeńı homogenńı diferenciálńı rovnice x′+3x = 0 lze hledat ve tvaru x(t) = eλt, kde
λ je reálné č́ıslo, pro které plat́ı P (λ) = λ + 3 = 0, tj. λ = −3. Obecné řešeńı homogenńı
rovnice proto je

xH(t) = ce−3t,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Protože pravá strana diferenciálńı rovnice (26) má speciálńı tvar, můžeme naj́ıt jedno jej́ı
řešeńı odhadem. Protože f(t) = e−t cos 2t, má odhad řešeńı nehomogenńı rovnice tvar

x(t) = e−t
(
a cos 2t + b sin 2t

)
,

kde a a b jsou raálná č́ısla. Po dosazeńı do rovnice (26) a vykráceńı e−t dostaneme rovnost

−a cos 2t− b sin 2t− 2a sin 2t + 2b cos 2t + 3a cos 2t + 3b sin 2t =

= (2a + 2b) cos 2t + (−2a + 2b) sin 2t = cos 2t .

Tedy muśı platit

2a + 2b = 1 , −2a + 2b = 0 , tj. a = b = 1
4
.

Takto jsme dostali jedno řešeńı nehomogenńı rovnice

xN(t) = 1
4
e−t(cos 2t + sin 2t) .

Pomoćı řešeńı homogenńı a nehomogenńı rovnice najdeme obecné řešeńı diferenciálńı
rovnice (26)

x(t) = xH(t) + xN(t) = ce−3t + 1
4
e−t(cos 2t + sin 2t) ,

kde c je libovolné reálné č́ıslo.
Z počátečńı podmı́nky plyne 1 = c + 1

4
, neboli c = 3

4
. Hledané řešeńı tedy je

x(t) = 3
4
e−t + 1

4
e−t(cos 2t + sin 2t) .

Př́ıklad 3.4.r. Najděte jedno řešeńı diferenciálńı rovnice

x′ − x = (3t− 2)e−t cos 3t + 4e−t sin 3t . (27)
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Řešeńı: Obecné řešeńı homogenńı rovnice je xH = cet, kde c je konstanta.
Pokud budeme hledat řešeńı nehomogenńı rovnice metodou variace konstanty, tj. ve tvaru
x = C(t)et, kde C(t) je neznámá funkce, dostaneme pro ni rovnici

C ′ = (3t− 2)e−2t cos 3t + 4e−2t sin 3t =⇒ C(t) =

∫ (
(3t− 2)e−2t cos 3t + 4e−2t sin 3t

)
dt .

Posledńı integrál se př́ımo poč́ıtá poměrně složitě. Proto je jednodušš́ı pokusit se naj́ıt
jedno řešeńı nehomogenńı rovnice (27) odhadem.
V našem př́ıpadě má odhad řešeńı nehomogenńı rovnice tvar

x(t) = e−t
(
(at + b) cos 3t + (ct + d) sin 3t

)
,

kde a, b, c a d jsou zat́ım neznámé konstanty.
Pro derivaci funkce x(t) dostaneme1

x′ = −e−t
(
(at + b) cos 3t + (ct + d) sin 3t

)
+ e−t

(
a cos 3t + c sin 3t

)
+

+e−t
(
−3(at + b) sin 3t + 3(ct + d) cos 3t

)
,

a tedy

x′ − x = e−t
((

(−2a + 3c)t + a− 2b + 3d
)
cos 3t +

(
−(3a + 2c)t− 3b + c− 2d

)
sin 3t

)
.

Aby byla funkce x(t) řešeńım diferenciálńı rovnice (27), muśıme zvolit konstanty a, b, c a
d tak, aby platilo

e−t
((

(−2a + 3c)t + a− 2b + 3d
)
cos 3t +

(
−(3a + 2c)t− 3b + c− 2d

)
sin 3t

)
=

= (3t− 2)e−t cos 3t + 4e−t sin 3t ,

neboli

−2a + 3c = 3 , −3a− 2c = 0 , a− 2b + 3d = −2 , −3b + c− 2d = 4 .

Tato soustava má řešeńı

a = − 6
13

, c = 9
13

, b = − 89
169

, d = −146
169

,

a tedy jedno řešeńı diferenci8ln9 rovnice (27) je

x(t) = e−t
(
−

(
6
13

t + 89
169

)
cos 3t +

(
9
13

t− 146
139

)
sin 3t

)
.

Př́ıklad 3.5.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′ + 2x =

{
sin t , t ∈ 〈π, 2π〉 ,
0 , t /∈ 〈π, 2π〉 ,

x(0) = 0 . (28)

Řešeńı: Vztah (28) znamená, že na intervalech I1 = (−∞, π〉 a I3 = 〈2π,+∞) máme naj́ıt řešeńı
diferenciálńı rovnice x′ + 2x = 0 a na intervalu I2 = 〈π, 2π〉 máme řešit rovnici x′ + 2x = sin t.

1Při derivováńı je výhodné použ́ıt vztah (f1f2f3)′ = f ′1f2f3 + f1f
′
2f3 + f1f2f

′
3.
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Na intervalech I1 a I3 se jedná o homogenńı rovnici, jej́ıch obecná řešeńı jsou

x1(t) = c1e−2t , t ∈ I1 , x3(t) = c3e−2t , t ∈ I3 ,

kde c1 a c3 jsou libovolné konstanty.
Na intervalu I2 se jedná o nehomogenńı rovnici x′ + 2x = sin t, která má obecné řešeńı

x2(t) = c2e−2t + 1
5

(
2 sin t− cos t

)
, t ∈ I2 ,

kde c2 je také libovolná konstanta.

Abychom našli řešeńı dané Cauchyovy úlohy, muśıme ještě naj́ıt hodnotu konstant c1, c2 a c3. Protože
je počátečńı podmı́nka zadána v bodě t0 = 0 ∈ I1, muśı být konstanta c1 = 0. Tedy na intervalu
I1 = (−∞, π〉 je řešeńı Cauchyovy úlohy x(t) = 0.
V bodě t1 = π je x(π) = 0. To je počátečńı podmı́nka pro řešeńı na intervalu I2 = 〈π, 2π〉. Pak ale muśı
být

c2e−2π + 1
5 = 0 =⇒ c2 = − 1

5 e2π

a řešeńı x(t) dané Cauchyovy úlohy na intervalu I2 = 〈π, 2π〉 je

x(t) = − 1
5 e2π−2t + 1

5

(
2 sin t− cos t

)
, t ∈ I2 .

Z toho ale plyne, že x(2π) = − 1
5 e−2π − 1

5 . Proto dostaneme na intervalu I3 = 〈2π,+∞) počátečńı
podmı́nku x3(2π) = − 1

5 e−2π − 1
5 , ze které plyne

c3e−4π = − 1
4

(
e−2π + 1

)
, tj. c3 = − 1

5 e2π
(
1 + e2π

)
Proto je na intervalu I3 řešeńı dané Cauchyovy úlohy

x(t) = − 1
5 e2π−2t

(
1 + e2π

)
, t ∈ I3 .

Celkově lze řešeńı x(t) Cauchyovy úlohy (28) zapsat jako

x(t) =


0 pro t ∈ (−∞, π〉 ,

− 1
5 e2π−2t + 1

5

(
2 sin t− cos t

)
pro t ∈ 〈π, 2π〉 ,

− 1
5 e2π−2t

(
1 + e2π

)
pro t ∈ 〈2π,+∞) .

Př́ıklad 1. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ = − 2tx2

t2 − 1
, x(0) = 1.[

x(t) =
1

1 + ln(1− t2)
, −1 < t < 1

]
Př́ıklad 2. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = −x2 + 1

tx
, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(−1) = −2.

[
x(t) =

√
5− t2

t
, −

√
5 < t < 0 .

]
Př́ıklad 3. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ − x2 = 1 , x

(
5
4
π
)

= 1.[
x(t) = tg(t− π) , 1

2
π < t < 3

2
π .

]
Př́ıklad 4. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + x =

1

x
, x(0) = 2.[

x(t) =
√

1 + 3e−2t , t ∈ R .
]

Př́ıklad 5. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy tx′ − tg x = 0 , x(1) = 1
6
π.
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[
x(t) = arcsin t

2
, 0 < t < 2 .

]
Př́ıklad 6. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ +

2x

t
= 3 ln t , x(1) = 0.[

x(t) = 1
3t2
− 1

3
t + t ln t , t > 0 .

]
Př́ıklad 7. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ − x cotg t = 2t sin t , x

(
−1

2
π
)

= 2.[
x(t) =

(
t2 − 2− 1

4
π2

)
sin t , −π < t < 0 .

]
Př́ıklad 8. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ = x sin t+sin 2t, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(0) = 4.
[
x(t) = 4e− cos t + 2(1− cos t) , t ∈ R .

]
Př́ıklad 9. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + x tg t = (t− 1)e−t cos t , x(0) = 1.[

x(t) =
(
4− te−t

)
cos t , −1

2
π < t < 1

2
π .

]
Př́ıklad 10. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ +

2x

t
=

1

t− 2
, x(1) = 3.[

x(t) = 1
2t2

+ 2
t
+ 1

2
+ 4

t2
ln(2− t) , 0 < t < 2 .

]
Př́ıklad 11. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + 2tx = t + t3 , x(0) = 4.[

x(t) = 4e−t2 + 1
2
t2, t ∈ R .

]
Př́ıklad 12. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ + x =

2

et(t2 − 1)
, které splňuje počá-

tečńı podmı́nku x(0) = 0.

[
x(t) = e−t ln

1− t

1 + t
, −1 < t < 1 .

]
Př́ıklad 13. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ +

2x

t
=

4 ln t

t
, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(1) = 2.
[
x(t) = 3

t2
− 1 + 2 ln t , t > 0 .

]
Př́ıklad 14. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ +

x

t
= sin t , x(π) = 0.[

x(t) =
sin t− π

t
− cos t , t > 0

]
Př́ıklad 15. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + x = x2 , x(0) = 2.[

x(t) =
2

2− et
, t ∈ R

]
Př́ıklad 16. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + x = t2 , x(0) = 2.[

x(t) = t2 − 2t + 2 , t ∈ R
]

Př́ıklad 17. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ + x2 = 2x, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(1) = 2.

[
x(t) =

2et

1 + et
, t ∈ R .

]
Př́ıklad 18. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′ + t2 = 2x, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(1) = 2.
[
x(t) = 3

4
e2t−2 + 1

2
t2 + 1

2
t + 1

4
, t ∈ R .

]
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Př́ıklad 19. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′+3x = (6t+1)e3t− e−3t, které splňuje

počátečńı podmı́nku x(0) = 2.
[
x(t) = te3t + (2− t)e−3t, t ∈ R .

]
Př́ıklad 20. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ − 2x = et

(
1 + et

)
, x(0) = 0.[

x(t) = (1 + t)e2t − et, t ∈ R .
]

Př́ıklad 21. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ − x = e−t + cos t , x(0) = 0.[
x(t) = et − 1

2
e−t − 1

2
cos t + 1

2
sin t , t ∈ R .

]
Př́ıklad 22. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′−3x = e2t cos t, které splňuje počátečńı

podmı́nku x(0) = 1.
[
x(t) = 3

2
e3t + 1

2
e2t(sin t− cos t) , t ∈ R .

]
Př́ıklad 23. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′ + 3x = e−t

(
2 sin t− cos t

)
, x(0) = 1.[

x(t) = 9
5
e−3t + 1

5
e−t(3 sin t− 4 cos t) , t ∈ R .

]
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