
Lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu s konstantńımi
koeficienty

Lineárńı diferenciálńı rovnice n–tého řádu s konstantńımi koeficienty
je rovnice

x(n) + an−1x
(n−1) + . . . + a1x

′ + a0x = f(t) , (1)

kde a0, a1, . . . , an−1 jsou reálné konstanty a f(t) je speciálńı funkce, kterou budeme specifikovat
později.

Obecné řešeńı, počátečńı podḿınka a Cauchyova úloha
pro diferenciálńı rovnici n–tého řádu (1) obsahuje n–konstant c1, c2, . . . , cn. Tyto konstanty
jsou určeny počátečńı podmı́nkou

x(t0) = x0 , x′(t0) = x1 , . . . , x(n−1)(t0) = xn−1 . (2)

Úloha naj́ıt řešeńı diferenciálńı rovnice (1), které splňuje počátečńı podmı́nku (2) se nazývá
Cauchyova úloha.

Důsledky linearity diferenciálńı rovnice (1)
Protože je zobrazeńı

L(x) = x(n) + an−1x
(n−1) + . . . + a1x

′ + a0x

lineárńı, tj. pro každé funkce x1 a x2 a konstanty c1, c2 plat́ı

L(c1x1 + c2x2) = c1L(x1) + c2L(x2) ,

plat́ı pro řešeńı diferenciálńı rovnice L(x) = f(t), tj. rovnice (1), obecné věty, které plat́ı pro
řešeńı každé lineárńı rovnice.

Princip superpozice
Jestliže jsou x1(t), resp. x2(t), řešeńı L(x1) = f1(t), resp. L(x2) = f2(t), a c1, c2 jsou konstanty,
je x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) řešeńı rovnice L(x) = c1f1(t) + c2f2(t).

Homogenńı a nehomogenńı rovnice
Jestliže je f(t) 6= 0 nazývá se rovnice L(x) = f(t), tj. rovnice (1), nehomogenńı rovnice a je-li
f(t) = 0, nazývá se rovnice L(x) = 0, tj. rovnice

x(n) + an−1x
(n−1) + . . . + a1x

′ + a0x = 0 , (3)

homogenńı rovnice př́ıslušná k rovnici (1).
Obecné řešeńı x nehomogenńı rovnice L(x) = f(t), tj. řešeńı s konstantami, lze zapsat ve tvaru

x(t) = xH(t) + xN (t) ,

kde xH(t) je obecné řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice (3) a xN (t) je jedno řešeńı nehomogenńı
rovnice (1).

Řešeńı homogenńı rovnice
Množina všech řešeńı homogenńı rovnice (3) tvoř́ı vektorový prostor VH , který má dimenzi
n. Abychom našli obecné řešeńı homogenńı rovnice, proto stač́ı naj́ıt jej́ı n lineárně nezávislých
řešeńı x1(t), x2(t),. . . , xn(t), tzv. fundamentálńı systém řešeńı. Obecné řešeńı homogenńı rovnice
pak je

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) + . . . + cnxn(t) ,
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kde c1, c2, . . . , cn jsou (obecně komplexńı) č́ısla.

Polynom
P (λ) = λn + an−1λ

n−1 + . . . + a1λ + a0 (4)

se nazývá charakteristický polynom diferenciálńı rovnice (3) a rovnice P (λ) = 0, tj. rovnice

P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . . + a1λ + a0 = 0

se nazývá charakteristická rovnice. Ke každému řešeńı λ0 charakteristické rovnice, tj. když
P (λ0) = 0, je x(t) = eλ0t řešeńı diferenciálńı rovnice (3).
Jestliže je λ0 kořen charakteristického polynomu násobnosti k, tj. plat́ı

P (λ) = (λ− λ0)kP1(λ) ,

kde P1(λ) je polynom stupně (n − k), který nemá kořen λ0, tj. P1(λ0) 6= 0, existuje k lineárně
nezávislých řešeńı rovnice (3), které maj́ı tvar

x1(t) = eλ0t , x2(t) = teλ0t , x3(t) = t2eλ0t , . . . , xk(t) = tk−1eλ0t .

Poznámka: Podmı́nka, že λ0 je kořen polynomu P (λ) násobnosti k je ekvivalentńı tomu, že plat́ı

P (λ0) = P ′(λ0) = . . . = P (k−1)(λ0) = 0 a P (k)(λ0) 6= 0 .

Komplexńı a reálná řešeńı
Pro komplexńı kořen λ0 = α + iβ, kde β 6= 0, dostaneme jako řešeńı komplexńı funkci

z(t) = eiλ0t = eαt eiβt .

Pro každé reálné č́ıslo ϕ je komplexńı č́ıslo eiϕ definováno jako

eiϕ = cos ϕ + i sinϕ .

Proto můžeme komplexńı řešeńı zapsat jako

z(t) = eαt
(
cos βt + i sinβt

)
.

Protože předpokládáme, že charakteristický polynom P (λ) má reálné koeficienty, je λ0 = α + iβ
kořen charakteristického polynomu právě tehdy, když je jeho komplexně sdružené č́ıslo λ0 =
α− iβ také kořen charakteristického polynomu.
Jestliže jsou λ0 = α + iβ a λ0 = α − iβ, kde β 6= 0 komplexně sdružená řešeńı charakteristické
rovnice, voĺıme za lineárně nezávislá řešeńı homogenńı rovnice mı́sto dvou komplexńıch řešeńı

z1(t) = eλ0t = eαt
(
cos βt + i sinβt

)
, z2(t) = z1(t) = eλ0t = eαt

(
cos βt− i sinβt

)
dvě reálná řešeńı

x1(t) =
z1(t) + z1(t)

2
= Re

(
eλ0t) = eαt cos βt , x2(t) =

z1(t)− z1(t)
2i

= Im
(
eλ0t) = eαt sinβt .

Jestliže jsou λ0 = α+iβ a λ0 = α− iβ, kde β 6= 0, komplexně sdružené kořeny charakteristického
polynomu násobnosti k, odpov́ıdá jim 2k reálných řešeńı homogenńı rovnice

x1(t) = Re
(
eλ0t

)
= eαt cos βt , x2(t) = Im

(
eλ0t

)
= eαt sin βt ,

x3(t) = Re
(
teλ0t

)
= teαt cos βt , x4(t) = Im

(
teλ0t

)
= teαt sinβt ,

...
...

x2k−1(t) = Re
(
tk−1eλ0t

)
= tk−1eαt cos βt , x2k(t) = Im

(
tk−1eλ0t

)
= tk−1eαt sinβt .

2



Odhad řešeńı nehomogenńı rovnice
Pro speciálńı pravou stranu, tj. funkci f(t), nehomogenńı diferenciálńı rovnice (1) lze jedno jej́ı
řešeńı odhadnout. Jedná se o funkce f(t), které jsou lineárńı kombinace funkćı

f(t) = PN (t)eµt a f(t) = eρt
(
PN1(t) cos ωt + PN2(t) sinωt

)
, (5)

kde PN (t) jsou reálné polynomy stupně N . Z principu superpozice plyne, že stač́ı naj́ıt řešeńı
nehomogenńı diferenciálńı rovnice (1) pro funkce tvaru (5).

Odhad řešeńı pro funkce f(t) = eµtPN (t)
Jestliže má pravá strana rovnice (1) tvar f(t) = eµtPN (t), kde µ je konstanta a PN (t) polynom
stupně N (obecně mohou být µ i PN (t) komplexńı), existuje řešeńı této rovnice tvaru

x(t) = eµtQN (t) tr ,

kde QN (t) je obecný polynom stupně N , tj. polynom stupně N s neznámými koeficienty, které
budeme hledat, a r je násobnost kořene µ v charakteristickém polynomu (4).

Odhad řešeńı pro funkce f(t) = eρt
(
PN1(t) cos ωt + QN2(t) sinωt

)
Jestliže má pravá strana rovnice (1) tvar f(t) = eρt

(
PN1(t) cos ωt + PN2(t) sinωt

)
, kde ρ a ω

jsou reálná č́ısla (raději ω 6= 0), PN1(t), resp. PN2(t), jsou reálné polynomy stupně N1, resp. N2,
existuje řešeńı diferenciálńı rovnice (1), které má tvar

x(t) = eρt
(
RN (t) cos ωt + SN (t) sinωt

)
tr ,

kde N = max(N1, N2), RN (t) a SN (t) jsou reálné polynomy stupně N a r je násobnost kořene
µ = ρ + iω, resp. µ = ρ− iω, v charakteristickém polynomu1.

Př́ıklad 1.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ − 3x′ − 4x = 0 , x(0) = 3 , x′(0) = 2 . (6)

Řešeńı. Nejprve nalezneme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (6). Protože se jedná o ho-
mogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu, stač́ı naj́ıt jej́ı dvě lineárně nezávislá
řešeńı. Protože má diferenciálńı rovnice konstantńı koeficienty, budeme jej́ı řešeńı hledat
ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı do rovnice (6) dostaneme pro λ
charakteristickou rovnici

P (λ) = λ2 − 3λ− 4 = 0 tj. λ1 = −1 a λ2 = 4 .

Pro tyto hodnoty λ źıskáme dvě lineárně nezávislá řešeńı diferenciálńı rovnice x1(t) = e−t

a x2(t) = e4t. Tedy obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (6) je

x(t) = c1e
−t + c2e

4t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Ty urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Protože x′(t) = −c1e

−t + 4c2e
4t, dávaj́ı počátečńı

podmı́nky soustavu rovnic

c1 + c2 = 3 a − c1 + 4c2 = 2 , tj. c1 = 2 , c2 = 1 .

1Odpov́ıdaj́ıćı homogenńı rovnice (3) má řešeńı xH(t) = eρt cos ωt a xH(t) = eρt sinωt právě tehdy,
když jsou µ = ρ + iω a µ = ρ− iω kořeny charakteristické rovnice (4)
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Tedy řešeńı Cauchyovy úlohy (6) je

x(t) = 2e−t + e4t .

Př́ıklad 2.r. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′ + 6x′ + 9x = 0 . (7)

Řešeńı. Jedná se o lineárńı homogenńı diferenciálńı rovnici druhého řádu. Proto je jej́ı
fundamentlńı systém řešeńı tvořen dvěmi lineárně nezávislými řešeńımi. Protože jde o
diferenciálńı rovnici s konstantńımi koeficienty, lze aspoň jedno jej́ı řešeńı naj́ıt ve tvaru
x(t) = eλt, kde λ je komplexńı č́ıslo to muśı být řešeńım charakteristické rovnice

P (λ) = λ2 + 6λ + 9 = 0 .

Protože tako kvadratická rovnice má pouze jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = −3, je jej́ı
fundamentálńı systém řešeńı tvořen funkcemi x1(t) = e−3t a x2(t) = te−3t. Obecné řešeńı
diferenciálńı rovnice (7) proto je

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−3t + c2te

−3t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 3.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + 4x′ + 13x = 0 , x(0) = 1 , x′(0) = 4 . (8)

Řešeńı. Nejprve nalezneme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (8). Protože se jedná o ho-
mogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice druhého řádu, stač́ı naj́ıt jej́ı dvě lineárně nezávislá
řešeńı. Protože má diferenciálńı rovnice konstantńı koeficienty, budeme jej́ı řešeńı hledat
ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı do rovnice (8) dostaneme pro λ
charakteristickou rovnici

P (λ) = λ2 + 4λ + 13 = 0 tj. λ1 = −2 + 3i a λ2 = −2− 3i .

Pro tyto hodnoty λ źıskáme dvě lineárně nezávislá komplexńı řešeńı diferenciálńı rovnice
(8), x1(t) = e(−2+3i)t a x2(t) = e(−2−3i)t. Tedy obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (8) je

x(t) = C1e
(−2+3i) + C2e

(−2−3i)t ,

kde C1 a C2 jsou komplexńı č́ısla. Ty urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Protože

x′(t) = (−2 + 3i)C1e
(−2+3i)t + (−2− 3i)C2e

(−2−3i)t ,

dávaj́ı počátečńı podmı́nky soustavu rovnic

C1 + C2 = 1 a (−2 + 3i)C1 + (−2− 3i)C2 = 4 , tj. C1 = 1
2
− i , C2 = 1

2
+ i .

Tedy řešeńı Cauchyovy úlohy (8) je

x(t) =
(

1
2
− i

)
e(−2+3i)t +

(
1
2

+ i
)
e(−2−3i)t = e−2t cos 3t + 2e−2t sin 3t .
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Jednodušš́ı než hledat hodnoty komplexńıch č́ısel C1 a C2 je přej́ıt ve vektorovém prostoru
řešeńı homogenńı rovnice k bázi tvořené reálnými funkcemi

x1(t) =
e(−2+3i)t + e(−2−3i)t

2
= Re

(
e(−2+3i)t

)
= e−2t cos 3t ,

x2(t) =
e(−2+3i)t − e(−2−3i)t

2i
= Im

(
e(−2+3i)t

)
= e−2t sin 3t .

Obecné řešeńı pak lze zapsat jako

x(t) = c1e
−2t cos 3t + c2e

−2t sin 3t ,

kde c1 a c2 jsou opět konstanty, ale kv̊uli reálným počátečńım podmı́nkám jsou reálné
(pro komplexńı konstanty C1 a C2 plynulo, že tyto konstanty jsou komplexně sdružené).
Po dosazeńı počátečńıch podmı́nek dostaneme pro konstanty c1 a c2 soustavu rovnic

c1 = 1 , −2c1 + 3c2 = 4 , tj. c1 = 1 , c2 = 2 .

Opět jsme tedy dostali řešeńı Cauchyovy úlohy (8)

x(t) = e−2t cos 3t + 2e−2t sin 3t .

Př́ıklad 4.r. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x(4) + 6x′′′ + 17x′′ + 28x′ + 20x = 0 , (9)

jestliže v́ıte, že jedno řešeńı této rovnice je x(t) = e−t sin 2t.

Řešeńı. Protože se jedná o homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice čtvrtého řádu, stač́ı
naj́ıt jej́ı čtyři lineárně nezávislá řešeńı. Protože má diferenciálńı rovnice konstantńı ko-
eficienty, budeme jej́ı řešeńı hledat ve tvaru x(t) = eλt, kde λ je konstanta. Po dosazeńı
do rovnice (9 dostaneme pro λ charakteristickou rovnici

P (λ) = λ4 + 6λ3 + 17λ2 + 28λ + 20 = 0 .

Protože je řešeńı x(t) = e−t sin 2t odpov́ıdá kořen̊um charakteristické rovnice λ = −1±2i,
muśı být charakteristický polynom P (λ) dělitelný polynomem

(λ + 1− 2i)(λ + 1 + 2i) = λ2 + 2λ + 5 ,

ve skutečnosti je

P (λ) = λ4 + 6λ3 + 17λ2 + 28λ + 20 = (λ2 + 2λ + 5)(λ2 + 4λ + 4) .

Tedy charakteristická rovnice má dvojnásobný kořen λ1,2 = −2 a dva jednoduché kom-
plexně sdružené kořeny λ3,4 = −1± 2i.
Dvojnásobnému kořenu λ1,2 = −2 odpov́ıdaj́ı dvě řešeńı diferenciálńı rovnice (9) x1(t) =
e−2t a x2(t) = te−2t. Dvojici jednoduchých komplexně sdružených kořen̊u λ3,4 = −1 ± 2i
pak odpov́ıdaj́ı reálná řešeńı

x3(t) = Re
(
e(−1+2i)t

)
= e−t cos 2t , x4(t) = Im

(
e(−1+2i)t

)
= e−t sin 2t .
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Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice (9) proto je

x(t) = c1e
−2t + c2te

−2t + c3e
−t cos 2t + c4e

−t sin 2t ,

kde c1, c2, c3 a c4 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 5.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ − x′ − 2x = e−t cos t + (t + 2)et

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom rovnice

P (λ) = λ2 − λ− 2

má dva kořeny λ1 = −1 a λ2 = 2. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı homogenńı
rovnice x1(t) = e−t a x2(t) = e2t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−t + c2e

2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = e−t cos t a f2(t) = (t+2)et,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ = −1+i neńı kořen charakteristické rovnice, budeme hledat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı
nehomogenńı rovnice ve tvaru

xN,1(t) = e−t
(
A1 cos t + B1 sin t

)
,

kde A1 a B1 jsou reálná č́ısla.
Funkce f2(t) je součin polynomu stupně 1 a exponenciálńı funkce e−t. Protože µ = −1
je kořen charakteristického polynomu násobnosti 1, budeme pro tuto část hledat řešeńı
nehomogenńı rovnice ve tvaru

xN,2(t) = e−t
(
A2t + B2

)
· t ,

kde A2 a B2 jsou reálná č́ısla.
Řešeńı celé nehomogenńı rovnice pak budeme hledat ve tvaru

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) = e−t
(
A1 cos t + B1 sin t

)
+ e−t

(
A2t + B2

)
· t .

Př́ıklad 6.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 3x′ + 2x = et(t− 3) + e−t(2 + cos 2t)

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 3λ + 2
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má dva kořeny λ1 = −1 a λ2 = −2. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı homogenńı
rovnice x1(t) = e−t a x2(t) = e−2t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−t + c2e

−2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice

f(t) = et(t− 3) + e−t(2 + cos 2t) = et(t− 3) + 2e−t + e−t cos 2t

je součet tř́ı funkćı f1(t) = et(t − 3), f2(t) = 2e−t a f3(t) = e−t cos 2t, pro které umı́me
naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 1 a µ3 = −1 + 2i nejsou kořeny charakteristické rovnice a µ2 = −1 je kořen
charakteristické rovnice násobnosti jedna, budeme hledat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı nehomogenńı
rovnice ve tvaru

xN,1(t) = et(A1t + B1) , xN,2(t) = A2e
−t · t , xN,3(t) = e−t

(
A3 cos 2t + B3 sin 2t

)
,

kde Ak a Bk jsou reálná č́ısla. Řešeńı celé nehomogenńı rovnice pak hledáme ve tvaru

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) + xN,3(t) = et(A1t + B1) + A2e
−t · t + e−t

(
A3 cos 2t + B3 sin 2t

)
.

Př́ıklad 7.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 4x′ + 4x = t2 + 2− e−2t sin t + e−2t

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 4λ + 4

má jeden dvojnásobný kořen λ1 = −2. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı homogenńı
rovnice x1(t) = e−2t a x2(t) = te−2t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−2t + c2te

−2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet tř́ı funkćı f1(t) = t2 + 2, f2(t) = −e−2t sin t a
f3(t) = e−2t, pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 0 a µ2 = −2 + i nejsou kořeny charakteristického polynomu a µ3 = −2
je kořen charakteristického polynomu násobnosti 2, budeme hedat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı
nehomogenńı rovnice ve tvaru

xN,1(t) = A1t
2 + B1t + C1 , xN,2(t) = e−2t

(
A2 cos t + B2 sin t

)
, xN,3(t) = A2e

−2t · t2,

kde Ak Bk a C1 jsou reálná č́ısla. Řešeńı celé nehomogenńı rovnice pak hledáme ve tvaru

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) + xN,3(t) .
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Př́ıklad 8.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 6x′ + 9x = te−t(sin 2t + t cos 2t− e−2t)

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 6λ + 9

má jeden dvojnásobný kořen λ1 = −3. Proto jsou dvě lineárně nezávislá řešeńı homogenńı
rovnice x1(t) = e−3t a x2(t) = te−3t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−3t + c2te

−3t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla
Pravá strana nehomogenńı rovnice

f(t) = te−t(sin 2t + t cos 2t− e−2t) = e−t
(
t sin 2t + t2 cos 2t

)
+ te−3t

je součet dvou funkćı f1(t) = e−t
(
t sin 2t+ t2 cos 2t

)
a f2(t) = te−3t, pro které umı́me naj́ıt

řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −1 + 2i neńı kořen charakteristického polynomu a µ2 = −3 je kořen cha-
rakteristického polynomu násobnosti 2, budeme hledat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı nehomogenńı
rovnice ve tvaru

xN,1(t) = e−t
(
(A1t

2 + B1t + C1) cos 2t + (D1t
2 + E1t + F1) sin 2t

)
,

xN,2(t) = (A2t + B2)e
−3t · t2.

Řešeńı celé nehomogenńı rovnice má pak tvar xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t).

Př́ıklad 9.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ − 2x′ + 5x = e−t sin 2t + (2t + 1)et cos 2t

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 − 2λ + 5

má dva komplexńı kořeny λ1 = 1 ± 2i. Proto jsou dvě reálná lineárně nezávislá řešeńı
homogenńı rovnice x1(t) = et cos 2t a x2(t) = et sin 2t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
t cos 2t + c2e

t sin 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = e−t sin 2t a f2(t) =
(2t + 1)et cos 2t, pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −1+2i neńı kořen charakteristického polynomu a µ2 = 1+2i je kořen charak-
teristického polynomu násobnosti jedna, budeme hledat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı nehomogenńı
rovnice ve tvaru

xN,1(t) = e−t
(
A1 cos 2t+B1 sin 2t

)
, xN,2(t) = et

(
(A2t+B2) cos 2t+(C2t+D2) sin 2t

)
· t ,
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kde Ak, Bk, C2 a D2 jsou reálná č́ısla. Řešeńı celé nemohogenńı rovnice má pak tvar
xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t).

Př́ıklad 10.r. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 4x′ + 5x = e−2t(t + 2et − sin 2t + 2 cos t)

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 4λ + 5

má dva komplexńı kořeny λ1 = −2 ± i. Proto jsou dvě reálná lineárně nezávislá řešeńı
homogenńı rovnice x1(t) = e−2t cos t a x2(t) = e−2t sin t a jej́ı obecné řešeńı je

xH(t) = c1x1(t) + c2x2(t) = c1e
−2t cos t + c2e

−2t sin t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla
Pravá strana nehomogenńı rovnice

f(t) = te−2t + 2e−t − e−2t sin 2t + 2e−2t cos t

je součet čtyř funkćı f1(t) = te−2t, f2(t) = 2e−t, f3(t) = −e−2t sin 2t a f4(t) = 2e−2t cos t,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −2, µ2 = −1 a µ3 = −2 + 2i nejsou kořeny charakteristického polynomu
a µ4 = −2 + i je kořen charakteristického polynomu násobnosti jedna, budeme hledat
př́ıslušná řešeńı nehomogenńı rovnice ve tvaru

xN,1(t) = e−2t(A1t + B1) , xN,2(t) = A2e
−t ,

xN,3(t) = e−2t
(
A3 cos 2t + B3 sin 2t

)
, xN,4(t) = e−2t

(
A4 cos t + B4 sin t

)
· t ,

kde Ak a Bk jsou reálná č́ısla. Celé řešeńı nehomogenńı rovnice pak bude mı́t tvar xN(t) =
xN,1(t) + xN,2(t) + xN,3(t) + xN,4(t).

Př́ıklad 11.r. Určete, v jakém tvaru budete hledat řešeńı diferenciálńı rovnice

x(5) − x(4) − x′′′ − 11x′′ + 8x′ + 20x = (t + 2)et + (t2 − 3)e2t + te3t cos t− 3e−t cos 2t + t2e−t sin 2t . (10)

Řešeńı: Charakteristický polynom rovnice (10) je

P (λ) = λ5 − λ4 − λ3 − 11λ2 + 8λ + 20 .

Pravá strana rovnice je součet čtyř člen̊u, které odpov́ıdaj́ı r̊uzným hodnotám µ:

f1(t) = (t + 2)et , µ1 = 1 , f2(t) = (t2 − 3)e2t , µ2 = 2 ,
f3(t) = te3t cos t , µ3 = 3 + i , f4(t) = −3e−t cos 2t + t2e−t sin 2t , µ4 = −1 + 2i .

Proto budeme řešeńı hledat jako součet čtyř člen̊u xN,k(t), které odpov́ıdaj́ı řešeńım diferenciálńı rovnice
(10) s pravou stranou fk(t).
Pro µ1 = 1 je P (1) = 16 6= 0. Proto budeme hledat odpov́ıdaj́ıćı řešeńı ve tvaru

xN,1 = (A1t + B1)et .
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Pro µ2 = 2 dostaneme P (2) = 0. Derivace charakteristického polynomu je

P ′(λ) = 5λ4 − 4λ3 − 3λ2 − 22λ + 8 .

Protože P ′(2) = 0, najdeme ještě druhou derivaci

P ′′(λ) = 20λ3 − 12λ2 − 6λ− 22 .

A protože P ′′(2) = 78 6= 0, je µ = 2 kořen charaktristického polynomu násobnosti 2. Řešeńı pro druhou
část budeme tedy hledat ve tvaru

xN,2(t) = (A2t
2 + B2t + C2)e2t · t2 .

Protože µ = 2 je kořen charakteristického polynomu P (λ), je P (λ) dělitelné polynomem (λ − 2)2. Po
vyděleńı dostaneme

P (λ) = (λ− 2)2(λ3 + 3λ2 + 7λ + 5)

Pro µ3 = 3 + i dostaneme P (3 + i) = (1 + i)2(68 + 51i) 6= 0. Tedy µ3 neńı kořen charakteristického
polynomu a řešeńı pro pravou stranu f3(t) budeme hledat ve tvaru

xN,3(t) = e3t
(
(A3t + B3) cos t + (C3t + D3) sin t

)
.

Pro µ4 = −1 + 2i je P (−1 + 2i) = (−3 + 2i)2 · 0 = 0. Proto je µ4 = −1 + 2i kořen charakteristického
polynomu. A protože má P (λ) reálné koeficienty, je i µ4 = −1−2i kořen polynomu P (λ). Proto muśı být
charakteristický polynom dělitelný polynomem (λ− µ4)(λ− µ4) = (λ2 + 2λ + 5). Tedy

P (λ) = (λ− 2)2(λ2 + 2λ + 5)(λ + 1)

a µ4 = −1 + 2i je kořen chakteristického polynomu násobnosti jedna. O tom jsme se mohli přesvědčit
také tak, že bychom zjistili, že P ′(−1 + 2i) 6= 0. Tedy pro µ4 = −1 + 2i je r = 1 a řešeńı pro čtvrtou část
budeme hledat ve tvaru

xN,4(t) = e−t
(
(A4t

2 + B4t + C4) cos 2t + (D4t
2 + E4t + F4) sin 2t

)
· t .

Př́ıklad 12.r. Najděte obecné řešeńı rovnice x′′ − 3x′ + 2x = 2t2 − 3 + 5 cos t.

Řešeńı. Charakteristický polynom

P (λ) = λ2 − 3λ + 2

má dva jednoduché kořeny λ1 = 1 a λ2 = 2. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1e
t + c2e

2t,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = 2t2 − 3 a f2(t) = 5 cos t,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 0 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı, které
odpov́ıdá funkci f1(t), tj. diferenciálńı rovnice

x′′ − 3x′ + 2x = 2t2 − 3 , (11)

ve tvaru x(t) = At2 + Bt + C, kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Po dosazeńı do (11)
dostaneme

2A− 3(2At + B) + 2(At2 + Bt + C) = 2At2 + (−6A + 2B)t + (2A− 3B + 2C) = t2 − 3 .
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Tedy pro č́ısla A, B a C muśı platit

2A = 2 , −6A + 2B = 0 , 2A− 3B + 2C = −3 , tj. A = 1 , B = 3 , C = 2 .

Tedy řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice je

xN,1(t) = t2 + 3t + 2 .

Protože µ2 = i neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı pro druhou
čast nehomogenńı rovnice, tj. pro rovnici

x′′ − 3x′ + 2x = 5 cos t , (12)

ve tvaru x(t) = A cos t + B sin t, kde A a B jsou reálná č́ısla po dosazeńı do rovnice (12)
dostaneme

−A cos t−B sin t− 3(−A sin t + B cos t) + 2(A cos t + B sin t) =

= (A− 3B) cos t + (3A + B) sin t = 5 cos t .

Tedy konstanty A a B muśı splňovat soustavu rovnic

A− 3B = 5 , 3A + B = 0 , tj. A = 1
2
, B = −3

2
.

Tedy řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice je xN,2(t) = 1
2

cos t− 3
2
sin t.

Celkově je řešeńı nehomogenńı rovnice xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) a obecné řešeńı dané
diferenciálńı rovnice je

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1e
t + c2e

2t + t2 + 3t + 2 + 1
2

cos t− 3
2
sin t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 13.r. Najděte obecné řešeńı rovnice x′′ + 4x′ + 4x = e−2t − 8t.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 4λ + 4

má jeden dvojnásobný kořen λ = −2. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xN(t) = c1e
−2t + c2te

−2t,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = e−2t a f2(t) = −8t, pro
které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −2 je kořen charakteristického polynomu násobnosti dvě, budeme hledat
řešeńı odpov́ıdaj́ıćı nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ + 4x′ + 4x = e−2t,

ve tvaru x(t) = At2e−2t. Po dosazeńı a vykráceńı výrazem e−2t dostaneme

A(4t2 − 8t + 2) + 4A(−2t2 + 2t) + 4At2 = 2A = 1 , neboli A = 1
2
.
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Proto je řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice xN,1(t) = 1
2
t2e−2t.

Protože µ2 = 0 neńı kořenem charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı odpo-
v́ıdaj́ıćı nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ + 4x′ + 4x = −8t ,

ve tvaru x(t) = At + B. Po dosazeńı dostaneme

4A + 4(At + B) = 4At + (4A + 4B) = −8t , tj. 4A = −8 , 4A + 4B = 0 ,

neboli A = −2 a B = 2. Řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice tedy je xN,2(t) = 2− 2t.
Celkově je řešeńı nehomogenńı rovnice xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) a obecné řešeńı celé
diferenciálńı rovnice je

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1e
−2t + c2te

−2t + 1
2
t2e−2t + 2− 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 14.r. Najděte obecné řešeńı rovnice x′′ + 4x′ + 13x = 3e−2t + 20 sin t.

Řešeńı. Charakteristický polynom diferenciálńı rovnice

P (λ) = λ2 + 4λ + 13

má dva komplexně sdružené kořeny λ = −2±3i. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xN(t) = c1e
−2t cos 3t + c2te

−2t sin 3t,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = 3e−2t a f2(t) = 20 sin t,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −2 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı prvńı
části nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ + 4x′ + 13x = 3e−2t

ve tvaru x(t) = Ae−2t. Po dosazeńı dostaneme

4A− 8A + 13A = 9A = 3 , tj. A = 1
3
.

Tedy řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice je xN,1(t) = 1
3
e−2t.

Protože µ2 = i neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı druhé části
nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ + 4x′ + 13x = 20 sin t ,

ve tvaru x(t) = A cos t + B sin t po dosazeńı do př́ıslušné rovnice dostaneme

−A cos t−B sin t + 4(−A sin t + B cos t) + 13(A cos t + B sin t) =

= (12A + 4B) cos t + (−4A + 12B) sin t = 20 sin t ,
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neboli
12A + 4B = 0 , −4A + 12B = 20 , tj. A = −1

2
, B = 3

2
.

Tedy řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice je xn,2(t) = −1
2

cos t + 3
2

sin t.
Jedno řešeńı celé nehomogenńı rovnice je pak xN(t) = xN,1(t)+xN,2(t) a jej́ı obecné řešeńı

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1e
−2t cos 3t + c2te

−2t sin 3t + 1
3
e−2t − 1

2
cos t + 3

2
sin t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.

Př́ıklad 15.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ − 4x = 17e2t cos t− 4e−2t , x(0) = 0 , x′(0) = 5 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 − 4 má dva jednoduché kořeny λ1 = 2 a
λ2 = −2. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1e
2t + c2e

−2t,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = 17e2t cos t a f2(t) =
−4e−2t, pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 2 + i neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı prvńı
části nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ − 4x = 17e2t cos t

ve tvaru x(t) = e2t(A cos t + B sin t). Protože

x′(t) = e2t
(
2A cos t + 2B sin t− A sin t + B cos t

)
=

= e2t
(
(2A + B) cos t + (−A + 2B) sin t

)
,

x′′(t) = e2t
(
2(2A + B) cos t + 2(−A + 2B) sin t− (2A + B) sin t + (−A + 2B) cos t

)
=

= e2t
(
(3A + 4B) cos t + (−4A + 3B) sin t

)
dostaneme dosazeńı do rovnice a vykráceńı výrazem e2t

(3A + 4B) cos t + (−4A + 3B) sin t− 4(A cos t + B sin t) =

= (−A + 4B) cos t + (−4A−B) sin t = 17 cos t ,

neboli
−A + 4B = 17 , −4A−B = 0 , tj. A = −1 , B = 4 .

Tedy řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice je xN,1(t) = e2t(4 sin t− cos t)
Protože µ2 = −2 je kořen charakteristického polynomu násobnosti jedna, budeme hledat
řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice, tj. rovnice

x′′ − 4x = −4e−2t

ve tvaru x(t) = Ate−2t. Po dosazeńı a vykráceńı výrazem e−2t dostaneme

A(4t− 4)− 4At = −4A = −4 , tj. A = 1 .
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Tedy druhá část nehomogenńı rovnice má řešeńı xN,2(t) = −te−2t a jedno řešeńı celé
nehomogenńı rovnice je xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t). Z toho pak dostaneme obecné řešeńı
dané diferenciálńı rovnice

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1e
2t + c2e

−2t + e2t(4 sin t− cos t) + te−2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Tato č́ısla nejdeme tak, aby byly splněny počátečńı podmı́nky. Protože

x′(t) = 2c1e
2t − 2c2e

−2t + 2e2t(4 sin t− cos t) + e2t(4 cos t + sin t) + (1− 2t)e−2t ,

dávaj́ı počátečńı podmı́nky

x(0) = 0 = c1 + c2 − 1 , x′(0) = 5 = 2c1 − 2c2 + 3 , tj c1 = 1 , c2 = 0 .

Tedy řešeńı dané Chauchyovy úlohy je

x(t) = e2t + e2t(4 sin t− cos t) + te−2t .

Př́ıklad 16.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ − 4x′ + 4x = 2e2t + 4 sin 2t , x(0) = 1 , x′(0) = 2 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 − 4λ + 4 má jeden dvojnásobný kořen
λ = 2. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1e
2t + c2te

2t.

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet dvou funkćı f1(t) = 2e2t a f2(t) = 4 sin 2t,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 2 je kořen charakteristického polynomu násobnosti 2, budeme hledat řešeńı
př́ıslušné nehomogenńı rovnice, tj. rovnice x′′ − 4x′ + 4x = 2e2t, ve tvaru x(t) = At2e2t,
kde A je reálné č́ıslo. Po dosazeńı a vykráceńı výrazem e2t dostaneme

A(4t2 + 4t + 2)− 4A(2t2 + 2t) + 4At2 = 2A = 2 , tj. A = 1 .

Jedno řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice tedy je xN,1(t) = t2e2t.
Protože µ2 = 2i neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı diferen-
ciálńı rovnice

x′′ − 4x′ + 4x = 4 sin 2t

ve tvaru x(t) = A cos 2t + B sin 2t, kde A a B jsou reálná č́ısla. Po dosazeńı dostaneme

−4A cos 2t− 4B sin 2t− 4(−2A sin 2t + 2B cos 2t) + 4(A cos 2t + B sin 2t) =

= 8A sin 2t− 8B cos 2t = 4 sin 2t .

Tedy A = 1
2

a B = 0 a řešeńı této části nehomogenńı rovnice je xN,2(t) = 1
2

cos 2t.
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Tak dostaneme jedno řešeńı nehomogenńı rovnice xN(t) = t2e2t + 1
2

cos 2t a obecné řešeńı
celé diferenciálńı rovnice

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1e
2t + c2te

2t + t2e2t + 1
2

cos 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla. Protože

x′(t) = 2c1e
2t + c2(2t + 1)e2t + (2t2 + 2t)e2t − sin 2t ,

dostaneme pro ně z počátečńıch podmı́nek soustavu rovnic

c1 + 1
2

= 1 , 2c1 + c2 = 2 , tj. c1 = 1
2
, c2 = 1 .

Tedy řešeńı dané Cauchyovy úlohy je

x(t) = 1
2
e2t + te2t + t2e2t + 1

2
cos 2t ,

Př́ıklad 17.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + x = 2t2 − t + 2− 2te−t , x(0) = 1 , x′(0) = 0 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 1 má dva komplexné sdružené kořeny
λ1,2 = ±i. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1 cos t + c2 sin t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet funkćı f1(t) = 2t2 − t + 2 a f2(t) = −2te−t,
pro které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 0 neńı kořenem charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı pro
prvńı část nehomogenńı rovnice ve tvaru x(t) = At2 + Bt + C, kde A, B a C jsou reálná
č́ısla. Po dosazeńı dostaneme

2A + At2 + Bt + C = 2t2 − t + 2 , tj. A = 2 , B = −1 , C = −2 .

Tedy řešeńı prvńı části nehomogenńı rovnice je xN,1(t) = 2t2 − t− 2.
Protože ani µ2 = −1 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı druhé
části nehomogenńı rovnice ve tvaru x(t) = e−t(At + B), kde A a B jsou reálná č́ısla. Po
dosazeńı do př́ıslušné diferenciálńı rovnice a vykráceńı výrazem e−t dostaneme

At + B − 2A + (At + B) = 2At + (−2A + 2B) = −2t , tj. A = −1 , B = −1 .

Tedy řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice je xN,2(t) = −e−t(t + 1).
Proto je jedno řešeńı nehomogenńı rovnice

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) = 2t2 − t− 2− e−t(t + 1)

a jej́ı obecné řešeńı

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1 cos t + c2 sin t + 2t2 − t− 2− e−t(t + 1) ,
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kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla, která najdeme z počátečńıch podmı́nek. Protože

x′(t) = −c1 sin t + c2 cos t + 4t− 1 + te−t ,

vedou počátečńı podmı́nky k soustavě rovnic

c1 − 3 = 1 , c2 − 1 = 0 , neboli c1 = 4 , c2 = 1 .

Tedy řešeńı dané Cauchyovy úlohy je

x(t) = 4 cos t + sin t + 2t2 − t− 2− e−t(t + 1) .

Př́ıklad 18.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + 4x = 2e−2t + 5 cos 3t , x(0) = 1 , x′(0) = −1 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny
λ1,2 = ±2i. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1 cos 2t + c2 sin 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet funkćı f1(t) = 2e−2t a f2(t) = 5 cos 3t, pro
které umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = −2 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı, které
odpov́ıdá funkci f1(t) ve tvaru x(t) = Ae−2t, kde A je reálné č́ıslo. Po dosazeńı do př́ıslušné
diferencálńı rovnice pro něj dostaneme 8A = 2, neboli A = 1

4
. Tedy řešeńı prvńı části

nehomogenńı rovnice je xN,1(t) = 1
4
e−2t.

Protože µ2 = 3i neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı, které
odpov́ıdá funkci f2(t) ve tvaru x(t) = A cos 3t + B sin 3t, kde A a B jsou reálná č́ısla. Po
dosazeńı do př́ıslušné diferencálńı rovnice pro ně dostaneme

−9A cos 3t− 9B sin 3t + 4A cos 3t + 4B sin 3t = 5 cos 3t , tj. A = −1 , B = 0 .

Proto je řešeńı druhé části nehomogenńı rovnice xN,2(t) = − cos 3t.
Jedno řešeńı celé nehomogenńı rovnice pak je

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) = 1
4
e−2t − cos 3t

a pro obecné řešeńı nehomogenńı rovnice dostaneme

x(t) = c1 cos 2t + c2 sin 2t + 1
4
e−2t − cos 3t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla. Ty muśıme zvolit tak, aby byly splněny počátečńı
podmı́nky. Protože

x′(t) = −2c1 sin 2t + 2c2 cos 2t− 1
2
e−2t + 3 sin 3t ,

dávaj́ı počátečńı podmı́nky

c1 + 1
4
− 1 = 1 , 2c2 − 1

2
= −1 , tj. c1 = 7

4
, c2 = −1

4
.
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Z toho dostaneme řešeńı dané Cauchyovy úlohy

x(t) = 7
4

cos 2t− 1
4

sin 2t + 1
4
e−2t − cos 3t .

Př́ıklad 19.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + x = t + sin t , x(0) = 2 , x′(0) = 1 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 1 má dva komplexně sdružené kořeny
λ1,2 = ±i. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1 cos t + c2 sin t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana nehomogenńı rovnice je součet funkćı f1(t) = t a f2(t) = sin t, pro které
umı́me naj́ıt řešeńı nehomogenńı rovnice odhadem.
Protože µ1 = 0 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı, které
odpov́ıdá funkci f1(t) = t hledat ve tvaru x(t) = At + B, kde A a B jsou reálná č́ısla.
Po dosazeńı do př́ıslušné diferenciálńı rovnice dostaneme A = 1 a B = 0. Tedy řešeńı pro
prvńı část nehomohenńı rovnice je xN,1(t) = t.
Protože µ2 = i je kořen charakteristického polynomu násobnosti jedna, budeme hledat
řešeńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice s pravou stranou f2(t) ve tvaru x(t) = (A cos t+
B sin t) · t. Protože

x′(t) = A cos t + B sin t− At sin t + Bt cos t ,

x′′(t) = −2A sin t + 2B cos t− At cos t−Bt sin t ,

dostaneme po dosazeńı do př́ıslušné diferenciálńı rovnice

−2A sin t+2B cos t−At cos t−Bt sin t+(A cos t+B sin t)t = −2A sin t+2B cos t = sin t ,

neboli A = −1
2
, B = 0. Tedy jedno řešeńı nehomogenńı rovnice s pravou stranou f2(t) =

sin t je xN,2(t) = −1
2
t cos t.

Pro jedno řešeńı celé nehomogenńı rovnice tady máme

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) = t− 1
2
t cos t

a jej́ı obecné řešeńı je

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1 cos t + c2 sin t + t− 1
2
t cos t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla. Ty muśıme zvolit tak, aby byly splněny počátečńı
podmı́nky. Protože

x′(t) = −c1 sin t + c2 cos t + 1− 1
2

cos t + 1
2
t sin t ,

muśı platit
c1 = 2 , c2 + 1− 1

2
= 1 , tj. c2 = 1

2
.
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To nám dá řešeńı naš́ı Cauchyovy úlohy

x(t) = 2 cos t + 1
2

sin t + t− 1
2
t cos t .

Př́ıklad 20.r. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + 4x = 8 sin2 t , x(0) = −1 , x′(0) = 2 .

Řešeńı. Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny
λ1,2 = ±2i. Proto je obecné řešeńı homogenńı rovnice

xH(t) = c1 cos 2t + c2 sin 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla.
Pravá strana diferenciálńı rovnice, tj. funkce f(t) = 8 sin2 t nemá tvar, pro který umı́me
odhadnout řešeńı př́ımo. Ale protože

f(t) = 8 sin2 t = 4(1− cos 2t) = 4− 4 cos 2t ,

lze ji zapsat jako součet funkćı f1(t) = 4 a f2(t) = −4 cos 2t, pro které už řešeńı nehomo-
genńı rovnice odhadnout umı́me.
Protože µ1 = 0 neńı kořen charakteristického polynomu, budeme hledat řešeńı nehomo-
genńı rovnice s pravou stranou f1(t) = 4 ve tvaru x(t) = A, kde A je reálné č́ıslo. Po
dosazeńı dostaneme 4A = 4, tj. A = 1. Tedy část řešeńı nehomogenńı rovnice, které
odpov́ıdá funkci f1(t) je xN,1(t) = 1.
Protože µ2 = 2i je kořen charakteŕıstického polynomu násobnosti jedna, budeme hledat
řešeńı nehomogenńı rovnice s pravou stranou f2(t) = −4 cos 2t ve tvaru x(t) = (A cos 2t+
B sin 2t) · t. Po dosazeńı do opdov́ıdaj́ıćı diferenciálńı dostaneme

−4At cos 2t− 4Bt sin 2t− 4A sin 2t + 4B cos 2t + 4(A cos 2t + B sin 2t) · t =

= −4A sin 2t + 4B cos 2t = −4 cos 2t .

Tedy muśı být A = 0 a B = −1 a jedno řešeńı nehomogenńı rovnice s pravou stranou
f2(t) je xN,2(t) = −t sin 2t.
Z toho dostaneme jedno řešeńı celé nehomogenńı rovnice

xN(t) = xN,1(t) + xN,2(t) = 1− t sin 2t

a jej́ı obecné řešeńı

x(t) = xH(t) + xN(t) = c1 cos 2t + c2 sin 2t + 1− t sin 2t ,

kde c1 a c2 jsou libovolná reálná č́ısla. Ta muśı naj́ıt tak, aby byly splněny počátečńı
podmı́nky. Protože

x′(t) = −2c1 sin 2t + 2c2 cos 2t− sin 2t− 2t cos 2t ,

dostaneme pro ně soustavu rovnic

c1 + 1 = −1 , 2c2 = 2 , tj. c1 = −2 , c2 = 1 .
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Tedy řešeńı dané Cauchyovy úlohy je

x(t) = −2 cos 2t + sin 2t + 1− t sin 2t .

Př́ıklad 1. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′′ + 5x′ + 6x = 0, x(0) = 1, x′(0) = −1.[
x(t) = 2e−2t − e−3t.

]
Př́ıklad 2. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′′ + 8x′ + 16x = 0, x(0) = 0, x′(0) = 1.[

x(t) = te−4t.
]

Př́ıklad 3. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy x′′ + 2x′ + 10x = 0, x(0) = 2, x′(0) = 1.[
x(t) = e−t

(
2 cos 3t + sin 3t

)
.
]

Př́ıklad 4. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x(5) + x(4) − 7x′′′ − 3x′′ + 24x′ + 20x = 0 ,

jestliže v́ıte, že jedno jej́ı řešeńı je x(t) = e2t cos t + 4e−2t.[
x(t) = c1e

−t + c2e
−2t + c3te

−2t + c4e
2t cos t + c5e

2t sin t .
]

Př́ıklad 5. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 4x′ + 3x = (t + 1)et + e−3t + e−t cos 2t

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.[
xH(t) = c1e

−t + c2e
−3t;

xN(t) = (a1t + b1)e
t + a2e

−3t · t + e−t(a3 cos 2t + b3 sin 2t) .

]
Př́ıklad 6. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + x′ − 6x = e2t
(
t + 2 cos 2t− t sin 2t

)
a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.[

xH(t) = c1e
2t + c2e

−3t;

xN(t) = (a1t + b1)e
2t · t + e2t

(
(a2t + b2) cos 2t + (c2t + d2) sin 2t

)
.

]
Př́ıklad 7. Najděte obecné řešeńı homogenńı rovnice k diferenciálńı rovnici

x′′ + 2x′ + x = te−t + e−t sin t− e−2t cos t

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.[
xH(t) = c1e

−t + c2te
−t;

xN(t) = (a1t + b1)e
−t · t2 + e−t(a2 cos t + b2 sin t) + e−2t(a3 cos t + b3 sin t) .

]
Př́ıklad 8. Najděte obecné reálné řešeńı homogenńı rovnice k rovnici

x′′ + 2x′ + 10x = (t + 1)e−t + (et − e−t) cos 3t

a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.
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[
xH(t) = c1e

−t cos 3t + c2e
−t sin 3t ;

xN(t) = (a1t + b1)e
−t + et(a2 cos 3t + b2 sin 3t) + e−t(a3 cos 3t + b3 sin 3t) · t .

]
Př́ıklad 9. Najděte obecné reálné řešeńı homogenńı rovnice k rovnici

x′′ − 4x′ + 8x = e2t
(
t− sin 2t + 2 cos t

)
a uved’te, v jakém tvaru budete hledat řešeńı nehomogenńı rovnice.[

xH(t) = c1e
2t cos 2t + c2e

2t sin 2t ;

xN(t) = (a1t + b1)e
2t + e2t(a2 cos 2t + b2 sin 2t) · t + e2t(a3 cos t + b3 sin t) .

]
Př́ıklad 10. Uved’te, v jakém tvaru budete hledat partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′′ − 3x′′ + 4x = (t− 2)et + 4e2t + 3e−t sin 2t + 2te−t cos 2t .[
xN(t) = (a1t + b1)e

t + a2e
2t · t2 + e−t

(
(a3t + b3) cos 2t + (c3t + d3) sin 2t .

]
Př́ıklad 11. Uved’te, v jakém tvaru budete hledat partikulárńı řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′′ + x′′ + 3x′ − 5x = te−t + 4e−2t cos t− 3e−t sin 2t .[
xN(t) = (a1t + b1)e−t + e−2t(a2 cos t + b2 sin t) + e−t(a3 cos 2t + b3 sin 2t) · t .

]
Př́ıklad 12. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′′ + x′ − 2x = 5 cos 2t + 6e−2t.[

x(t) = c1e
t + c2e

−2t − 3
4

cos 2t + 1
4

sin 2t− 2te−2t.
]

Př́ıklad 13. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′′ − 4x′ + 4x = 3e2t + e−t.[
x(t) = c1e

2t + c2te
2t + 3

2
t2e2t + 1

9
e−t.

]
Př́ıklad 14. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice x′′ + x = sin t + cos 2t.[

x(t) = c1 cos t + c2 sin t− 1
2
t cos t− 1

3
cos 2t .

]
Př́ıklad 15. Najděte obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′ − 2x′ + 5x = (t + 2)et cos 2t− 3et sin 2t .[
x(t) = c1e

t cos 2t + c2e
t sin 2t + 1

16
et

(
(2t + 4) sin 2t + 13 cos 2t

)
· t .

]
Př́ıklad 16. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + x′ − 6x = 4(t + 1)e−2t − 5e−3t , x(0) = 1 , x′(0) = 0 .[
x(t) = 13

20
e2t + 3

5
e−3t − 1

4
(4t + 1)e−2t + te−3t

]
Př́ıklad 17. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ − 2x′ − 3x = 10e−t sin 2t , x(0) = 2 , x′(0) = 3 .[
x(t) = −1

2
e−t + 3

2
e3t + e−t cos 2t− 1

2
e−t sin 2t .

]
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Př́ıklad 18. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′′+2x′+x = e−t+e−t cos t, které splňuje

počátečńı podmı́nky x(0) = 0 a x′(0) = 0.
[
x(t) = e−t

(
1 + 1

2
t2 − cos t

)
.
]

Př́ıklad 19. Najděte řešeńı diferenciálńı rovnice x′′+6x′+10x = (t+2)e−3t, které splňuje

počátečńı podmı́nky x(0) = 1 a x′(0) = 0.
[
x(t) = e−3t

(
t + 2− cos t + 2 sin t

)
.
]

Př́ıklad 20. Najděte řešeńı Cauchyovy úlohy

x′′ + 2x′ + 2x = e−2t(t + 1) + 2 cos 2t− sin 2t , x(0) = 1 , x′(0) = −2 .[
x(t) = −5

2
e−t sin t + 1

2
e−t(t + 2) + 1

2
sin 2t .

]
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