Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty

SOUSTAVA LINEARNICH DIFERENCIALNI ROVNIC S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
je soustava

1;’1 = a1121 +ai2r2 + ... + aipxy + fl(t) )

Ty = apx1 + a2x2 + ... + a2pxy + fa(t), (1)

Ty = Ap1T1 + @22 + . ..+ appy + fo(t),

kde a;x jsou redlnd ¢isla a fi(t) jsou specidlni funkce, které budeme specifikovat pozdéji.
Abychom zkratili zapis, zavedeme oznaceni

x1 ai, a2, ..., Gip J1(t)

T2 asi, a2, ..., a2 fa(t)
x=|""f, a=|7T77T7T, t)=

Tn anl, @n2, --., Gnn fn(t)

Soustavu diferencidlnich rovnic (1) lze pak pséat ve tvaru
x = Ax+f(t).

OBECNE RESEN{
soustavy diferencidlnich rovnic (1) obsahuje n—konstant ¢y, ¢, ..., ¢y.

POCATECNT PODMINKA A CAUCHYOVA ULOHA
Pocédteéni podminka pro soustavu diferencidlnich rovnic (1) je

r1(to) = &1,  wa(to) = &2, e T (to) = &n - (2)

Uloha najit fesen{ soustavy diferencidlnich rovnic (1), které spliiuje po¢éteéni podminku (2) se
nazyva Cauchyova uloha.

DUSLEDKY LINEARITY SOUSTAVY (1)
Protoze je zobrazeni

L(x) =x' — Ax
linedrni, tj. pro kazdé vektorové funkce x; a xo a konstanty c1, co je
L(C1X1 + CQXQ) = ClL(Xl) + CQL(XQ) s
plati pro feSeni soustavy diferencidlnich rovnic L(x) = f(t), tj. soustavy (1), obecné véty, které
plati pro feSeni kazdé linearni rovnice.

Princip superpozice:
Jestlize jsou xi, resp. xg, feSeni soustavv L(x;) = fi(t), resp. L(x2) = fa(t), a ¢1, ¢a jsou
konstanty, je x = ¢1X; + coxy FeSeni soustavy L(x) = ¢1f1(t) + cafa(t).




Homogenni a nehomogenni soustava
Jestlize je f(t) # 0 nazyva se soustava L(x) = f(¢), tj. soustava (1), nehomogenni, a je-li f(¢) = 0,
nazyva se soustava L(x) = 0, tj. soustava

Th = anz1 +arr + ...+ aints

ThH = a1T1 + a2 + ... + a2,
2 e neboli x' = Ax, (3)

T = an1®1 4 an2Ta + ...+ Appy

homogenni soustava pfislusné k soustave (1).
Obecné feseni x nehomogenni soustavy L(x) = f(t), tj. feSeni s konstantami, 1ze zapsat ve tvaru

X(t) = XH(t) + XN(t) s

kde xf7(t) je obecné feseni piislusné homogenni soustavy (3) a xy(t) je jedno reseni nehomogenni
soustavy (1).

Mnozina vSech feseni homogenni soustavy L(x) = 0 tvoii vektorovy prostor Vy.

RESENf HOMOGENN{ SOUSTAVY

Pro homogenni soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu (3) je dimenze vektorového prostoru
Vg rovna n. Proto sta¢i najit n jejich linedrné nezdvislych teseni xi(t), xa2(t), ..., xn(t), tzv.
fundamentalni systém feSeni homogenni diferencidlni soustavy (3). Obecné feseni homogenni
soustavy (3) pak je

x(t) = a1xi(t) + caxa(t) + ... + cuxp(t),

kde c1, ¢, ..., ¢, jsou (obecné komplexni) konstanty.

Charakteristicky polynom a charakteristickd rovnice
Neékterd feseni homogenni soustavy (3) lze najit ve tvaru

2 (t) = eMuy k=1,2,...,n,
kde A a vy jsou komplexni konstanty a vSechna v nejsou rovna nule, neboli pomoci vektoru

U1

V2
x(t)=eMv, kde v=| |,

Un

je nenulovy vektor. Protoze x'(t) = Aev, ziskdme po dosazeni do rovnice (3) pro A a v soustavu
rovnic

Av=Av, neboli (A-X)v=0, (4)

kde I je jednotkovd matice. Soustava (4) je soustava n rovnic pro m proménnych v, k =
1, 2, ..., n, s parametrem A. Aby tato soustava méla nenulové feseni v, musi byt matice A — \I
singularni, tj. musi platit

P(X\) =det(A —\I) =0. (5)

Polynom P(\) je polynom stupné n a nazyva se charakteristicky polynom. Rovnice (5), tj.
rovnice P(\) = 0, se nazyva charakteristicka rovnice.

Jestlize je Ao TeSeni charakteristické rovnice a v feSeni rovnice (4), kde A = )\, je vektorovéd
funkce x(t) = e*v fegeni homogenni soustavy (3).



Redlnd a komplexni TeSend

Jestlize je \g = a+ i3, kde § # 0, komplexni feseni charakteristické rovnice, a v odpovidajici
feseni soustavy (4), je také A\g = a — i Feseni charakteristické rovnice a za feseni odpovidajici
soustavy (4) lze zvolit vektor v, tj. vektor, jehoz slozky jsou komplexné sdruzend ¢isla, ke slozkdm
vektoru v. V takovém piipadé 1ze misto dvou komplexnich fesenich homogenni soustavy (3)

21(t) = Miv | zy(t) = 7 (t) = NV
zvolit dvojici redlnych feseni

—Re(z1(t)),  xot) = Zl(t);lzl(t) — Tm (21 (1))

z1(t) + 71 (1)

Xl(t) = B

Dvojndsobny koten charakteristické rovnice

Pro soustavu dvou rovnic prvniho fddu muze jesté nastat piipad, Ze A\g dvojndsobny kofen
charakteristické rovnice a rovnice (A — )\OI)V = 0 ma pouze jedno linedrné nezavislé feseni vy,
tj. plati

(A - )\01)V1 =0.

Ao

Jedno feseni soustavy (3) je stejné jako difve xi(t) = e*'v;. Druhé feSeni lze pak najit

nasledujicim postupem: Existuje vektor vo takovy, ze plati
(A — )\OI)VQ =vVvi.
Druhé feseni soustavy (3) pak je
xa(t) = eAOt(Vg + Vlt) .

Fundamentdlni systému reseni obecné

Je-li \g kofen charakteristického polynomu nésobnosti £ > 0, je hodnost matice A — A\¢I mensi nez n.
Jestlize je hodnost této matice rovna r, lze pro toto Ag najit pouze n — r linearné nezavislych reSeni
soustavy (4).

Pokud je n — r < k postupujeme tak, ze pro dany kofen Ay najdeme vSechny linedrné nezavislé fetézce
vektoru vi, va, ..., V., pro které plati

(A*)\()I)Vl :0,
(A_AOI)VQ =V,
(A—AoI)Vg = V2,

(A - AOI)VT =Vyr_1,
a pomoci takového fetézce vektoru sestrojime r feseni soustavy pomoci vztahu

xi1(t) = etotvy,
Xg(t) = C/\0t (V2 + tVl)

x3(t) = et(vs +tva + 1 t2vy)

. r—1 ¢k
x,(t) = etot (Z k'vrk> .

k=0



ODHAD RESENf NEHOMOGENN{ SOUSTAVY
Pro specidlni pravou stranu soustavy (1), tj. pro jisté vektorové funkce f(t), 1ze najit jedno feseni
této soustavy odhadem. Jednd se o vektorové funkce f(¢), které jsou linedrni kombinace funkei

f(t) =e"Py(t) a  f(t) =e"(Py,(t) coswt + Py, (t)sinwt),
kde Py (t) je vektorovy polynom (obecné komplexni) stupné N, tj. vektorové funkce

PN1 (t)
pyi— | W

PN;L (t)

kde Py, (t) jsou polynomy stupné Ny a N = max(Nl,Ng, .. .,Nn) a i, p a w jsou konstanty
(konstanta p muze byt i komplexni).

Z principu superpozice plyne, ze sta¢i najit feSeni nehomogenni soustavy (1) pro funkce f(t) =
eMPy(t) a £(t) = e’ (P, (t) coswt + Py, (t) sinwt).

Odhad Fesent pro vektorové funkce £(t) = eMP n(t)

Jestlize ma vektorovd funkce f(t) v nehomogenni soustavé (1) tvar £(t) = e*'Py(t), kde p je
konstanta a Py (t) vektorovy polynom stupné N (obecné mohou byt p i Py (t) komplexni),
existuje jeji feSeni tvaru

x(t) = "' Q4 (1),

kde Qn+x(t) je polymon stupné N + k a k je ndsobnost kofene p v charakteristické polynomu
P(N).

Odhad teseni pro vektorové funkece f(t) = eP* (P, (1) cos wt + P (1) sin wt)

Jestlize ma prava strana nehomogenni soustavy (1), tj. vektorova funkce f(t), tvar f(t) =
e (P, (t) coswt + Py, (t) sinwt), kde p a w jsou redlné konstanty a Py, (t), resp. P, (), jsou
vektorové polynomy stupné Ni, resp. No, lze najit jeji feSeni ve tvaru

x(t) = e’ (R4 (t) coswt + Sy (t) sinwt) ,

kde Ry (t) a Sy+x(t) jsou polynomy stupné N +k, N = max(NN1, N3) a k je ndsobnost kofene
i = p+ iw v charakteristickém polynomu (5).

METODA ELIMINACE

Jestlize mdame soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho tadu, lze k ni mnohdy sestrojit dife-
rencialni rovnici n—tého fadu pro jednu z nezndmych funkci. Postup ukazeme na ptikladé dvou
rovnic prvniho fadu.

Megjme soustavu dvou diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koeficienty

Ty = anxy + arpws + f1(t), Ty = a1 + agers + fo(t) (6)
a predpokladejme, ze a2 # 0. Pak z prvni v (6) plyne, ze

Ty = alm (2} —anz — f1(1)) . (7)

Tato rovnice ndm umoznuje spocitat funkei xo(t) pro zndmé funkce x4 (t)



Jestlize derivujeme prvni z rovnic v (6), dostaneme
2] = anz| + araxh + fi(t).
Pokud do této rovnice dosadime za 2%, z druhé rovnice v (6), ziskdme rovnici
oy = an) + az(ag121 + agpxs + fo(t)) + f1(t).

Jestlize do ni dosadime za x5 z (7), dostaneme diferencidlni rovnice druhého fadu pro ;. Je-li
funkce x4 (t) jeji feseni, najdeme odpovidajich druhou slozku teseni x(¢) ze vztahu (7).

Priklad 1.r. Najdéte feseni soustavy diferencidlnich rovnic
:1:’1 =221 + 624, 56/2 = — 312, (8)

pro které plati z1(0) =4 a x2(0) = 3.

RESENI. Jedn4 se o homogenni soustavu dvou linedrnich rovnic. Proto k nalezenf obecného
feseni soustavy (8) staci najit jeji dvé linedrné nezavisla feseni.

Protoze se jedna o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme jeji feseni hledat ve tvaru
x = eMv, kde A je konstanta a v nenulovy konstantni vektor.

Matice A pro soustavu (8) a matice A — AI jsou

2, 6 2—-A, 6
A= : A= :
1, -3 1, —3-2X\

Charakteristicka rovnice soustavy
P(A) =det(A—AI) =X+ X—-12=0

méa dveé TeSeni \; = 3 a \y = —4.
Pro Ay = 3 dostaneme pro vektor vy rovnici

(A—SI)V1:O, tj. —’Z]1+6U2:0,

kterd mé nenulové feseni napiiklad v; = 6, v, = 1. Tedy jedno FeSeni soustavy (8) je

Pro Ay = —4 dostaneme pro vektor v, rovnici
(A+4I)V2:0, tJ Ul—f—UQ:O,

ktera ma nenulové feseni napiiklad v; = 1, vy = —1. Tedy druhé feseni soustavy (8) je



Proto je obecné teseni soustavy (8)

x(t) = i1 () + 3o (t) . (Zgg) et <f)+02e—4t (_11)

z1(t) = 6c1e® + coe™ To(t) = c1e® — e

neboli

kde c; a co jsou libovolné konstanty.
Ty musime najit tak, aby byly splnény pocateéni podminky z1(0) = 4 a x2(0) = 3. Z
téchto podminek dostaneme

6Cl+62:4, 61—62:3, tj 61:1, 022—2.
Tedy teseni dané Cauchyovy tlohy je
z1(t) = 6e3 — 274 Ty = 27,

Priklad 2.r. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy

xy = —x1 —2xy, b= 4wy — Hxg, z1(0) =1, x2(0)=—1. (9)
RESENI. Jedn4 se o homogenni soustavu dvou linedrnich rovnic. Proto k nalezen{ obecného
feseni soustavy (9) staci najit jeji dvé linedrné nezavisla feseni.
Protoze se jedna o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme jeji feseni hledat ve tvaru

x = eMv, kde )\ je konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Matice A soustavy (9) a matice A — AI jsou

-1, -2 —1-X, =2
A= , A- )= .
4, =5 4, —=5-—-AX
Charakteristicka rovnice soustavy
P(A) =det(A—AI) =\ +6A+13=0
ma komplexné sdruzend feSeni A\ o = —3 £ 2i.

Najdeme vlastni vektor v matice A, ktery odpovida vlastni hodnotée A = —3 + 2i, tj.
nenulové feseni rovnice

(A+(B-20)0)v=0, tj. (I—ijvy—v3=0.

Jedno takové feseni je v1 =1 a vy = 1 —i. Odpovidajici komplexni Feseni soustavy (9) je
2(t) = My = o320t (]
1—i)"°
Protoze mé soustava (9) redlné koeficienty, jsou dvé linedrné nezdvisla reseni této soustavy
1 cos 2t
_ _ —3t C -3t
x1(t) = Re(z(t)) = Re (e (cos 2t + isin 2t) (1 - 1)) =e (cos 9% + sin Qt) ,
x2(t) = Im(z(t)) = Im ( e~ (cos 2t + isin 2t) L = sin 2t
1—i sin2t —cos2t )
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Pomoci dvou linedrné nezdvislych teseni x;(¢) a x3(¢) napiSeme obecné feseni soustavy
(9) jako jejich linedrni kombinaci

71(t) = cre73 cos 2t + coe 3t sin 2t

X(t) = c1x1(t) + coxa(t), .
(1) = e (f) +exalt), 1 2o(t) = cre73(cos 2t + sin 2t) + cye ™3 (sin 2t — cos 2t)

kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty. Ty musime najit tak, aby byly splnény pocatecni
podminky z1(0) = 1, 25(0) = —1. Z toho dostaneme

a=1, cqg—c=-1, tj. =1, cp=2.
Tedy feseni Cauchyovy ulohy (9) je
x1(t) = e *(cos 2t + 2sin 2t) z9(t) = e ¥ (—cos 2t + 3sin2t) .

Piiklad 3.r. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy

¥y =11 —3xy, a4 =3r; — Hra, 11(0) =3, 22(0)=2. (10)
RESENI. Jedn4 se o homogenni soustavu dvou linedrnich rovnic. Proto k nalezenf obecného
feseni soustavy (10) staci najit jeji dveé linedrné nezdvislé feseni.
Protoze se jednd o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme jeji feseni hledat ve tvaru

x = eMv, kde \ je konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Matice A soustavy (10) a matice A — AI jsou

1, -3 1-A, =3
A= , A—- )= .
3, -5 3, —=H-—2A
Charakteristicka rovnice soustavy

P(A) =det(A—AI) =N +4X+4=0

ma jedno feSeni A = —2.
Pro tuto hodnotu A nalezneme vlastni vektor matice A, tj. feSeni rovnice

(A=2D)vi =0, tj. vy —va=0.

Jedno jeji nenulové teseni je v; = vy a odpovidajici feseni soustavy (10) je

X, (t) = eMv, = e G) :

Druhé linedrné nezavislé feseni soustavy (10) bude mit tvar
At
X2<t> =€ (Vz + Vlt) ,
kde v, je feSenim rovnice

(A—)\I)ngvl, tJ 3U1—3U2:1.



Jedno Teseni této rovince je v; = %, vy = 0, a proto druhé linedrné nezavislé feseni soustavy

(10) je
—2t % + t
Xg(t) =€ < ‘ ) .

Pomoci linedrné nezdvislych feseni x;(t) a x2(t) sestrojime obecné feseni soustavy (10)

x(t) = c1x1(t) + caxa(t),  tj. (28) = cle 2 G) +cpe (é :t> :

kde ¢; a ¢y jsou libovolné konstanty.
Tyto musime zvolit tak, aby byly splnény pocatecni podminky. Ty davaji

cl—i-%cz:?), ca=2, tj. =2, co=3.
Tedy feseni Cauchyovy tlohy (10) je
r1(t) =3(1 +t)e To(t) = (24 3t)e .
Piiklad 4.r. Najdéte obecné realné teseni soustavy diferencidlnich rovnic
i+ ay —5bry =0, 2 — 3w, + 2515 = 0. (11)

RESENI. Soustava (11) neni, na rozdil od predeslych piikladu, vyfesena vzhledem k deri-
vaci. Muzeme postupovat tak, ze ji vyreSime, tj. napiSeme ji ve tvaru x’ = Ax a budeme
postupovat jako v predeslych piipadech. Jind moznost je hledat jeji feSeni piimo ve tvaru
x(t) = eMv, tj. jako 1 (t) = eMv; a 25(t) = ey, kde ) je obecné komplexni konstanta a
v je nenulovy konstantni vektor.

V tomto pifkladé ukazeme druhy zpisob. Protoze ) (t) = AeMv; a x4 (t) = AeMwvy, dosta-
neme po dosazeni do soustavy (11) soustavu algebraickych rovnic

A=5)u1+Avs =0,  2A+ (=3A+25)v, =0

pro v; a ve s parametrem A. Protoze hleddme nenulové feseni této soustavy, musi byt obé
rovnice linedrné zavislé. Jestlize tuto soustavu napiseme v maticovém tvaru

A—5 s A (%1 0
2A, —=3x+25/) \w/ \o)/’
lze zapsat podminku linearni zavislosti rovnic soustavy jako

A—5, A ,
det — 5A2 1 40)N—125=0.
9\, —3A+25

Tedy A je feseni kvadratické rovnice A2 — 8\ + 25 = 0. Ta mé dva komplexné sdruzené
koteny Ao =4 % 3i.
Pro A = 4 + 3i dostaneme pro v; a vy soustavu

—1+3i, 443\ (v 0
8+6i, 13—9i/ \vy/ \0/°
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I kdyZz to neni na prvni pohled vidét, jsou tyto rovnice linedrné zavislé a lze je zapsat
napiiklad jako
(=14 3i)v; + (44 3i)vy =0.

Tato rovnice ma nenulové feseni napiiklad v; =4+ 3i a vy =1 — 3i.
Pomoci A = 4 + 3i a vektoru v dostaneme komplexni feseni soustavy (11)

o (4431
_ (4430t
z(t) =e (1 N 3i> .

Protoze mé soustava (11) redlné koeficienty, lze za dvé linedrné nezavisla feseni vzit

x;(t) = Re(z(t)) = e (4 cos 3t — 3sin 3t> |

cos 3t + 3sin 3t
4 sin 3t 4+ 3 cos 3t
B o
Xa(t) = Im(z(t)) =€ ( sin 3t — 3 cos 3t ) '

Obecné teseni x(t) soustavy (11) pak je x(t) = c1x1(t) + caXa(t), tj.

z1(t) = cre*(4cos 3t — 3sin3t) + cpe*(4sin 3t + 3 cos 3t)
To(t) = cre*(cos 3t + 3sin 3t) + coe (sin 3t — 3 cos 3t) .

Piiklad 5.r. Najdéte obecné realné teseni soustavy diferencidlnich rovnic
o +xy+2x, =0, xy + 3z — 229 = 0. (12)

RESENI. Protoze se jednd o soustavu dvou linedrnich homogennich rovnic druhého Fadu,
musime najit jeji ¢tyfi linedrné nezavisla feseni, a protoze jde o soustavu s konstantnimi
koeficienty, budeme hledat jejf feenf ve tvaru x(t) = e*v, kde \ je komplexn{ konstanta
a v je nenulovy vektor. Po dosazeni do soustavy (12) dostaneme pro v; a vy soustavu
dvou rovnic

(A2 +2)vy + vy =0, 3M\ + (A = 2wy, =0

s parametrem \. Protoze hleddme nenulové feseni této soustavy, musi byt

A2 4+2, )
det =\ -3\ —-4=0.
3N, A2-—2

Tato rovnice ma feSeni \; o = £i, A4 = £2.
Pro \; =i dostaneme pro v; a vy rovnici v; + ive = 0, kterd ma nenulové feseni v; = —i
a vy = 1. Tim dostaneme jedno komplexni feseni

21(t) = & (‘11) .

Protoze mé soustava redlné koeficienty, lze pomoci tohoto komlexniho feseni sestrojit dvé
realna feseni

%1 (t) = Re(z () = (Sint) L %o(t) = Im(zy () = <_ COSt) .

cost sint

9



Pro A3 = 2 ziskdme pro v; a vy rovnici 3v; + vo = 0 kterd ma nenulové feseni v1 = 1 a

v9 = —3. Tomu odpovida feseni x5 soustavy (12)
o2t

X3(t> - <_3e2t :

Podobné pro Ay = —2 dostaneme feseni soustavy (12)

xa(t) = (;;;) .

Obecné teseni soustavy (12) je pak obecnd linedrni kombinace téchto fesent, tj.

11(t) = crsint — cycost + cze® + cge™

19(t) = ¢ cost + cosint — 3cze® + 3ege
Priklad 6.r. Najdéte teseni Cauchyovy tlohy

] =z — 229, r1(0) =1, 21(0)=2

13
xhy = bry — 622, 9(0) =4, 25(0) = —4. (13)

RESEN{. Soustava (13) je soustava dvou linearnich homogennich diferencidlnich rovnic
druhého tadu. Proto k nalezeni jejitho obecného teseni musime najit jeji ¢tyfi linearné
nezavisla feseni. Danou soustavu muzeme tesit tak, ze ji pfevedeme na soustavu Ctyt
rovnic prvniho fddu nebo na jednu diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu nebo piimo. V
tomto prikladé zvolime posledni zpusob.

Protoze jde o soustavu diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty, budeme jeji feseni
hledat ve tvaru z1(t) = eMv; a x5(t) = eMvy, kde A je komplexni konstanta a (v, v9) je
nenulovy konstantn{ vektor. Protoze 2 (t) = \2eMuv; a 24(t) = A\2eMwvy, dostaneme pro v;
a vy soustavu dvou linedrnich rovnic

Ny = vy — 20, A2vy = by — 6Gusg

s parametrem A. Protoze hleddme nenulové feseni této soustavy, musi byt tyto rovnice
linearné zavislé. Kdyz zapiSeme soustavu v maticovém tvaru

1-— )\2 s —2 (%1 0
5, —6-X2)\w/) \o)/’
lze podminku linedrni zavislosti vyjadrit jako
1—-X\, —4 A )
det = A +5\+4=0.
5, —6—\?

Tato rovnice ma ctyfi komplexni feseni \j o = £i a A3 4 = £2i.
Pro A2 = #i dostaneme pro v; a vy soustavu v; — vy = 0, kterd ma nenulové feseni
v1 = vy = 1. Tomu odpovidaji dvé komplexni feseni

z,(t) = e G) : zo(t) =z, (t) = et G) :
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K témto dvéma komplexné sdruzenym feSenim muzeme sestrojit dvé realnda reseni

a(t) = Re(a(0) = (0F). ) = mCai(0) = (Sh1).

Podobneé pro A3 4 = +2i dostaneme pro v; a vy soustavu 5v; — 2v, = 0, kterd mé nenulové
feseni v; = 2 a v9 = 5. Tomu odpovidaji dvé komplexni feseni

25(t) = 2t @) o n(t) = Z(t) = o2 @) |

Dveé realna teseni, ktera odpovidaji témto komplexné sdruzenym teSenim jsou
2cos 2t 2sin 2¢
Xg(t) = Re(z;;(t)) = <5 oS 2t) s X4<t> = Im(Zg(t)) = (5 <in Qt) .
Obecné teseni soustavy (13) je linedrni kombinace téchto ¢ty reseni, tj.
X(t) = e1x1(t) + caxa(t) + c3x3(t) + caxy(t) ,

neboli

x1(t) = c1cost + casint + 2¢3 cos 2t + 2¢4 8in 2t
xo(t) = ¢y cost + cosint + Heg cos 2t + 5oy sin 2t

kde ¢q, ¢o, c3 a ¢4 jsou libovolné konstanty.
Ty musime zvolit tak, aby byly splnény dané pocatecni podminky. Z nich plyne soustava
rovnic

c1+2c5=1, c1+bcs=4, co+4cs =2, co+10¢cy =—4,

kterd ma feSeni ¢; = —1, c3 =6, c3 = 1 a ¢4 = —1. Tedy feSeni Cauchyovy ulohy (13) je
x1(t) = —cost+6sint+ 2 cos 2t —2sin 2t xo(t) = —cost+6sint+5cos2t —5sin 2t .

Piiklad 7.r. Najdéte obecné redlné feseni homogenni soustavy k soustavé diferencialnich
rovnic

T} = 71 + 229 + te”" + e* cost, rh = 3y — 4dag + 3¢~ + te* (14)
a napiste, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
RESENT. Homogenni soustava k (14) je

Ty =11 + 214, xhy = 3y — 4. (15)

Protoze se jednd o soustavu dvou diferencialnich rovnice prvniho tadu, bude se jeji fun-
damentalni systém skladat ze dvou linedrné nezavislych teseni.

Protoze (15) je soustava k konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feseni ve tvaru
x(t) = eMv, kde X je komplexni konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Charakteristicky polynom soustavy (15)

B =X, 2\ . B
P(A)_det( N _4_)\)—)\ +3X—10

11



ma dva redlné koteny \; = 2 a Ay = —5.
Pro A\ = 2 dostaneme pro vektor v; rovnici —v; + 2vy = 0, ktera méa nenulové feseni
napi. v; = 2 a v = 1. Proto je jedno feseni homogenni soustavy (15)

xp1(t) = Mty = e <?> )

Pro Ay = —5 dostaneme pro vektor vy rovnici 6v; + 2vy = 0, ktera ma nenulové feseni
napi. v; = 1 a v = —3. Proto je druhé feseni homogenni soustavy (15)

xXpo(t) = eMtyy = 70 (_13> )

Pomoci FeSeni xp1(t) a xp2(t) najdeme obecné feSeni homogenni soustavy jako jejich
linedrni kombinaci, tj.

XH(t) = 61XH71(t) + CQX[—LQ(t) = cle2t (i) + Cge_5t (_13) 5

neboli

2t 5t

2 —5t -
x1 1 (t) = 2c1e” + o™, To g (t) = c1e® — 3cpe™,
kde ¢; a ¢y jsou libovolna redlna cisla.

Kdyz napiseme pravou stranu rovnice jako soucet vektorovych funkci

fi(t) = ! (;) gt = e (g) O E(t) = e cost <é> ,

1ze feseni nehomogenni soustavy hledat jako soucet tif vektorovych funkei xpy 1 (%), xn2(%)
a xy3(t), kde xy(t) jsou fesenim nehomogenni rovnice s pravou stranou fy(¢).

Protoze f)(t) je soucin exponencidly e™* a vektorového polynomu stupné 1 a A = —1 neni
kofenem charakteristické rovnice, budeme hledat feseni ve tvaru

xna(t) = e "Qu(t),
kde Q;(t) je vektorovy polynom stpné 1, tj. ve tvaru

xq(t) = e_t(alt + bl) ,

t — -t t+b 9 b 1
xalt) = e (al +b), meboli et (ast + ba),

kde aq, by, as a by jsou redlna cisla.

Protoze f(t) je soucin exponencidly e* a vektorového polynomu stupné 1 a A = 2 je
kofenem charakteristické rovnice nasobnosti 1, budeme hledat feseni ve tvaru

xna(t) = e*Qa(t)
kde Qx(t) je vektorovy polynom stupné 2, tj. ve tvaru

z1(t) = e (art? + bit + ¢1) |

xwa(t) = e*(at? + bt +¢), neboli

12



kde aq, by, ¢1 ag, by a ¢ jsou realna cisla.

Vektorové funkce f3(t) je soucin funkce e* cost a vektorového polynomu stupné 0. Funkce
e?® cost odpovida kofentim A\ = 2 4 i charakteristické rovnice. A protoze tato A nejsou
kofeny P()), budeme hledat feseni ve tvaru

Xy 3(t) = e (RO cost + Sy sin t) ,
kde Ry a Sy jsou vektorové polynomy stupné nula, tj. konstantni vektory, tedy ve tvaru

x1(t) = e* (a1 cost + by sin t) ,

xn3(t) = e*(acost + bsint), mneboli
na(t) ( ) To(t) = e* (a2 cost + by sin t) ,

kde aq, by, as a by jsou redlna cisla.

Resen{ celé nehomogenni rovnice (14) pak bude

XN(t) = XN71(15) + XN72(t) + XN73(t) .

Piiklad 8.r. Najdéte obecné redlné reSseni homogenni soustavy k soustavé diferencialnich
rovnic

v =2 — 3wy +2e " +te”H + 2’ sin 2t Ty =311 — dre+ (3—t)e " +te'sin2t (16)

a napiste, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
RESENI. Homogenni soustava k (16) je

Ty =1 — 319, rh = 3x) — b1y . (17)

Protoze se jedna o soustavu dvou diferencialnich rovnice prvniho fadu, bude se jeji fun-
damentélni systém sklddat ze dvou linearné nezavislych teseni.

Protoze (17) je soustava k konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feseni ve tvaru
x(t) = eMv, kde \ je komplexn{ konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Charakteristicky polynom soustavy (17)

B 1—-X, =3 2
P(X) —det( 3 _5_)\) =\ +4\+4
ma jeden dvojnasobny koten \ = —2.
Pro A = —2 dostaneme pro vlastni vektor vy soustavu

(A+20)vi =0, tj. (37 :;) (:j;) - (8) ’

ktera mé nenulové feSeni napiiklad v; = v9 = 1. Tomu odpovida feseni homogenni sou-

stavy
_ 1
XH,l(t) =e 2 (1)

Druhé linedrné nezdvislé fesenf soustavy (17) ma tvar xy2(t) = e *(vy + tvy), kde

(A+2D)va=vi, . (2 :g) (Z) = G) |
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Mizeme zvolit v; = + a vy = 0. Tedy druhé feseni homogenni soustavy (17) je

3
_ 1+ 3t
xualt) = (13,).

Pro obecné feseni homogenni soustavy (17) pak dostaneme

e 2t 1+ 3t)e 2
XH(t) = CleJ(t) + SCQXHQ(t) = C1 <e_2t) —+ Co <( 3te_)2t ) s

neboli
z1 g (t) = e 4 cye (1 + 3t), Tou(t) = cre 2 4 3egte ™,

kde ¢; a co jsou libovolna redlna cisla.

Protoze je pravé strana soustavy (16) rovna souctu tif vektorovych funkei

£(t) = ! <3 2 t) o h(t) = (é) Rt = sin2t (?) ,

1ze partikuldrni Feseni hledat jako soucet tii vektorovych funkei xn1(t), Xn2(t) a xn3(t),
kde xx x(t) jsou Fesenim nehomogenni rovnice s pravou stranou fi ().

Protoze f;(t) je soucin exponencidly e™* a vektorového polynomu stupné 1 a A = —1 nenfi
kofenem charakteristické rovnice, budeme hledat feSeni ve tvaru

xn(t) =e'Qu(t),
kde Q;(t) je vektorovy polynom stupné 1, tj. ve tvaru

() = e_t(alt + bl) ,

xy1(t) =e*(at +b), neboli
N,l( ) ( ) 1'2( ) _ e—t(a2t+ bz) ,

kde aq, by, as a by jsou konstanty.

Protoze fy(t) je soucin exponencidly e 2! a vektorového polynomu stupné 1 a A = —2 je

kotfen charakteristické rovnice nasobnosti 2, budeme hledat Teseni ve tvaru

xn2(t) = e ' Qs(t),
kde Qs(t) je vektorovy polynom stupné 3, tj. ve tvaru

Il(t) = €_2t (a1t3 + bth + Clt + dl) s

xno(t) = e (at® + bt> + ct +d), neboli
N72< ) ( ) Ig(t) = €_2t (a2t3 + thQ + CQt + d2) s

kde ag, by, ¢ a dj jsou konstanty.

Vektorova funkce f3(t) je soucin funkce e’ sin 2t a vektorového polynomu stupné 1. Funkce
e!sin 2t odpovid4 komplexné sdruzenym kofenum charakteristické rovnice A = 1 4 2i. A
protoze tato A nejsou koteny P(A), budeme hledat feseni ve tvaru

xn3(t) = e (Ry(t) cos 2t 4 Sy (t) sin 2¢) ,
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kde Ry a Sy jsou vektorové polynomy stupné jedna, tj.
xn3(t) = €' ((at + b) cos 2t + (ct + d) sin 2¢) ,
neboli

z1(t) = €' ((art + by) cos 2t + (1t + dy) sin 2t)
To(t) = €' ((ast + bs) cos 2t + (cat + do) sin 2t)

kde ay, by, cx a dj jsou redlna cisla.

Resen{ celé nehomogenni rovnice (16) pak bude

XN(t) = XN71(t) + XN72(t) + XN73(t) .

Priklad 9.r. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavé diferencialnich
rovnic

o) =211 — x9 + te* + tsin 2t — e cos 2t rh = by + 4wg + 26* +4cos2t  (18)

a napiste, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
RESEN{. Homogenn{ soustava k (18) je

Ty =21 — 19, xh = bry + day . (19)

Protoze se jedna o soustavu dvou diferencialnich rovnice prvniho fadu, bude se jeji fun-
damentélni systém sklddat ze dvou linearné nezavislych teseni.

Protoze (19) je soustava k konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feseni ve tvaru
x(t) = eMv, kde \ je komplexn{ konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Charakteristicky polynom soustavy (19)

2 VR I N
P(A)-det( ;. 4_)\)—>\ — 6+ 13

ma dva komplexné sdruzené koteny A; o = 3 + 2i.

Pro A = 3 + 2i dostaneme pro v; a vy rovnici —(1 + 2i)v; — ve = 0, kterd mé teseni
napiiklad v; = —1 a v9 = 1 4 2i. Tedy jedno komplexni feseni homogenni soustavy (19)

Je
o =1
_ A (B+2i)t
a(t) =e (1 + 21) '

Protoze soustava (19) m4 redlné koeficient, lze pomoci tohoto feseni sestrojit dvé realna
feSeni soustavy

B o3 —cos 2t
XH,l(t) - Re(z(t)) =¢€ (COS 2t — 2sin Qt) ’

B 3 —sin 2t
Xpo(t) = Im(z(t)) =¢ (sin 2t + 2 cos Qt) '

Redlné obecni feseni homogenni soustavy (19) pak je

_ 3t —cos 2t 3t —sin 2t
xi(t) = CIXH’I(t) + C2XH’2(t) = e (cos 2t — 2sin Qt) T 60 (sin 2t +2cos2t )’
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neboli

3

x1 () = —cre® cos 2t — cye® sin 2t

Ty (t) = c1e™(cos 2t — 2sin 2t) + coe™ (sin 2t + 2 cos 2t) ,

kde ¢; a co jsou libovona realna cisla.

Protoze je pravé strana soustavy (18) rovna souctu tif vektorovych funkei

fi(t) =e* (;) ) £5(t) = cos 2t (Z) + sin 2¢ <(t)> : f3(t) = * cos 2t (_01) )

1ze partikuldrni Feseni hledat jako soucet tii vektorovych funkei xn1(t), Xn2(t) a xn3(),
kde xx x(t) jsou Fesenim nehomogenni rovnice s pravou stranou fi ().

Protoze fi(t) je soucin exponenciély e3 a vektorového polynomu stupné 1 a A = 3 nenf
kofenem charakteristické rovnice, budeme hledat feSeni ve tvaru

xna(t) = e Qu(t),
kde Qi () je vektorovy polynom stupné 1, tj. ve tvaru

z1(t) = e¥(art + b)),

t) =e¥(at+b), tj.
xn1(t) = e’ (a ) J x2(t):e3t(a2t+b2),

kde aq, by, as a by jsou konstanty.

Obé funkce cos2t a sin2t odpovidaji kofenum charakteristického polynomu A\ = +2i.
Protoze mé vektorova funkce f5(t) tvar

£5(t) = Po(t) cos 2t + Qq(¢) sin 2t ,

kde Py(t) je vektorovy polynom stupné nula a Q;(t) je vektorovy polynom stupné jedna
a A = £2i neni kofen charakteristické rovnice, budeme hledat feseni xy2(t) ve tvaru

xn2(t) = Ry(t) cos2t + Sy (t) sin 2t
kde Ry (t) a S1(t) jsou vektorové polynomy stupné max(0,1) = 1, tj.

z1(t) = (art + by) cos 2t + (1t + dy) sin 2t ,

Xno(t) = (at+b)cos2t+(ct+d)sin2t, tj.
walt) = ) ( ) J To(t) = (agt + by) cos 2t + (cot + do) sin 2t ,

kde ay, b, cx a d, jsou redlna cisla.

Funkce e cos2t odpovidd kofentim charakteristického polynomu A = 3 &£ 2i. Protoze
f3(t) = e3Py (t) cos 2t, kde Py(t) je vektorovy polynom stupné nula a A = 3+2i je kofenem
charakteristické rovnice nasobnosti 1, budeme hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

xn(t) = e (Ra(t) cos 2t + Sy (t) sin2t) ,
kde Ry (t) a S1(t) jsou vektorové polynomy stupné jedna, tj.

xn3(t) = e ((at + b) cos 2t + (ct +d) sin2t)
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neboli

e” ((art 4 by) cos 2t + (cit + dy) sin2t)
e* ((ast + by) cos 2t + (cot + do) sin 2t)

1(t)
i) (t)

kde ay, b, ¢ a dj jsou redlna cisla.

Resenf celé nehomogenni rovnice (18) pak bude
xXn(t) = xn1 () + xn2(t) +xn3(t)
Priklad 10.r. Najdéte obecné teseni soustavy diferencialnich rovnic
xh = Try — 4ag + 4e', rh =41y — 319 — 5. (20)

RESENI. Obecné feseni soustavy je x(t) = xg(t) + xn(t), kde xz(t) je obecné fesent
homogenni souatavy
ry = Try — 4day, Ty =4z — 319 (21)

a xy(t) je jedno feseni nehomogenni soustavy (20).

Abychom nasli obecné teseni homogenni soustavy, staci najit jeji dvé nezavisla feseni.

ProtoZe m4 soustava konstantn{ koeficientybudeme hledat jeji fesen{ tvaru x(t) = e*v,

kde A je komplexni ¢islo a v nenulovy vektor.
Pro soustavu (21) jsou matice A a A — Al

7, -4 (1=, —4
A () ().

Charakteristicky polynom soustavy (21)
P()) = det(A — AI) = A —4) — 5

ma dva redlné koteny \; = —1 a Ay = 5.
Pro Ay = —1 je vektor vy feSeni soustavy

(A—)\ll)V1:O7 tJ 2U1—U2:O.

Jeji feseni je napiiklad v; = 1 a v9 = 2. To nam dava prvni feSeni homogenni soustavy

XH71(t) = e_tvl = e_t (;) .

Pro Ay = 5 je vektor v, feSeni soustavy
(A._)\QI)VQZO, tJ ’01—21)2:0.

Jeji feseni je naptiklad v; = 2 a vo = 1. To nam déva druhé feseni homogenni soustavy
5t st (2
xpo(t) = e’ vy =e NE
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Obecné feseni homogenni soustavy pak je

1 2 z1,r(t) = cre™" + 2c0e™,
xy(t) = eixpa(t) + coxpolt) = e +ce5t(>, tj. ’
u(t) = axpi(t) + coxma(t) = &1 (2> 2" | | V() = 201 + 6™,

kde ¢y a ¢o jsou libovolna redlna cisla.

Protoze pravé strana soustavy (20) je rovna souc¢tu dvou vektorovych funkef

£(t) = o (g‘) B = (_05) ,

budeme feseni nehomogenni soustavy hledat jako soucet dvou vektorovych funkei xp (%)
a xn2(t), kde xn () je feseni nehomogenni soustavy s pravou stranou fy(¢).

Protoze vektorova funkce fi(¢) je soucin exponencidlni funkce e’ a vektorového polynomu
stupné nula a g1 = 1 neni kofen charakteristického polynomu, budeme hledat feseni
odpovidajici soustavy ve tvaru

xy1(t) =e'a, mneboli w(t) =ae’, xo(t) = age’,
kde a; a ay jsou redlnd ¢isla. Po dosazeni a vykraceni e! pro né dostaneme soustavu rovnic
a1 =Tay —4as+4, ay=4a; —3as, tj. ay=ay=—2.

Tedy jedno feSeni prvni ¢asti nehomogenni soustavy je

exa(t) = ¢ (:;) .

Vektorova funkce fy(t) je vlastné soucin exponecnidly e#2!, kde ps = 0 a vektorového
polynomu stupné nula. A protoze us = 0 neni koren charakteristického polynomu, budeme
hledat prislusné feseni ve tvaru

xXn2(t) = e”a=a, mneboli z(t)=a;, z(t)=asy,
kde a; a as jsou realna c¢isla. Po dosazeni pro né dostaneme soustavu rovnic
O:7a1—4a2, O:4a1—3a2—5, tJ a1:—4, a2:—7.

Proto je jedno feseni druhé ¢asti nehomogenni rovnice

—4
XN,2 = (_7) .

Jedno feseni celé nehomogenni rovnice je xy(t) = xn1(t) + Xy 2(t) a obecné Feseni dife-
rencidlni rovnice (20) je

Il(t) = Cle_t + 202€5t - 26t — 4,

x(t) = xg(t) + xpn(t tj.
O=xu®+xx) G a1

kde ¢; a ¢y jsou libovolna redlna cisla.
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Piiklad 11.r. Najdéte obecné realné reseni soustavy
7t = 31 — 4ay + 2e* cost, Th =1, — 19 —*sint. (22)

RESENI. Obecné feseni x(t) soustavy (22) lze psat ve tvaru x(t) = xg(t) + xn(t), kde
xy(t) je obecné Feseni homogenni soustavy

ry =3z, — 4y, Th =11 — To (23)

a xn(t) je jedno Feseni nehomogenni soustavy (22).

Nejprve najdeme obecné teseni homogenni soustavy (23). To budeme hledat ve tvaru
xp(t) = eMv, kde X je komplexni &fslo a v nenulovy vektor. Standardnim zptisobem
dostaneme charakteristicky polynom

B 3-A, -4\ o
P()\)—det( N _1_/\)—)\—2x\+1.

Ten ma dvojnasobny koren A = 1. Rovnice pro vektor v; je

(A—AD)v; =0, t. G :;‘) (Z;) . (8)

Jeji nenulové teseni je napiiklad v; = 2 a v9 = 1. Tedy jedno feSeni homogenni soustavy

Je
¢’
XH71(t) = e’\tvl = ( t) .

€

Druhé feseni homogenn{ soustavy bude x5(t) = eM(vy + tvy), kde

(A=ADva=vi, t. G :3) (2;) = G) '

Jestlize zvolime v, = 1 a vy = 0 dostaneme druhé feseni homogenni soustavy (23)

Xpa(t) = (et(lt:; 2t)>

a obecné realné feseni homogenni soustavy jako

Il(t) = et (261 + CQ(]. —+ Qt))

X t:CX t_'_cx t? ebOI‘
#(t) = eixpa(t) + eoXmp(t),  neboli a(t) = (1 + eat),

kde ¢; a ¢y jsou libovolna redlna cisla.

Jesté musime najit partikuldrni feseni nehomogenni soustavy (22). Protoze se jedné o
soustavu s konstantnimi koeficienty a specialni pravou stranou, 1ze najit partikularni feseni
odhadem.

Pravd strana nehomogenni rovnice je soucet funkei e Py (t) cost a e**Qq(t) sint, kde Py(t)
a Qo(t) jsou konstantni vektory, tj. vektorové polynomy stupné nula. Funkce e* cost a
e? sint odpovidaji komplexnim exponencidldm e®*)*. A protoze A = 2 + i nejsou kofeny
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charakteristického polynomu, budeme hledat partikularni feseni nehomogenni soustavy
(22) ve tvaru
x(t) = e* (Ro cost + Sgsin t) ,

kde Ry a Sy jsou vektorové polynomy stupné nula, tj. konstantni vektory. Tedy budeme
hledat konstanty aq, as, by a by tak, aby byly funkce

ri(t) = e (a1 cost + by sin t) , To(t) = e* ((lg cost -+ by sin t)
fesenim soustavy (22). Protoze

2 (t) = € ((2a1 + by) cost + (—ay + 2by) sint) ,
zh(t) = €*((2az + by) cost + (—as + 2by) sint) ,

musi platit
(—ay + by + 4ay) cost — (ay + by — 4by) sint = 2cost,

(—a1 + 3@2 + bg) cost — (CLQ + b1 — Sbg) sint = —sint.
Tedy konstanty musime zvolit tak, aby platilo

—a1—|—b1+4a2:2, a1+b1—4b2:0, —a1—|—3a2+62:0, a2+b1—3b2:1.

Tato soustava ma TeSeni a; = —1, by = 3, ay = —%, by = % Tedy partikularni tfeseni
soustavy (22) je
1 xn1(t) = e?(—cost + 3sint),
xn(t) = et [< 1> cost + (?) Sint} , tj. wa(t) . g ) )
—3 3 Tno(t) = 5 e*(—cost +sint)

a jeji obecné reseni x(t) = xy(t) + xn(t) je

z1(t) = €' (2c1 + c2(1 + 2t)) + € (—cost + 3sint)
To(t) = €' (1 + cot) + 1 e*(—cost + sint),

kde ¢; a co jsou libovolna redlna cisla.
Piiklad 12.r. Najdéte obecné realné reseni soustavy diferencialnich rovnic
v = 3x1 — 2z + 5te*, Tl = 5y + 19 — . (24)

RESENI. Obecné feseni x(t) soustavy (24) lze psat ve tvaru x(t) = xg(t) + xn(t), kde
xp(t) je obecné feseni homogenni soustavy

r) =3z — 21, xh = b1 + X9 (25)

a xy(t) je jedno Feseni nehomogenni soustavy (24).

Nejprve najdeme obecné teseni homogenni soustavy (25). To budeme hledat ve tvaru
xp(t) = eMv, kde X je komplexni &fslo a v nenulovy vektor. Standardnim zptisobem
dostaneme charakteristicky polynom

_ 3_)\, _2 o 2
P()\)—det( N 1_)\>_)\ — 4N+ 13,
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Ten m&a dva komplexné sdruzené koreny A\ = 2 + 3i.

Protoze jde o soustavu s redlnymi koeficienty, stac¢i uvazovat pouze jeden koten, napiiklad
A = 2 + 3i. Rovnice pro vektor v je

C(1=3i, =2\ (v _ (0
(A-ADv=0, 4 ( 5, —1—31) (vg):<0>'

Jeji nenulové teSeni je napiiklad v; = 2 a v = 1 — 3i. Tedy jedno komplexni feSeni
homogenni soustavy je

- 2 2
At (2+3i)t 2 C
z(t) =e'v=e (1_31) = ¢*(cos 3t + isin 3t) (1_31).

Za dvé linedrné nezavisla redlna reseni homogenni soustavy (25) muzeme vzit

B o 2 cos 3t
XH71(t) == Re(z(t)) =€ (COS 3t + 35in 3t )

2sin 3t
_ a2t
Xpr2(t) = Im(z(1)) = e (sin 3t — 3 cos St) '
Obecné realné feseni homogenni soustavy (23) pak je xg(t) = c1xpg1(t) + coxp2(t), neboli

z1.1(t) = 2c1€ cos 3t + 2c9e* sin 3t

To 1 (t) = c1e**(cos 3t + 3sin 3t) + coe®(sin 3t — 3 cos 3t) ,

kde ¢; a ¢y jsou libovolna redlna cisla.

Protoze prava strana nehomogenni soustavy (24) je vektorové funkce

e = (7).

lze najit jedno teseni nehomogenni soustavy odhadem. Vektorova funkce f(¢) je soucin
exponencidlni funkce e* a vektorového polynomu stupné jedna. A protoZze j = 3 neni
koren charakteristického polynomu, budeme hledat feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

x(t) = e Q(t),
kde Q;(t) je vektorovy polynom stupné jedna, tj. ve tvaru

Il(t) = 83t<(11t + bl) s

t)=¢é(at+b), tj.
X() € (a ) J xQ(t)263t<a2t+b2).

Po dosazeni do soustavy (24) a vykrdceni e3 dostaneme
3(11t+3b1 +a1 = 3(a1t+b1) - 2((12t+b2) +5t s 3a2t+3b2 +ao = 5(a1t—|—b1) + (a2t+b2) —1 s
tj. soustavu rovnic

2@2:5, 5a1—2a2:0, 2b2+a1:0, 5b1—2b2—a2:1,
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ktera ma TeSeni a; = 1, ay = g, by =
soustavy (24) je

a jeji obecné feseni x(t) = xy(t) + xx(t), neboli

21(t) = 2c1e* cos 3t + 2c0e* sin 3t + L e¥(2¢ + 1),

To(t) = c1e?(cos 3t + 3sin 3t) + cpe*(sin 3t — 3cos 3t) + 5 ¥ (5t — 1),
kde ¢; a co jsou libovolna redlna cisla.

Priklad 13.r. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy

) =31 —my+e?, ah=dr; — 20y — 3™, z1(0) = 22(0) = 1. (26)

RESENI. Nejprve nalezneme obecné feseni dané soustavy. Protoze se jedné o nehomogenni
soustavu, vyfesime nejprve piislusnou homogenni soustavu

'y =31 — 19, rh = 4x) — 219 (27)

Protoze mame soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feSeni ve tvaru
x(t) = eMv, kde \ je komplexni konstanta a v nenulovy konstantni vektor.
Charakteristicky polynom soustavy (27)

o 3 - )\7 _1 o 2
P()\)det( s, _2_)\) =AN=-A=-2
ma dva redlné koteny \; = —1 a \y = 2.
Pro Ay = —1 dostaneme pro vektor v; rovnici 4v; — v9 = 0, kterd nenulové feSeni napft.

vy = 1 a vy = 4. Tedy jedno feseni homogenni soustavy (27) je

xai(t) = et @ .

Pro Ay = 2 dostaneme pro vektor vy rovnici v; — vy = 0, kterd nenulové feSeni napft.
v; = 1 a vy = 1. Tedy druhé feseni homogenni soustavy (27) je

X a(t) = e G) .

Obecné feseni homogenni soustavy je pak obecnd linedrni kombinace téchto feseni, tj.

.Z'LH(t) = Cle_t + CQGQt,

X t) = 11X t+CX t’ nebOh
H( ) 1 H,l( ) 2 H,Z( ) 1327H(t> = 401€_t + C262t,

kde ¢; a ¢y jsou libovolna redlna cisla.
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Jesté musime najit jedno feseni nehomogenni soustavy. Pravéd strana soustavy (26) je
soucet dvou funkei s ruznymi exponencidlami

£i(t) = o2 (é) o B(t) = (_03) .

Podle principu superpozice staci najit feseni pro obé pravé strany zvI4st.
Funkce fi(t) je soucin exponencidlni funkce e~ a konstantniho vektoru, tj. vektorového
polynomu stupné nula. Protoze A = —2 neni kofenem charakteristického polynomu P(\),
budeme hledat feseni odpovidajici nehomogenni rovnice jako xx1 = e 2Qq(t), kde Qq(t)
je vektorovy polynom stupné nula, tedy konstantni vektor. Tj. budeme hledat konstanty
a a b tak, aby funkce x; = ae™? a x5 = be~2! byly feSenim soustavy

v =31 —xy + e, Th = 4x) — 219

Po dosazeni a vykraceni spoleénym faktorem e™2' dostaneme pro a a b soustavu dvou
rovnic
—2a=3a—-b+1, —-2b6=4a—-2b=0= a=0, b=1.

Takto jsme ziskali jedno feSeni nehomogenni rovnice se stranou fi(t)

o= (%),

Funkce f,(f) je soucin exponencidlni funkce e* a konstantniho vektoru, tj. vektorového
polynomu stupné nula. Protoze pro charakteristicky polynom P(A) plati P(2) = 0 a
P'(2) = 3 # 0, je A = 2 kofen charakteristického polynomu nésobnosti 1. Proto bu-
deme hledat feseni odpovidajici nehomogenni rovnice jako xx2 = €*Q:(t), kde Qq (1) je
vektorovy polynom stupné jedna, tj. ve tvaru

z1(t) = (art + by)e*, To(t) = (ast + by)e*,
kde aq, by, as a by jsou konstanty. Po dosazeni do soustavy
] =31 — 19, rhy = 4r) — 229 — 3%
a vykrdceni e?* dostaneme
2a1t+ay +2by = 3(a1t+by) — (ast +by) , 2a9t + ag +2by = 4(ar1t +by) —2(ast +by) — 3.
Konstanty musime zvolit tak, aby tento vztah platil pro kazdé ¢, tedy musi platit
a1 —ay=0, by —by=ay;, 4by —4by=as+3.

7 této soustavy plyne a; = as =1 a by —by = 1. Tedy lze zvolit a1 = ay = by =1 a by = 0.

P1i této volbé ziskame feSeni
(t+ 1)e*
Xna(t) = ( o2t :
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Jedno feseni celé nehomogenni soustavy (26) je xy(t) = xn1(t) +Xn2(t) a pro jeji obecné
feseni pak dostaneme

.T1<t) = Cle_t + CQGZt + (t + 1)€2t ,

x(t) =xpg(t) +xn(t), tj.
(t) (1) v (?) ) To(t) = deje™ + cpe?t + e + te?t

kde ¢; a ¢ jsou libovolnd redlna ¢isla. Z pocatecnich podminek z1(0) =1 a 22(0) = 1 pro
né plyne
cit+c+1=1, 4dei+co+1=1, tj. cg=c2=0.

Tedy feseni Cauchyovy tlohy (26) je
z1(t) = (t+ 1)e*, To(t) = e + te'.
Priklad 14.r. Najdéte feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
ri=m +aw+ 1, Th=—x1 + 19+ 2, (28)

pro které plati z1(0) = 1 a x5(0) = —1.
RESENI. Nejprve nalezneme obecné feseni dané soustavy. Protoze se jedna o nehomogenni
soustavu, vyfresime nejprve piislusnou homogenni soustavu

Ty =x + 29, Ty =—x1+ 3. (29)

Protoze mame soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme hledat jeji feSeni ve tvaru
x(t) = eMv, kde X je komplexni konstanta a v nenulovy konstantn{ vektor.
Charakteristicky polynom soustavy (29)

B 1-=A, 1\ _ .
P()\)—det(_L 1_)\)_>\ —2A+42

méa dva komplexné sdruzené koteny A\ = 1 +i. Protoze soustava ma realné koeficienty;,
pouzijeme pouze jeden z nich, napiiklad A = 1 + i. Rovnice pro vektor v

(A=M)v=0, t. <:i _11> (2;) = (8)

ma nenulové feseni napiiklad v; = 1 a vy = i. Tak dostaneme komplexni feSeni homogenni

soustavy (29)
z(t) = et G) = e'(cost +isint) (}) .

Pomoci néj najdeme dveé realnd nezazisla feseni homogenni soustavy

X (t) = Re(z(t)) = <et cost )  xpa(t) = Im(2(t)) = (et Sint) .

—elsint el cost
Redlné obecné teseni homogenni soustavy pak je

x1,5(t) = cre’ cost + cpe’ sint,
Xp(t) = c1xg1(t) + coxgo(t), mneboli '
1(t) = exaa(t) + exaa(?) To p(t) = —crefsint + cqe’ cost,
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kde ¢; a ¢; jsou libovolna redlna cisla.

Pravé strana nehomogenni soustavy (28) ma tvar

£(r) = (;t) |

a je tedy vektorovy polynom stupné jedna. Protoze p = 0 neni kotfen charakteristického
polynomu, budeme hledat feseni nehomogenni soustavy ve tvaru xy(t) = Qq(t), kde Q; ()
je vektorovy polynom stupné jedna, ¢ili ve tvaru

SL’l(t) = alt + bl s

xXy(t) =at+ b, neboli
N() :ch(t) :a2t+bg,

kde ay a by jsou redlnd c¢isla. Po dosazeni do soustavy (28) pro né dostaneme
a1 =ait +by +ast +by+1, ayg = —ait — by + ast + by + 2t
neboli soustavu rovnic
a1 +as=0, a1 —a =2, bi +bs=a1—1, b —by=—asy,

kterda ma teseni ay = 1, ap = —1, by = % a by = —%. Tedy jedno teseni nehomogenni
rovnice je

t+3 :

xn(t) = ) neboli

2

Obecné teseni soustavy (28) je

. x1(t) = crel cost + coel sint +t + 3
x(t) =xp(t) +xn(t), tj. L . 2 .
T5(t) = —cie’sint 4 cpe’ cost —t — 3,

kde ¢; a ¢ jsou libovolnd redlnd ¢isla. Ta musime zvolit tak, aby z;(0) =1 a x9(0) = —1,
tj. aby platilo

Cl+%:1, 02_%:_1, tJ 01:%, 02:—%.
Tedy teseni dané tlohy je
z1(t) = S e'(cost —sint) + ¢+ 3, zo(t) = —3 e'(sint + cost) —t — 3.

Piiklad 15.r. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy pro soustavu diferencialnich rovnic
T = =231 + 12 + 86, Th = —x1 — 4wy + 207 r1(0) =1, 2,(0)=2. (30)

RESENI. Nejprve najdéme obecné feseni soustavy (30). To mé tvar x(t) = xg(t) +xn(t),
kde xp(t) je obecné ceseni homogenni soustavy
Ty = —2x + 19, xh = —x; — 41y (31)

a xy(t) je jedno Feseni nehomogenni soustavy (30).
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Protoze se jedna o soustavu s konstantnimi koeficienty, budeme jeji feSeni hledat ve tvaru
x(t) = eMv, kde ) je komplexni &fslo a v je konstantni nenulovy vektor. Charakteristicky
polynom soustavy (31)

B —2-=X, 1 2
P()\)—det< 1, _4_)\) =N +6A+9
ma jeden dvojnasobny kofen A = —3. Vektor v; je feSeni soustavy rovnic
B . 1 s 1 U1\ 0 . -
(A= X)v; =0, tj. (_1, _1) (w) = (0) , mneboli v +vy=0.
Nenulové feseni je naptiklad v; = 1 a v = —1. Takto ziskdme jedno feseni homogenni
soustavy

xpa(t) = My, =e 3 (_11) .

Druhé feseni homogenni soustavy ziskame pomoci vztahu
At
XH’Q(t) =€ (VQ + Vlt) ,

kde v, je feseni soustavy

(A — AMXI)vy = vy, neboli <_11’ _11> <z;> = (_11> , tj. o vitwv=1.

Jeji teseni je napiiklad v; = 0 a vy = 1. Jestlize zvolime toho TeSeni, dostaneme druhé

feSeni homogenni rovnice
_ t
XH,Q@) =e (1 _ t) :

Obecné feseni homogenni soustavy pak je

T p(t) = e 4 cote™,

xp(t) = caxgi(t) +coxga(t), tj.
u(t) = caxma(t) + eoxpa(t), tj on(t) = —cre=¥ 4 ep(1 — ),

kde ¢; a ¢y jsou libovolna realni ¢isla.

Prava strana soustavy (30) je soucet dvou vektorovych funkef

£i(1) = ¢ <§> () —e (g) .

Proto budeme feseni nehomogenni soustavy hledat jako soucet funkei xy;(t) a xy2(%),
kde xx x(t) jsou Feseni nehomogenni soustavy s pravou stranou fj(t).

Protoze funkce fi (¢) je soucin exponencialy e' a konstantniho vektoru, tj. polynomu stupné
nula, a g = 1 nenf kofen charakteristického polynomu, budeme hledat feseni xy1(t) ve
tvaru xn1(t) = €'Qp, kde Qq je vektorovy polynom stupné nula, tj. ve tvaru

xn1(t) =e'a, mneboli z(t) = ae’, T9(t) = age’ .
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Po dosazeni do soustavy

T = =23 + 19 + 8¢, Ty = —x1 — 4y (32)
a vykrdcen{ spolecnym faktorem e’ dostaneme
3(11-&2:8, CL1+5CL2:O, tj. alzg, agz—%.

Tedy Feseni soustavy (32) je

5
2

et

xn1(t) = ¢ (

xq(t) = S et
), neboli 1) 21
2

1
2 To(t) = —
Protoze funkce f(t) je soucin exponencialy e3¢ a vektorového polynomu stupné nula a
p = —3 je kofen charakteristického polynomu nésobnosti 2, budeme hledat feseni xy (%)

ve tvaru xyo(t) = e'Qa(t), kde Qa(t) je vektorovy polynom stupné dva, tj. ve tvaru

1 (t) = (a1t2 + blt + C1>e_3t,

Xno(t) = e (at’ + bt +c), tj.
N’2( ) ( ) ) xg(t) = (02t2 + b2t + 02)6_3t7

kde ay, by a ¢ jsou realna cisla.

Protoze A = —3 je kofen charakteristické rovnice, dostaneme v odhadu feSeni zbytecné
mnoho neznamych c¢isel. V takovém ptipadé je casto vyhodnéjsi fesit nehomogenni sou-
stavu metodou eliminace.

Ptislusna nehomogenni soustava je
T) = 2w + 1wy,  wh=—x; — 4wy + 2. (33)

Kdyz derivujeme prvni rovnici v (33) a pak dosadime za zf, z druhé rovnice, dostaneme

" / / / —3t
x] = =22 + vy = 2] — 11 — 4wy + 2277,

Z prvni rovnice v (33) plyne
Ty =) + 217 . (34)

A kdyz dosadime toto vyjadreni x5 do predchozi rovnice, dostaneme
v = =22\ —xy — 42l — 8y + 27 tj. 2 + 62, + 9w =27, (35)

To je nehomogenni linearni diferencialni rovnice druhého radu s konstantnimi koeficienty.
Charakteristicky polynom homogenni rovnice

PA) =M +6A+9

je stejny jako jako charakteristicky polynom puvodni soustavy. Protoze A = —3 je kofen
charakteristického polynomu nésobnosti 2, budeme hledat feseni nehomogenni rovnice
(35) ve tvaru

r1(t) = ae™ 17,
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kde a je redlné ¢islo. Protoze
v} = a(—3t* + 2t)e ¥ o] = a(9t? — 12t + 2)e 3"
dostaneme po dosazeni do rovnice (35), zjistime, ze a = 1. Tedy jedno feseni rovnice (35)
je my(t) = t?e™3.
Druhou slozku feseni soustavy k tomuto z;(t) dostaneme z rovnice (34). Z ni plyne

To(t) = (=362 + 2t)e ' + 2t%e % = (2t — t*)e .

Tedy feseni soustavy (33) pro xy2(t) je

t2
_ 3t

Jedno teseni celé nehomogenni soustavy (30) je

Xy (t) = xna(t) + xna(t) = 5 ¢ ( 51) +e <2tt_2 tQ)
nebo ve slozkach

zi(t) = Se' + %™, To(t) = —3e' + (2t — t*)e ™.
7 toho dostaneme obecné feseni této soustavy

11(t) = cre™3 + cote ™3 + g el + t2e 3,

x(t) =xy(t) + xn(t), mneboli
( ) H( ) N( ) Z’Q(t) — _Cle73t + C2<1 o t)efi‘)t _ %et + (2t _ t?)ef?)t?

kde ¢; a ¢ jsou libovolnd redlni ¢isla. Ta najdeme z pocatecnich podminek z1(0) =1 a
x9(0) = 2. Ty vedou k rovnicim

1201-1—%, 2:—014'02—%; tj. ¢ =-—

N

s Cy = 1.
To nam davé tfeseni dané Cauchyovy ulohy
2i(t) = —3e 3 fte™ 4 Dot p 2 = (Pt — 3)e ¥ 4 De,

xo(t) %e_?’t + (1 —t)e ™ — %et + (2t — t*)e ¥ = (g +t—t*)e ¥ — %et.

Priklad 1. Najdéte obecné redlné feseni soustavy diferencidlnich rovnic

/ /
xy =4z — 62y, Ty =4x) — T2y

[:cl(t) = 2ciet + 3coe™,  a9(t) = cret + 4C2€_4t.i|

Priklad 2. Najdéte obecné redlné feseni soustavy diferencidlnich rovnic
Ty = —Try — 92y, Th =11 — Xo.

[:vl(t) = —3cie™ + (1 = 3t)e ™, x9(t) = cre™ + czte““.}
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Piiklad 3. Najdéte obecné realné feseni soustavy diferencidlnich rovnic

Ty =2z, + 31, rh = —6x; — 41y .
x1(t) = cre " cos 3t + cpe ' sin 3t
xo(t) = cre7(— cos 3t — sin 3t) + coe(cos 3t — sin 3t) .

Priklad 4. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy

Ty =Txy + 5wy, = —4x; — 51y, r1(0) =2, 22(0)=2.
[:rl(t) = % edt — Ze’3t, To(t) = —% e’ + %e’?’t.}

Priklad 5. Najdéte feseni soustavy diferencidlnich rovnic
ry = Try — 219, xh = 8ry — 19,
které spliiuje podminky z1(0) = 1 a 25(0) = 2. z(t) = e, wy(t) = 2e3t.}
Piiklad 6. Najdéte reseni Cauchyovy ulohy
) =Try —bry, w5 = 1021 — 319, 21(0) =2, 25(0) =—5.

[xl(t) = e*(2cos bt + Tsinbt), wo(t) = e*(—5cos 5t + 9sin 5t) }

Priklad 7. Najdéte teseni soustavy diferencialnich rovnic
Ty —wy+3r+12=0, 22 — 3xh, + 3z + 629 =0,

které spliuje podminky z1(0) = 8 a 25(0) = 0.
r1(t) = —e¥ + 9e™  xy(t) = =373 + 3e5t.}

Piiklad 8. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy
20 + 1y + 211 — 209 =0, 2} + 225 + 1021 + 529 =0, r1(0) =1, x(0)=2.
[xl(t) =e'(cos3t +3sin3t), xa(t) =e *(2cos3t — 4sin3t) }
Piiklad 9. Najdéte feseni Cauchyovy ulohy
x) =3z +4xy, ) =3x; — 89, 21(0) =1, x2(0)=-3, z7(0)=25(0)=0.
x1(t) = cos3t, wo(t) = —3cos3t }
Priklad 10. Najdéte feSeni soustavy diferencidlnich rovnic
T — 2y +6x, =0, ry + 51} — 69 =0,
které spliuje podminky z1(0) = 1, 22(0) = 3, 2{(0) = 2 a 24,(0) = —3.

[1:1(25) = & sinh 2t + % sin3t 4 cos 3t,  wo(t) = 32 cosh 2t + & cos 3t — sin 3t.
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Piiklad 11. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavée diferencialnich
rovnic

T} = =2 + 5xg + te ¥ + 27 + 26¥ cost, Ty =211 + a9 — de” ¥+ (1 — 2t)e ¥

a uvedte, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.

r1(t) = €3t + bege™  xpo(t) = 13 — 2c0e™;

o 1(t) = (art +by)e 3 + (c1t? + dit + ey)e ™ + 3 fy cost + gy sin 3t)
Ty o(t) = (agt + by)e 3 + (cot? + dot + e9)e™ 4 + 3(fo cost + gy sin 3t) .
Piiklad 12. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavée diferencialnich
rovnic
v =21 — day +te ' + 3sin 2t rhy = 311 — 6x9 + 23 + £ cos 2t
a uved'te, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
$H71(t) = 46167% + cze*3t s $H72(t) = 36167% + Cgefgt;
Ty 1(t) = (art? + byt + c1)e ™ + d1e® + (et + f1) cos 2t + (g1t + hy) sin 2t
Tn2(t) = (agt? + bat + c2)e ™ + doe® + (egt + fo) cos 2t + (gat + hy) sin 2t .
Piiklad 13. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavée diferencialnich
rovnic
7 = —bry — 15 + (1 — 2t)e’, Th =11 — 3wy + 2" + e + e cost
a uved'te, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
() = —cre™ —cote™, xpo(t) = e + ot + 1)e™;
N 1(t) = (art + by)et + cre™® + e % (dy cost + ey sint)
TN 2(t) = (ast + by)e' + coe ™ + e % (dycost + ey sint) .
Piiklad 14. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavé diferencialnich
rovnic
v = 5wy — 4wy + (t+1)e* + e, Ty =4x; +3rs+ e +e sin2t
a uvedte, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
LL’H’l(t) = cle_t + Co (t — i)e_t, .77H72(t) = —cle_t
() = (art + by)e* + (e1t? + dit + ey )e " + e 7(f1 cos 2t + gy sin 2t)
Tn2(t) = (ast + by)e* + (cat® + dot + eg)e™ + e (fa cos 2t + gosin 2t) .

Priklad 15. Najdéte obecné realné feseni homogenni soustavy k soustavé diferencialnich
rovnic

— cote™ !

=21 — 220 +e "+ 2 sin 2t xy = 4x1 — 319 +te " — 2e " cos 2t

a uvedte, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
() = cre”cos 2t + coetsin 2t

zpa(t) = cre”(cos 2t + sin 2t) + coe ™ (sin 2t — cos 2t) ;
wna(t) = (art + by)e™ + e ((crt + dy) cos 2t + (et + f1) sin2t)
Tn2(t) = (agt + ba)e™ + e7 ((cat + da) cos 2t + (ext + f2) sin2t) .
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Piiklad 16. Najdéte obecné realné reseni homogenni soustavy k soustavée diferencialnich
rovnic
rh = 31 — 225 + 3e* + e* cost, T = 11 + x5 + 2te’ — e* sint

a uved'te, v jakém tvaru budete hledat feseni nehomogenni soustavy.
zpa(t) = cre®(cost —sint) + cpe*(cost +sint), wxpa(t) = cre* cost + cpe* sint;

TN (t) = are® + (bit + cr)e’ + e ((dit + e1) cost + (fit + g1) sint) ,
Tn2(t) = e + (bat + co)e’ + e ((dat + e3) cost + (fat + go) sint) .
Piiklad 17. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy

)= + 319+ 5e",  ah =31 + 13 — 3e’, r1(0) =1, 25(0)=1.
[xl(t) =et —3e7 427! e, ao(t) =M + 37 — Se‘t.}
Priklad 18. Najdéte feSeni Cauchyovy tulohy
v = 3w, — 8wy + e, ah =21y + Srg + 36 z1(0) =0, 22(0)=1.

[a:l(t) = (20t + 27)e’ — 27e*,  xo(t) = — (10t + 16)e’ + 17e2t.}

Priklad 19. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy

x| =3z — 229 + 5te* | 2l = 5ry + a9 — €7 z1(0) =0, 22(0)=0.
21(t) = —5 e*(cos 3t + sin 3t) + £ (2t + 1)e*,
To(t) = 3 e*(cos3t — 2sin3t) + 1 (5t — 1)e™.

Priklad 20. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy
v = —dx) — 2wy + 37", wh=3w +xy—e ", 71(0) =1, x2(0)=2.
[ml(t) = (1—4t)e™, ao(t) = (2+ 6t)e—t.}
Priklad 21. Najdéte feSeni Cauchyovy tlohy
ry =3x; — a9+ cost, x5 =x1+x9—sint, r1(0) =2, z2(0)=1.

21(t) = 5= €*(40t 4 53) + 5= (4sint — 3cost),
:CQ(t) 3

5= €21 (40t 4 13) 4+ £ (3sint 4 4 cost) .
Piiklad 22. Najdéte feseni Cauchyovy tlohy

25

r) =31 — 219+ 2¢ ' cos3t, b =41 — 15 —e 'sindt, 21(0) =1, 2(0)=0.

145

To(t) = 1z €' (429 sin 2t — 43 cos 2t) + 1z € (43 cos 3t — 64sin 3t) .

[xl(t) = L ¢/(193 cos 2t + 236'5in 2t) + 12 e!(sin 3t — 12cos 3t) ]
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