
Integrace per partes

Věta o integraci per partes.

Necht’ maj́ı funkce f(x) a g(x) spojité derivace. Pak plat́ı∫
f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f(x)g′(x) dx . (1)

Poznámka. Předpoklad, že funkce f(x) a g(x) maj́ı spojité derivace, zaručuje, že integrály v (1)
existuj́ı. Věta o integraci per partes plat́ı za podstatně obecněǰśıch předpokladu.

Př́ıklad 1.r. Pomoćı integrace per partes najděte integrál

∫
x2e−3x dx.

Řešeńı. Když označ́ıme g(x) = x2 a f ′(x) = e−3x, je g′(x) = 2x a f(x) = −1
3
e−3x a podle

(1) plat́ı∫
x2e−3x dx = −1

3
x2e−3x −

∫
2x

(
−1

3
e−3x

)
dx = −1

3
x2e−3x + 2

3

∫
xe−3x dx .

Jestliže v posledńım integrálu označ́ıme g(x) = x a f ′(x) = e−3x, je g′(x) = 1 a f(x) =
−1

3
e−3x. Tedy podle (1) je∫

x2e−3x dx = −1
3
x2e−3x + 2

3

(
−1

3
xe−3x + 1

3

∫
e−3x dx

)
=

= −1
3
x2e−3x + 2

3

(
−1

3
xe−3x − 1

9
e−3x

)
= e−3x

(
−1

3
x2 − 2

9
x− 2

27

)
.

Př́ıklad 2.r. Pomoćı integrace per partes najděte integrál

∫
(x2 − x + 2) sin x+1

2
dx.

Řešeńı. Označme g(x) = x2 − x + 2 a f ′(x) = sin x+1
2

. Pak g′(x) = 2x − 1 a f(x) =
−2 cos x+1

2
. Podle (1) plat́ı∫

(x2 − x + 2) sin x+1
2

dx = −2(x2 − x + 2) cos x+1
2

+ 2

∫
(2x− 1) cos x+1

2
dx .

Pokud použiejme metodu per partes ještě na posledńı integrál, dostaneme∫
(x2 − x + 2) sin x+1

2
dx =

= −2(x2 − x + 2) cos x+1
2

+ 2
(
2(2x− 1) sin x+1

2
− 4

∫
sin x+1

2
dx

)
=

= −2(x2 − x + 2) cos x+1
2

+ 2
(
2(2x− 1) sin x+1

2
+ 8 cos x+1

2

)
=

= −2(x2 − x− 6) cos x+1
2

+ 4(2x− 1) sin x+1
2

.

Př́ıklad 3.r. Najděte integrál

∫
ln x√

x
dx.
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Řešeńı. Když označ́ıme f ′(x) =
1√
x

= x−1/2 a g(x) = ln x, je f(x) = 2x1/2 a g′(x) =
1

x
.

Podle (1) pak je∫
ln x√

x
dx = 2

√
x ln x−

∫
2
√

x

x
dx = 2

√
x ln x− 2

∫
x−1/2 dx = 2

√
x ln x− 4

√
x .

Př́ıklad 4.r. Najděte integrál

∫
ln2 x dx.

Řešeńı. Když integrovaný výraz naṕı̌seme ve tvaru 1 · ln2 x a polož́ıme f ′(x) = 1 a

g(x) = ln2 x, je f(x) = x a g′(x) =
2 ln x

x
, je podle (1)∫

ln2 x dx = x ln2 x− 2

∫
ln x dx .

Posledńı integrál můžeme opět naj́ıt metodou integrace per partes. Když polož́ıme f ′(x) =

1 a g(x) = ln x, tj. f(x) = x a g′(x) =
1

x
, dostamene∫

ln2 x dx = x ln2 x− 2

∫
ln x dx = x ln2 x− 2

(
x ln x−

∫
1 dx

)
=

= x ln2 x− 2x ln x + 2x = x
(
ln2 x− 2 ln x + 2) .

Př́ıklad 5.r. Najděte integrál

∫
ln(1 + x2) dx.

Řešeńı. Polož́ıme f ′(x) = 1 a g(x) = ln(1 + x2). Pak je f(x) = x, g′(x) =
2x

1 + x2
a podle

(1) dostaneme∫
ln(1 + x2) dx = x ln(1 + x2)−

∫
2x2 dx

1 + x2
= x ln(1 + x2)−

∫ (
2− 2

1 + x2

)
dx =

= x ln(1 + x2)− 2x + 2 arctg x .

Př́ıklad 6.r. Najděte integrál

∫
(x3 + 2x) arctg x dx.

Řešeńı. Když polož́ıme f ′(x) = x3 + 2x a g(x) = arctg x, tj. f(x) = 1
4
x4 + x2 a g′(x) =

1

1 + x2
, dostaneme podle (1)

∫
(x3 + 2x) arctg x dx =

(
1
4
x4 + x2

)
arctg x−

∫ 1
4
x4 + x2

1 + x2
dx .

A protože
x4 + 4x2

1 + x2
= x2 + 3− 3

1 + x2
,

je ∫
(x3 + 2x) arctg x dx =

(
1
4
x4 + x2

)
arctg x− 1

12
x3 − 3

4
x + 3

4
arctg x .

2



Př́ıklad 7.r. Pomoćı integrace per pertes najděte integrály∫
e3x sin x dx a

∫
e−2x cos 3x dx .

Řešeńı. Když označ́ıme f ′(x) = sin x a g(x) = e3x, je f(x) = − cos x a g′(x) = 3e3x.
Podle (1) tedy plat́ı ∫

e3x sin x dx = −e3x cos x + 3

∫
e3x cos x dx . (2)

Posledńı integrál můžeme opět naj́ı pomoćı integrace per partes. Označme f ′(x) = cos x
a g(x) = e3x, tj. f(x) = sin x a g′(x) = 3e3x. Podle (1) pak je∫

e3x cos x dx = e3x sin x− 3

∫
e3x sin x dx . (3)

Jestliže nyńı zavedeme označeńı S =

∫
e3x sin x dx a C =

∫
e3x cos x dx, lze vztahy (2) a

(3) zapsat jako
S = −e3x cos x + 3C , C = e3x sin x− 3S . (4)

To je soustava dvou lineárńıch rovnic pro S a C. Jestliže dosad́ıme za C z druhé rovnice
do prvńı, dostaneme

S = −e3x cos x + 3e3x sin x− 9S , tj. S =

∫
e3x sin x dx = 1

10
e3x

(
− cos x + 3 sin x

)
.

Druhý integrál můžeme naj́ıt podobně. Když vezmeme f ′(x) = cos 3x a g(x) = e−2x,
dostaneme pomoćı (1) rovnost∫

e−2x cos 3x dx = 1
3
e−2x sin 3x + 2

3

∫
e−2x sin 3x dx . (5)

Když ještě polož́ıme f ′(x) = sin 3x a g(x) = e−2x, dostaneme rovnost∫
e−2x sin 3x dx = −1

3
e−2x cos 3x− 2

3

∫
e−2x cos 3x dx . (6)

Pokud označ́ıme S =

∫
e−2x sin 3x dx a C =

∫
e−2x cos 3x dx, tvoř́ı (5) a (6) soustavu

dvou lineárńıch rovnic

C = 1
3
e−2x sin 3x + 2

3
S , S = −1

3
e−2x cos 3x− 2

3
C ,

pro S a C. Jej́ı řešeńı je

C =

∫
e−2x cos 3x dx = 1

13
e−2x

(
3 sin 3x− 2 cos 3x

)
,

S =

∫
e−2x sin 3x dx = − 1

13
e−2x

(
3 cos 3x + 2 sin 3x

)
.
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Př́ıklad 8.r. Pomoćı integrace per partes najděte integrál

∫ √
1 + x2 dx.

Řešeńı. Když vezmeme f ′(x) = 1 a g(x) =
√

1 + x2, je podle (1)∫ √
1 + x2 dx = x

√
1 + x2 −

∫
x2

√
1 + x2

dx = x
√

1 + x2 −
∫

(1 + x2)− 1√
1 + x2

dx =

= x
√

1 + x2 −
∫ √

1 + x2 dx +

∫
dx√

1 + x2
=

= x
√

1 + x2 −
∫ √

1 + x2 dx + ln
(
x +

√
1 + x2

)
.

Pro hledaný integrál jsme tedy dostali rovnici∫ √
1 + x2 dx = x

√
1 + x2 −

∫ √
1 + x2 dx + ln

(
x +

√
1 + x2

)
,

ze které plyne ∫ √
1 + x2 dx = 1

2
x
√

1 + x2 + 1
2

ln
(
x +

√
1 + x2

)
.

Př́ıklad 9.r. Pomoćı metody per partes budeme poč́ıtat integrál

∫
sinn x dx, kde n =

2, 3, . . .. Když polož́ıme f ′(x) = sin x a g(x) = sinn−1 x, je f(x) = − cos x a g′(x) =
(n− 1) cos x sinn−2 x. Podle (1) plat́ı rovnost∫

sinn x dx = − cos x sinn−1 x + (n− 1)

∫
cos2 x sinn−2 x dx .

Když použijeme rovnost cos2 x = 1− sin2 x, dostaneme vztah∫
sinn x dx = − cos x sinn−1 x + (n− 1)

∫
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫
sinn x dx .

Z této rovnice plyne, že pro n = 2, 3, . . . plat́ı∫
sinn x dx = −cos x sinn−1 x

n
+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx . (7)

Podobně lze ukázat, že pro n = 2, 3, . . . plat́ı∫
cosn x dx =

sin x cosn−1 x

n
+

n− 1

n

∫
cosn−2 x dx . (8)

Př́ıklad 10.r. Pomoćı vztah̊u (7) a (8) najděte integrály∫
sin5 x dx a

∫
cos6 x dx .

Řešeńı. Když v (7) polož́ıme n = 5, dostaneme∫
sin5 x dx = −1

5
cos x sin4 x + 4

5

∫
sin3 x dx .
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Posledńı integrál můžeme naj́ıt tak, že ve vzorci (7) polož́ıme n = 3. Pak dostaneme∫
sin5 x dx = −1

5
cos x sin4 x + 4

5

(
−1

3
cos x sin2 x + 2

3

∫
sin x dx

)
=

= −1
5

cos x sin4 x− 4
15

cos x sin2 x− 8
15

cos x .

Druhý integrál lze naj́ıt tak, že ve vztahu (8) polož́ıme postupně n = 6, n = 4 a n = 2.
Tak dostaneme∫

cos6 x dx = 1
6

sin x cos5 x + 5
6

∫
cos4 x dx =

= 1
6

sin x cos5 x + 5
6
· 1

4
sin x cos3 x + 5

6
· 3

4

∫
cos2 x dx =

= 1
6

sin x cos5 x + 5
24

sin x cos3 x + 5
8
· 1

2
sin x cos x + 5

8
· 1

2

∫
cos0 x dx =

= 1
6

sin x cos5 x + 5
24

sin x cos3 x + 5
16

sin x cos x + 5
16

x .

Př́ıklad 11.r. Pomoćı vztah̊u (7) a (8) najděte integrál

∫
sin4 x cos2 x dx.

Řešeńı. Pokud použijeme vztah cos2 x = 1− sin2 x, dostameme rovnost∫
sin4 x cos2 x dx =

∫
sin4 x dx−

∫
sin6 x dx .

Ze vztahu (7) plyne∫
sin4 x dx cos2 x dx =

∫
sin4 x dx + 1

6
cos x sin5 x− 5

6

∫
sin4 x dx =

= 1
6

cos x sin5 x + 1
6

∫
sin4 x dx =

= 1
6

cos x sin5 x− 1
6
· 1

4
cos x sin3 x + 1

6
· 3

4

∫
sin2 x dx =

= 1
6

cos x sin5 x− 1
24

cos x sin3 x + 1
8

(
−1

2
cos x sin x + 1

2
x
)

=

= 1
6

cos x sin5 x− 1
24

cos x sin3 x− 1
16

cos x sin x + 1
16

x .

Př́ıklad 1. Pomoćı metody per partes spoč́ıejte integrály

a.

∫
(2x− 3)e3x dx , b.

∫
x2e2x dx , c.

∫
(x− 1)(x2 + 2x + 2)e−x dx .[

a. 1
9
e3x(6x− 11) + c ; b. 1

4
e2x(2x2 − 2x + 1) + c ;

c. − e−x(x3 + 4x2 + 8x + 6) + c .

]
Př́ıklad 2. Pomoćı metody per partes spoč́ıejte integrály

a.

∫
x sin 3x dx , b.

∫
(x− 1) cos 1

2
x dx ,

c.

∫
(x2 + 2x + 3) sin x dx , d.

∫
(x + 1)(x− 2) cos 2x dx .
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a. − 1

3
x cos 3x + 1

9
sin 3x + c ;

b. 4 cos 1
2
x + 2(x− 1) sin 1

2
x + c ;

c. 2(x + 1) sin x− (x + 1)2 cos x + c ;

d.
(

1
2
x2 − 1

2
x− 5

4

)
sin 2x +

(
1
2
x− 1

4

)
cos 2x + c .


Př́ıklad 3. Najděte integrály

a.

∫
ln x dx , b.

∫ (
x ln x

)2
dx , c.

∫
x3/2 ln3 x dx , d.

∫
ln(1− x2) dx .


a. x

(
ln x− 1

)
+ c ;

b. x3
(

1
3

ln2 x− 2
9

ln x + 2
27

)
+ c ;

c. x5/2
(

2
5

ln3 x− 12
25

ln2 x + 48
125

ln x− 96
625

)
+ c ;

d. x ln
(
1− x2

)
− 2x + ln 1+x

1−x
+ c .


Př́ıklad 4. Najděte integrály

a.

∫
2x arctg x dx , b.

∫
arctg

√
x√

x
dx .

[
a. (x2 + 1) arctg x− x + c ; b. 2

√
x arctg

√
x− ln(1 + x) + c .

]
Př́ıklad 5. Pomoćı integrace per partes najděte integrály

a.

∫
ex(sin 2x− 3 cos 2x) dx , b.

∫
e−3x(2 cos x + sin x) dx .

[
a. − ex(cos 2x + sin 2x) + c ; b. − 1

10
e−3x(7 cos x + sin x) + c .

]
Př́ıklad 6. Pomoćı integrace per partes najděte integrály

a.

∫ √
1− x2 dx , b.

∫ √
x2 − 1 dx .

[
a. 1

2
x
√

1− x2 + 1
2

arcsin x + c ; b. 1
2
x
√

x2 − 1− ln
(
x +

√
x2 − 1

)
+ c .

]
Př́ıklad 7. Dokažte, že pro n = 2, 3, . . . plat́ı vztah (8).

Př́ıklad 8. Spoč́ıtejte integrály

a.

∫
cos7 x dx , b.

∫
sin8 x dx ,

c.

∫
cos6 x sin2 x dx , d.

∫
sin4 x cos4 x dx .


a.

(
1
7

cos6 x + 6
35

cos4 x + 8
35

cos2 x + 16
35

)
sin x ;

b. 105
384

x−
(

1
8

sin7 x + 7
48

sin5 x + 35
192

sin3 x + 105
384

sin x
)
cos x + c ;

c. 15
384

x +
(
−1

8
cos7 x + 1

48
cos5 x + 5

192
cos3 x + 15

384
cos x

)
sin x + c ;

d. 3
128

x− 1
128

(
sin3 2x + 3

2
sin 2x

)
cos 2x + c .
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Př́ıklad 9. Najděte chybu v následuj́ıćı úvaze∫
tg x dx =

∫
sin x

cos x
dx =

− cos x

cos x
−

∫
(− cos x)

(
sin x

cos2 x

)
dx =

= −1 +

∫
sin x

cos x
dx = −1 +

∫
tg x dx ,

kde jsme při integraci per partes použili

f ′(x) = sin x g(x) =
1

cos x
=⇒ f(x) = − cos x , g′(x) =

sin x

cos2 x
.

Tedy plat́ı ∫
tg x dx = −1 +

∫
tg x dx . (9)

A když na obou stranách odečteme

∫
tg x dx, dostaneme rovnost 0 = −1.

Neurčité integrály jsou určeny až na libovolnou konstantu.

Tato konstanta může být na levé a pravé straně rovnice (9) zvolena r̊uzně.

Proto nelze neurčité integrály na levé a pravé straně rovnosti (9) jednoduše odeč́ıst.

Přesněji plat́ı

∫
tg x dx−

∫
tg x dx =

∫ (
tg x− tg x

)
dx =

∫
0 dx = c,

kde c je libovolné č́ıslo.
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