
Substituce v neurčitém integrálu

Prvńı věta o substituci

Necht’ má funkce y = y(x) spojitou derivaci a F (y) je primitivńı funkce k funkci f(y). Pak je∫
f
(
y(x)

)
y′(x) dx =

∫
f(y) dy = F

(
y(x)

)
. (1)

Druhá věta o substituci

Necht’ má funkce x = ϕ(t) na intervalu (a, b) spojitou nenulovou derivaci. Pak plat́ı∫
f(x) dx =

∫
f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt = Ψ(t) = Ψ

(
ϕ(−1)(x)

)
, (2)

kde Ψ(t) je primitivńı funkce k funkci f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) a t = ϕ(−1)(x) je inverzńı funkce k x = ϕ(t).

Př́ıklad 1.r. Najděte integrál

∫
x
√

1− x2 dx.

Řešeńı. Když označ́ıme y = y(x) = 1− x2, je dy = y′(x) dx = −2x dx. Podle prvńı věty
o substituci (1) pak je∫

x
√

1− x2 dx = −1
2

∫ √
1− x2

(
−2x dx

)
= −1

2

∫
√

y dy = −1
2

2
3
y3/2 = −1

3
(1− x2)3/2.

Př́ıklad 2.r. Najděte integrál

∫ √
1− x2 dx.

Řešeńı. Zavedeme proměnnou t ∈ (−1
2
π, 1

2
π) pomoćı vztahu x = x(t) = sin t. Protože

x′(t) = cos t je na intervalu (−1
2
π, 1

2
π) nenulová, plat́ı podle druhé věty o substituci∫ √

1− x2 dx =

∫ √
1− sin2 t cos t dt =

∫
| cos t| cos t dt .

Ale protože je t ∈ (−1
2
π, 1

2
, π), je cos t > 0, a tedy | cos t| = cos t. Proto plat́ı∫ √

1− x2 dx =

∫
cos2 t dt =

∫
1
2
(1 + cos 2t) dt = 1

2
t + 1

4
sin 2t = 1

2
t + 1

2
sin t cos t .

Tedy funkce Ψ(t) ve vztahu (2) je

Ψ(t) = 1
2
t + 1

2
sin t cos t .

Do ńı muśıme ještě dosadit za proměnnou t, kterou jsme definovali vztahem x = sin t,
kde t ∈ (−1

2
π, 1

2
π). Z toho plyne, že t = arcsin x, a proto∫ √

1− x2 dx = 1
2

arcsin x + 1
2

sin(arcsin x) cos(arcsin x) .

Ale podle definice je sin(arcsin x) = x. A protože je na uvažovaném intervalu cos t > 0,

plat́ı cos t =
√

1− sin2 t =
√

1− x2. Proto můžeme psát∫ √
1− x2 dx = 1

2
arcsin x + 1

2
x
√

1− x2 .
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Poznámka: Jak je vidět z uvedených př́ıklad̊u, je použit́ı druhé věty o substituci složitěǰśı než
použit́ı prvńı věty. Problém je v tom, že potřebujeme jak funkci x = ϕ(t), tak jej́ı inverzńı funkci
t = ϕ(−1)(x). Na druhé straně při použit́ı prvńı věty o substituci potřebujeme mı́t integrovanou
funkci zapsanou ve speciálńım tvaru f

(
y(x)

)
y′(x), který nemuśı být zřejmý na prvńı pohled.

Pokud chceme v integrálu
∫

f(x) dx provést substituci y = y(x), lze formálně postupovat tak,

že z rovnice y = y(x) najdeme

dy = y′(x) dx , tj. dx =
dy

y′(x)
.

Formálně pak je

f(x) dx = f(x)
dy

y′(x)
=

f(x)
y′(x)

dy .

Nyńı ale potřebujeme zapsat funkci
f(x)
y′(x)

pomoćı proměnné y, kde y = y(x), tj. naj́ı funkci g(y)

takovou, aby g
(
y(x)

)
=

f(x)
y′(x)

. Toto vyjádřeńı může být na prvńı pohled zřejmé a použ́ıváme

vlastně prvńı větu o substituci.
Pokud takové vyjádřeńı nevid́ıme, najdeme inverzńı funkci x = x(y) k funkci y = y(x) a dosta-
neme

f(x) dx =
f(x)
y′(x)

dy =
f
(
x(y)

)
y′
(
x(y)

) dy .

Pak už můžeme psát ∫
f(x) dx =

∫
f
(
x(y)

)
y′
(
x(y)

) dy .

Jestliže chceme v integrálu
∫

f(x) dx provést substituci x = x(y), najdeme nejprve dx =

x′(y) dy a po formálněm dosazeńı, dostaneme

f(x) dx = f
(
x(y)

)
x′(y) dy .

A protože na pravé straně je funkce proměnné y, lze př́ımo psát∫
f(x) dx =

∫
f
(
x(y)

)
x′(y) dy .

Ale pokud se nám podař́ı naj́ıt integrál vpravo, muśıme do něj ještě dosadit za y z inverzńı
funkce k funkci x = x(y). To je vlastně druhá věta o substituci.
Často je při substituci v integrálu výhodné použ́ıvat obě vzájemně inverzńı vztahy y = y(x) a
x = x(y).

Pokuśım se ty kecy ukázat na př́ıkladě. V integrálu
∫ √

1− x2 dx udělám substituci y = 1−x2.

Nejprve spoč́ıtám

dy = −2xdx , tj. dx = − dy

2x
.

Tady potřebuji x 6= 0. Po dosazeńı dostanu√
1− x2 dx =

√
1− x2

(
− dy

2x

)
= −

√
y

2x
dy .
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Do posledńıho výrazu muśım ještě dosadit za x z rovnice y = 1 − x2, tj. x2 = 1 − y. Abych z
této rovnice spoč́ıtal x budu předpkládat, že x > 0. Pak je x =

√
1− y a po dosazeńı dostanu√

1− x2 dx = −
√

y

2
√

1− y
dy .

A protože mám na pravé straně pouze y, můžu psát∫ √
1− x2 dx = −1

2

∫ √
y

1− y
dy .

Jinak jsme mohli postupovat také tak, že z rovnice y = 1−x2 spoč́ıtáme x =
√

1− y, kde x > 0.
Pak je

dx = − dy

2
√

1− y

a po dosazeńı dostaneme√
1− x2 dx = −

√
1− x2

2
√

1− y
dy = −

√
y

2
√

1− y
dy .

Př́ıklad 3.r. Najděte integrál

∫
x2 4
√

1 + x3 dx.

Řešeńı. V integrálu je nepř́ıjemný výraz 1 + x3 pod odmocninou. Můžeme se ho zkusit
zbavit substitućı y = 1 + x3. Pak je

dy = 3x2 dx , tj. dx =
dy

3x2
.

Při tomto postupu se muśıme omezit na x 6= 0, tj. na intervaly x > 0 nebo x < 0. Pak
dostaneme

x2 4
√

1 + x3 dx = x2 4
√

y
dy

3x2
= 1

3
4
√

y dy .

Nyńı už můžeme psát∫
x2 4
√

1 + x3 dx = 1
3

∫
4
√

y dy = 1
3

∫
y1/4 dy = 1

3
4
5
y5/4 = 4

15

(
1 + x3)5/4.

Poznámka. Uvedený postup je typický pro druhou větu o substituci. Pokud si ale všimneme, že
x2 = 1

3 (1 + x3)′, lze integrál psát ve tvaru∫
x2 4
√

1 + x3 dx = 1
3

∫
4
√

1 + x3 (1 + x3)′ dx ,

tj. ve tvaru (1), kde y = 1 + x3. Pak lze použ́ıt prvńı větu o substituci a neńı nutné omezit se
na kladná nebo záporná x.

Př́ıklad 4.r. Najděte interál

∫
x dx√
1− 2x2

.

Řešeńı. Pokud si všimenme toho, že x = −1
4
(1− 2x2)′, lze uvedený integrál napsat jako∫

x dx√
1− 2x2

= −1
4

∫
(1− 2x2)′ dx√

1− 2x2
.
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Proto je výhodné zavést substituci y = 1− 2x2. Pak je dy = −4x dx a∫
x dx√
1− 2x2

= −1
4

∫
(−4x dx)√

1− 2x2
= −1

4

∫
dy
√

y
= −1

2

√
y = −1

2

√
1− 2x2 .

Př́ıklad 5.r. Najděte interál

∫
(2x + 1) dx

x2 + x + 1
.

Řešeńı. Pokud si všimenme toho, že 2x+1 = (x2 +x+1)′, zjist́ıme, že je výhodné zavést
substituci y = x2 + x + 1. Pak totiž dy = (2x + 1) dx a uvedený integrál je∫

(2x + 1) dx

x2 + x + 1
=

∫
dy

y
= ln |y| = ln(x2 + x + 1) .

(Protože je x2 + x + 1 > 0, lze vynechat absolutńı hodnotu v logaritmu.)

Př́ıklad 6.r. Najděte integrál

∫
(3x + 2) dx

x2 + 4x + 8
.

Řešeńı. Protože (x2 + 4x + 8)′ = 2x + 4 umı́me pomoćı substituce y = x2 + 4x + 8 naj́ıt
integrál ∫

(2x + 4) dx

x2 + 4x + 8
=

∫
dy

y
= ln |y| = ln(x2 + 4x + 8) .

Protože

x2 + 4x + 8 = (x + 2)2 + 4 = 4

(
(x + 2)2

4
+ 1

)
= 4

((x + 2

2

)2

+ 1

)
,

v́ıme, že ∫
dx

x2 + 4x + 8
= 1

4

∫
dx(

x+2
2

)2
+ 1

= 1
2

arctg
x + 2

2
.

Integrál z tohoto př́ıkladu je vlastně lineárńı kombinace těchto dvou integrál̊u. Existuj́ı
totiž reálná č́ısla α a β taková, že∫

(3x + 2) dx

x2 + 4x + 8
= α

∫
(2x + 4) dx

x2 + 4x + 8
+ β

∫
dx

x2 + 4x + 8
=

∫
α(2x + 4) + β

x2 + 4x + 8
dx .

Tedy pro muśı platit

3x + 2 = α(2x + 4) + β = 2αx + (4α + β) , neboli 2α = 3 , 4α + β = 2 .

To znamená, že α = 3
2

a β = −4. Proto je hledaný integrál∫
(3x + 2) dx

x2 + 4x + 8
= 3

2

∫
(2x + 4) dx

x2 + 4x + 8
− 4

∫
dx

x2 + 4x + 8
=

= 3 ln
√

x2 + 4x + 8− 2 arctg
x + 2

2
+ c .

Př́ıklad 7.r. Najděte integrál

∫
(x + 1) dx√
x2 + 3x + 5

.
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Řešeńı. Protože (x2 + 3x + 5)′ = 2x + 3, umı́me pomoćı substituce y = x2 + 3x + 5 naj́ıt
integrál ∫

(2x + 3) dx√
x2 + 3x + 5

=

∫
dy
√

y
= 2

√
y = 2

√
x2 + 3x + 5 .

Protože

x2+3x+5 =
(
x+ 3

2

)2− 9
4
+5 =

(
x+ 3

2
)2+ 11

4
= 11

4

(
4(x + 3

2
)

11
+ 1

)
= 11

4

((2x + 3√
11

)2

+ 1

)
umı́me také spoč́ıtat integrál∫

dx√
x2 + 3x + 5

=
2√
11

∫
dx√(

2x+3√
11

)2
+ 1

=
2√
11

1
2√
11

ln

(
2x + 3√

11
+

√
(2x + 3)2

11
+ 1

)
=

= ln

(
2x + 3√

11
+

√
(2x + 3)2

11
+ 1

)
.

Náš integrál je vlastně lineárńı kombinace těchto integrál̊u. Plat́ı totiž∫
(x + 1) dx√
x2 + 3x + 5

= α

∫
(2x + 3) dx√
x2 + 3x + 5

+ β

∫
dx√

x2 + 3x + 5
,

kde pro reálná č́ısla α a β plat́ı

α(2x + 3) + β = x + 1 , tj. α = 1
2
, β = −1

2
.

Proto je∫
(x + 1) dx√
x2 + 3x + 5

=
√

x2 + 3x + 5− 1

2
ln

(
2x + 3√

11
+

√
(2x + 3)2

11
+ 1

)
+ c .

Logaritmus v tomto výsledku lze zapsat také jinak. Plat́ı totiž

2x + 3√
11

+

√
(2x + 3)2

11
+ 1 =

2x + 3 +
√

(2x + 3)2 + 11√
11

=
2x + 3 + 2

√
x2 + 3x + 5√
11

.

Proto je

ln

(
2x + 3√

11
+

√
(2x + 3)2

11
+ 1

)
= ln

(
2x + 3 + 2

√
x2 + 3x + 5

)
− 1

2
ln 11 .

A protože je konstanta c v neurčitém integrálu libovolné č́ıslo, lze psát∫
(x + 1) dx√
x2 + 3x + 5

=
√

x2 + 3x + 5− 1
2
ln
(
2x + 3 + 2

√
x2 + 3x + 5

)
+ c .

Př́ıklad 8.r. Najděte integrál

∫
x dx√

4 + 3x− x2
.
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Řešeńı. Při hledáńı tohoto integrálu lze postupovat podobně jako v předcházej́ıćıch dvou
př́ıkladech. Protože (4 + 3x− x2)′ = 3− 2x napǐseme integrál ve tvaru∫

x dx√
4 + 3x− x2

=

∫
α(3− 2x) + β√

4 + 3x− x2
dx = α

∫
(3− 2x) dx√
4 + 3x− x2

+ β

∫
dx√

4 + 3x− x2
,

kde pro reálná č́ısla α a β plat́ı

α(3− 2x) + β = −2αx + (3α + β) = x , tj. α = −1
2
, β = 3

2
.

Máme tedy ∫
x dx√

4 + 3x− x2
= −1

2

∫
(3− 2x) dx√
4 + 3x− x2

+ 3
2

∫
dx√

4 + 3x− x2
.

Prvńı integrál lze naj́ıt pomoćı substituce y = 4 + 3x− x2. Pak je∫
(3− 2x) dx√
4 + 3x− x2

=

∫
dy
√

y
= 2

√
y = 2

√
4 + 3x− x2 .

Protože

x2 − 3x− 4 =
(
x− 3

2

)2 − 9
4
− 4 = (

(
x− 3

2

)2 − 25
4

= 25
4

((2x− 3

5

)2

− 1

)
,

je ∫
dx√

4 + 3x− x2
=

2

5

∫
dx√

1−
(

2x−3
5

)2 =
2

5

1
2
5

arcsin
2x− 3

5
= arcsin

2x− 3

5
.

Tedy hledaný integrál je∫
x dx√

4 + 3x− x2
= −

√
4 + 3x− x2 + 3

2
arcsin

2x− 3

5
+ c .

Př́ıklad 9.r. Najděte integrál

∫
arctg x dx.

Řešeńı. Nejprve použijeme metodu integrace per partes. Vezmeme f ′(x) = 1 a g(x) =

arctg x. Pak je f(x) = x a g′(x) =
1

1 + x2
. Pomoćı integrace per partes pak dostaneme∫

arctg x dx = x arctg x−
∫

x dx

1 + x2
.

Protože (1 + x2)′ = 2x, zavedeme novou proměnnou

y = 1 + x2 =⇒ dy = 2x dx =⇒ x dx = 1
2
dy .

Po substituci pak dostaneme∫
x dx

1 + x2
= 1

2

∫
dy

y
= 1

2
ln y = 1

2
ln(1 + x2) = ln

√
1 + x2 .
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Hledaný integrál tedy je∫
arctg x dx = x arctg x− ln

√
1 + x2 + c .

Př́ıklad 10.r. Najděte integrál

∫
arcsin 2x dx.

Řešeńı. Nejprve použijeme metodu integrace per partes. Když vezmeme f ′(x) = 1 a

g(x) = arcsin 2x, je f(x) = x a g′(x) =
2√

1− 4x2
. Tedy∫

arcsin 2x dx = x arcsin 2x−
∫

2x dx√
1− 4x2

.

Protože (1− 4x2)′ = 8x, je výhodné použ́ıt substituci

y = 1− 4x2 =⇒ dy = −8x dx =⇒ 2x dx = −1
4

dy .

Proto je ∫
2x dx√
1− 4x2

= −1
4

∫
dy
√

y
= −1

2

√
y = −1

2

√
1− 4x2

a celý integrál je ∫
arcsin 2x dx = x arcsin 2x + 1

2

√
1− 4x2 + c .

Př́ıklad 11.r. Najděte integrál

∫
arctg(2x− 1) dx.

Řešeńı. Nejprve použijeme integraci per partes, kde f ′(x) = 1 a g(x) = arctg(2x − 1).

Pokud vezmeme f(x) = x a g′(x) =
2

1 + (2x− 1)2
, dostaneme pro daný integrál∫

arctg(2x− 1) dx = x arctg(2x− 1)−
∫

2x dx

1 + (2x− 1)2
.

Protože nyńı již neńı derivace jmenovatele
(
1+ (2x− 1)2

)′
= 4(2x− 1) úměrná čitateli 2x

neńı substituce y = 1 + (2x− 1)2 výhodná. Proto posledńı integrál rozděĺıme stejně jako
v předcházej́ıćıch př́ıkladech na dva integrály∫

2x dx

1 + (2x− 1)2
=

∫
(2x− 1) dx

1 + (2x− 1)2
+

∫
dx

1 + (2x− 1)2
,

které umı́me spoč́ıtat (prvńı najdeme pomoćı substituce y = 1 + (2x− 1)2) a dostaneme∫
2x dx

1 + (2x− 1)2
= 1

4
ln
(
1 + (2x− 1)2

)
+ 1

2
arctg(2x− 1) .

Tedy p̊uvodńı integrál je∫
arctg(2x− 1) dx = x arctg(2x− 1)− 1

4
ln
(
1 + (2x− 1)2

)
− 1

2
arctg(2x− 1) =

=
(
x− 1

2

)
x arctg(2x− 1)− ln 4

√
1 + (2x− 1)2 + c .
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Poznámka. Mohli jsme ale postupovat jinak. Pokud si uvědomı́me, že v integrálu, který vynikne
pro integraci per partes, použijeme substituci

y = 1 + (2x− 1)2 =⇒ dy = 4(2x− 1) dx ,

můžeme mı́sto funkce f(x) = x vźıt funkci f(x) = 1
2 (2x− 1), jej́ıž derivace je f ′(x) = 1. S touto

funćı dostaneme po integraci per partes∫
arctg(2x− 1) dx = 1

2 (2x− 1) arctg(2x− 1)−
∫

(2x− 1) dx

1 + (2x− 1)2
.

Druhý integrál lze pak už př́ımo naj́ıt pomoćı substituce y = 1 + (2x− 1)2.

Př́ıklad 12.r. Najděte intagrál

∫
arcsin(3x + 2) dx.

Řešeńı. Neprvve budeme integrovat per partes. Polož́ıme f ′(x) = x a g(x) = arcsin(3x+

2). Pak je g′(x) =
3√

1− (3x + 2)2
. Když si již nyńı uvědomı́me, že při daľśı integraci

použijeme substituci y = 1 − (3x + 2)2 a že y′(x) = −6(3x + 2), snadno nahledneme, že
je rozumné zvolit funkci f(x) = 1

3
(3x + 2). Integrace per partes pak dává∫

arcsin(3x + 2) dx = 1
3
(3x + 2) arcsin(3x + 2)−

∫
(3x + 2) dx√
1− (3x + 2)2

.

A pokud v posledńım integrálu provedeme substituci y = 1−(3x+2)2, snadno dostaneme∫
arcsin(3x + 2) dx = 1

3
(3x + 2) arcsin(3x + 2) + 1

3

√
1− (3x + 2)2 + c .

Poznámka. Při použit́ı prvńı věty o substituci se snaž́ıme napsat daný integrál ve tvaru (1), kde

umı́me spoč́ıtat primitivńı funkci k funkci f(x). Proto je v integrálech tvaru
∫

xf(x2) dx, nebo

obecněji
∫

xn−1f(xn) dx, výhodné zavést proměnnou y = x2, nebo obecněji y = xn. Proto je

např́ıklad v interálu
∫

x2 dx

4 + x6
výhodná substituce y = x3.

Podobná situace nastane pro integrály typu
∫

f(cos x) sinxdx, resp.
∫

f(sinx) cos xdx, kde

můžeme použ́ıt substituci y = cos x, resp. y = sinx.

Př́ıklad 13.r. Najděte integrál

∫
sin x dx√

cos3 x
.

Řešeńı. Protože sin x = −(cos x)′, je výhodné udělat substituci y = cos x. Protože dy =
− sin x dx, dostaneme po ńı∫

sin x dx√
cos3 x

= −
∫

dy√
y3

= 2y−1/2 =
2√

cos x
.

Př́ıklad 14.r. Najděte integrál

∫
cos5 x dx.
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Řešeńı. Pokud použijeme vztah cos2 x = 1− sin2 x, je hledaný integrál∫
cos5 x dx =

∫ (
1− sin2 x

)2
cos x dx .

Proto je výhodné použ́ıt substituci y = sin x, tj. dy = cos x dx. Po ńı dostaneme∫
cos5 x dx =

∫ (
1− sin2 x

)2
cos x dx =

∫
(1− y2)2 dy =

=

∫ (
1− 2y2 + y4

)
dy = y + 2

3
y3 + 1

5
y5 = sin x− 2

3
sin3 x + 1

5
sin5 x .

Př́ıklad 15.r. Najděte integrál

∫
dx

cos x
.

Řešeńı. Hledaný integrál lze zapsat ve tvaru∫
dx

cos x
=

∫
cos x dx

cos2 x
=

∫
cos x dx

1− sin2 x
.

Proto je výhodné udělat substituci y = sin x, tj. dy = cos x dx. Ta vede k integrálu∫
dx

cos x
=

∫
dy

1− y2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 + y

1− y

∣∣∣∣ = ln

√
1 + sin x

1− sin x
.

Druhá věta o substituci se použ́ıvá, když se v integrované funkci chceme zbavit nějakého
nepř́ıjemného výrazu a nevid́ıme, že má integrál tvar (1).

Př́ıklad 16.r. Najděte integrál

∫
3
√

x + 1 + 1
3
√

x + 1− 1
dx.

Řešeńı. V integrované funkci je nepř́ıjemná třet́ı odmocnina. Proto se nab́ıźı substituce
3
√

x + 1 = y, neboli x = y3 − 1. Pak je dx = 3y2 dy a po substituci dostaneme integrál∫
3
√

x + 1 + 1
3
√

x + 1− 1
dx =

∫
y + 1

y − 1
3y2 dy = 3

∫
y3 + y2

y − 1
dy .

Protože
y3 + y2

y − 1
= y2 + 2y + 2 +

2

y − 1
,

je hledaný integrál∫
3
√

x + 1 + 1
3
√

x + 1− 1
dx = 3

∫ (
y2 + 2y + 2 +

2

y − 1

)
dx = y3 + 3y2 + 6y + 6 ln |y − 1| =

= x + 1 + 3 3
√

(x + 1)2 + 6 3
√

x + 1 + 6 ln
∣∣∣ 3
√

x + 1− 1
∣∣∣ .

Př́ıklad 17.r. Najděte integrál

∫
e−

√
x dx.
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Řešeńı. V integrované funkci je nepř́ıjemná odmocnina v exponentu. Proto můžeme
zkusit substituci

√
x = y, tj. x = y2. Protože dx = 2y dy, dostaneme po substituci

integrál ∫
e−

√
x dx =

∫
e−y 2y dy = 2

∫
ye−y dy ,

který můžeme naj́ıt např́ıklad metodou integrace per partes. Ta nám dá∫
ye−y dy = −ye−y +

∫
e−y dy = −ye−y − e−y = −(y + 1)e−y.

Proto je p̊uvodńı integrál∫
e−

√
x dx = −2(y + 1)e−y = −2

(√
x + 1

)
e−

√
x.

Poznámka. Druhá věta o substituci se často použ́ıvá k tomu, abychom z integrálu odstranili
druhé odmocniny kvadratických výraz̊u. Např́ıklad ve druhém př́ıkladě jsou použili vztah sin2 t+
cos2 t = 1, neboli cos2 t = 1− sin2 t, abychom se zbavili výrazu

√
1− x2. To jsme udělali tak, že

jsme položili x = sin t.
Podobně se výrazu

√
1 + x2 lze zbavit substitućı x = sinh2 y, protože je 1 + sinh2 y = cosh2 y.

Pro takové výrazy se také často použ́ıvá substituce x = tg t, protože

1 + tg2 t = 1 +
sin2 t

cos2 t
=

cos2 t + sin2 t

cos2 t
=

1
cos2 t

.

Odmocniny
√

x2 − 1 se lze zbavit substitućı x = cosh y, protože cosh2 y − 1 = sinh2 y nebo

substitućı x =
1

cos t
, protože

1
cos2 t

− 1 =
1− cos2 t

cos2 t
=

sin2 t

cos2 t
= tg2 t .

Existuj́ı ještě daľśı substituce, pomoćı kterých se lze zbavit odmocnin kvadratických výraz̊u,
které jsou souhrně nazývány Eulerovy substituce. Krátce uvedu jejich podstatu.
Odmocniny ve výrazech

√
1− x2 se lze zbavit tak, že naṕı̌seme

√
1− x2 =

√
(1− x)(1 + x) = (1− x)

√
1 + x

1− x

a polož́ıme
1 + x

1− x
= y2 , tj. x =

y2 − 1
y2 + 1

.

Podobně když odmocninu
√

x2 − 1 naṕı̌seme jako

√
x2 − 1 =

√
x− 1)(x + 1) = (x− 1)

√
x + 1
x− 1

,

je zřejmé, že se odmocniny zbav́ıme substitućı

x + 1
x− 1

= y2 , tj. x =
y2 + 1
y2 − 1

.
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Odmocniny
√

x2 + 1 se lze zbavit tak, že polož́ıme x = 1
2

(
y − y−1

)
. Pak je totiž

x2 + 1 =
(

y − y−1

2

)2

+ 1 =
y2 − 2 + y−2 + 4

4
=

y2 + 2 + y−2

4
=
(

y + y−1

2

)2

.

Pokud ještě ze vztahu x = 1
2

(
y − y−1

)
spoč́ıtáme y, dostaneme pro y > 0

x =
y − y−1

2
⇐⇒ y2 − 2xy − 1 = 0 ⇔ y = x +

√
x2 + 1 ,

neboli √
x2 + 1 = y − x ,

což je jedna z tzv. Eulerových substitućı. Všimněte si tako toho, že pokud polož́ıme y = et,
použ́ıváme vlastně substituci

x =
y − y−1

2
=

et − e−t

2
= sinh t .

Podobně lze postupovat také v př́ıpadě výrazu
√

x2 − 1. Když polož́ıme x = 1
2

(
y + y−1

)
, dosta-

neme

x2 − 1 =
(

y + y−1

2

)2

− 1 =
y2 − 2 + y−2

4
=
(

y − y−1

2

)2

.

A pokud ze vztahu x = 1
2

(
y + y−1

)
spoč́ıtáme y (při řešeńı kvadratické rovnice zvoĺım pře

odmocninou diskriminantu znaménko +), dostaneme Eulerovu substituci

y = x +
√

x2 − 1 , neboli
√

x2 − 1 = y − x .

Pokud ještě zavedeme y = et je tato substituce vlastně substituce

x =
y + y−1

2
=

et + e−t

2
= cosh t .

Jsou známy i daľśı substituce, které zjednodušuj́ı integrované funkce. Uvedeme je ale až potom,
kdy se seznámı́me s postupem integrováńı tzv. racionálńıch funkćı.

Př́ıklad 1. Najděte integrály

a.

∫
x dx

(3 + x2)2
, b.

∫
x dx

4 + x4
, c.

∫
x2 dx

(8x3 + 27)2/3
.

[
a.

−1

2(3 + x2)
+ c ; b. 1

4
arctg

x2

2
+ c .; c. 1

8

(
8x3 + 27

)1/3
+ c .

]
Př́ıklad 2. Najděte integrály

a.

∫
(x + 2) dx

x2 + 4x + 13
, b.

∫
(2x + 3) dx√
4− 3x− x2

, c.

∫
(x2 + x + 1) dx

(2x3 + 3x2 + 6x− 1)3
.

 a. ln
√

x2 + 4x + 3 + c ; b. − 2
√

4− 3x− x2 + c ;

c.
−1

12(2x3 + 3x2 + 6x− 1)2
+ c .
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Př́ıklad 3. Najděte integrály

a.

∫
(x + 1) dx

x2 − 2x + 3
, b.

∫
(x− 2) dx√
x2 + x− 6

, c.

∫
(2− 3x) dx√
1 + 2x− x2

.

 a. ln
√

x2 − 2x + 3 +
√

2 arctg x−1√
2

+ c ;

b.
√

x2 + x− 6− 5
2

ln
(
x + 1

2
+
√

x2 + x− 6
)

+ c ;

c. 3
√

1 + 2x− x2 − 1√
2

arctg x−1√
2

+ c .


Př́ıklad 4. Najděte integrály

a.

∫
arctg 1

2
x dx , b.

∫
arcsin(1− 2x) dx , c.

∫
ln
(
x +

√
x2 − 1

)
dx .

 a. x arctg x
2
− ln(x2 + 4) + c ;

b.
(
x− 1

2

)
arcsin(1− 2x)−

√
x− x2 + c ;

c. x ln
(
x +

√
x2 − 1

)
−
√

x2 − 1 + c .


Př́ıklad 5. Najděte integrály

a.

∫
(x3 − 2x)ex2

dx , b.

∫
cos 1

x

x3
dx , c.

∫
arctg

√
x dx .[

a. 1
2
(x2 − 3)ex2

+ c ; b. − 1
x

sin 1
x
− cos 1

x
+ c ; c. (x + 1) arctg

√
x−

√
x + c .

]
Př́ıklad 6. Najděte integrály

a.

∫
tg x dx , b.

∫
sin3 x cos2 x dx , c.

∫
esin x sin 2x dx .[

a. − ln | cos x|+ c ; b. 1
5

cos5 x− 1
3

cos3 x + c ; c. 2(sin x− 1)esin x + c .
]

Př́ıklad 7. Najděte integrály

a.

∫
arcsin x dx√

1− x2
, b.

∫
arctg(ln x)

x
dx , c.

∫ (
e3x − 3ex

)
sin ex dx .

 a. 1
2

arcsin2 x + c ;

b. ln x · arctg(ln x)− ln
√

1 + ln2 x + c ;

c.
(
5− e2x

)
cos ex + 2ex sin ex + c .


Př́ıklad 8. Pomoćı vhodné substituce najděte integrály

a.

∫ √
1 + x2 dx , b.

∫ √
x2 − 1 dx , c.

∫ √
4− x2 dx .

 a. 1
2
x
√

x2 + 1 + 1
2

argsinh x + c ;

b. 1
2
x
√

x2 − 1− 1
2

argcosh x + c ;

c. 1
2
x
√

4− x2 + 2 arcsin x
2

+ c .
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