
Integrace racionálńıch funkćı

Racionálńı funkce se nazývá pod́ıl polynomů, tj. funkce

f(x) =
P (x)

Q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0

bmxm + bm−1xm−1 + . . . + b1x + b0

, (1)

kde an, bm 6= 0.

1. Polynomy (mnohočleny)

Polynom proměnné x se nazývá každý výraz tvaru

P (x) = anxn + an−1x
n−1 + a1x + a0 =

n∑
k=0

akx
k , (2)

kde x je neurčitá proměnná (nějaký symbol) a ak ∈ C. Jestliže jsou všechna ak reálná, nazýváme
polynom (2) reálný polynom.
Je-li an 6= 0 nazývá se polynom (2) polynom stupně n a ṕı̌seme st

(
P (x)

)
= n (pro nulový

polynom, tj. P (x) = 0, se defunuje jeho stupeň jako −∞).
Polynom P (x) stupně n, pro který je an = 1 se nazývá normovaný polynom.

Je-li v (1) stupeň polynomu P (x), tj. n, větš́ı nebo roven stupni polynomu Q(x), tj. m, vydéĺıme
nejprve polynom P (x) polynamem Q(x), tj. (1) naṕı̌seme ve tvaru

f(x) =
P (x)
Q(x)

= S(x) +
R(x)
Q(x)

, (3)

kde S(x) a R(x) jsou ploynomy a stupeň polynomu R(x) je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).

1.1. Děleńı polynomu polynomem

Věta. Necht’ je P (x) polymon stupně n a Q(x) polynom stupně m. Pak existuj́ı polynomy S(x)
a R(x), kde st

(
R(x)

)
< m, takové, že

P (x) = S(x)Q(x) + R(x) . (4)

Přitom jsou polymony S(x) a R(x) dány jednoznačné.
Polynom R(x) ze vztahu (4) se nazývá zbytek. Jestliže je R(x) = 0, ř́ıkáme, že je polynom P (x)
dělitelný polynomem Q(x).

Jestliže pro polynomy P (x) a Q(x) plat́ı (4), je racionálńı lomená funkce

P (x)
Q(x)

= S(x) +
R(x)
Q(x)

.

Algoritmus děleńı polynomu polynomem.

Př́ıklad 1.1.1.r. Napǐste racionálńı funkci

f(x) =
2x4 − 3x2 + x + 2

3x2 − x + 1

ve tvaru (3).
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Řešeńı. Ṕı̌se se to pod sebe jako při dělěńı č́ısel.(
2x4 − 3x2 + x + 2

)
:
(

3x2 − x + 1
)

= 2
3 x2 + 2

9 x− 31
27

−(2x4 − 2
3x3 + 2

3x2)

2
3x3 − 11

3 x2 + x + 2

−(2
3x3 − 2

9x2 + 2
9x)

−31
9 x2 + 7

9x + 2

−(−31
9 x2 + 31

27x− 31
27)

−10
27x + 85

27

Tento výpočet znamená, že plat́ı

f(x) =
2x4 − 3x2 + x + 2

3x2 − x + 1
= 2

3 x2 + 2
9 x− 31

27 +
−10

27x + 85
27

3x2 − x + 1
.

Př́ıklad 1.1.2.r. Najděte pod́ıl (x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2) : (x2 + 3x + 2).
Řešeńı: (

x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2
)

:
(

x2 + 3x + 2
)

= x3 − 2x2 + 2x− 1

−(x5 + 3x4 + 2x3)

−2x4 − 4x3 + x2 + x− 2

−(−2x4 − 6x3 − 2x2)

2x3 + 5x2 + x− 2

−(2x3 + 6x2 + 4x)

−x2 − 3x− 2

−(−x2 − 3x− 2)

0

Tedy polynom P (x) = x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2 je dělitelný polynomem Q(x) = x2 + 3x + 2 a

x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2
x2 + 3x + 2

= x3 − 2x2 + 2x− 1 ,

neboli
x5 + x4 − 2x3 + x2 + x− 2 = (x2 + 3x + 2)(x3 − 2x2 + 2x− 1) .

Př́ıklad 1.1.1. Vydělte polynom P (x) = x6 − 3x5 + 2x4 + x3 − 3x2 − 2x + 1 polynomem

Q(x) = x3 + 2x2 + 2x + 1.
[
x3 − 5x2 + 10x− 10 +

2x2 + 8x + 11
x3 + 2x2 + 2x + 1

.
]

Př́ıklad 1.1.2. Vydělte polynom P (x) = x6 + 2x5 − 3x4 + x3 + 3x2 − 2x + 1 polynomem

Q(x) = x3 + 3x2 + x + 1.
[
x3 − x2 − x + 4− 7x2 + 5x + 3

x3 + 3x2 + x + 1
.
]
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Př́ıklad 1.1.3. Vydělte polynom P (x) = 3x6 + 2x5 + x4 − x3 + x2 + 2 polynomem Q(x) =

x3 + 3x2 − 2x− 1.
[
3x3 − 7x2 + 28x− 96 +

338x2 − 164x− 94
x3 + 3x2 − 2x− 1

.
]

Př́ıklad 1.1.4. Vydělte polynom P (x) = 7x6 − 3x5 + 2x3 + 3x2 − 2x + 2 polynomem Q(x) =

x3 + 2x2 − 3x + 1.
[
7x3 − 17x2 + 55x− 166 +

517x2 − 555x + 168
x3 + 2x2 − 3x + 1

.
]

Př́ıklad 1.1.5. Vydělte polynom P (x) = 4x6− 3x5 + x4− x3 + x2− 2x + 3 polynomem Q(x) =

2x3 − x2 − 2x + 1.
[
2x3 − 1

2 x2 + 9
4 x− 7

8 +
41
8 x2 − 6x + 31

8

2x3 − x2 − 2x + 1
.
]

Př́ıklad 1.1.6. Vyjádřete racionálńı lomenou funkci

f(x) =
x6 + x5 − 2x4 + 3x3 − x2 + 3x− 1

x3 − 3x2 − 2x + 1

ve tvaru f(x) = S(x) +
R(x)
Q(x)

, kde S(x), R(x) a Q(x) jsou polynomy a stupeň polynomu R(x)

je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).
[
f(x) = x3 + 4x2 + 12x + 46 +

157x2 + 83x− 47
x3 − 3x2 − 2x + 1

.
]

Př́ıklad 1.1.7. Vyjádřete racionálńı lomenou funkci

f(x) =
2x6 − 3x5 + 2x4 − 3x3 + x2 − x + 3

x3 − 2x2 − 2x− 3

ve tvaru f(x) = S(x) +
R(x)
Q(x)

, kde S(x), R(x) a Q(x) jsou polynomy a stupeň polynomu R(x)

je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).
[
f(x) = 2x3 + x2 + 8x + 21 +

62x2 + 65x + 66
x3 − 2x2 − 2x− 3

.
]

Př́ıklad 1.1.8. Vyjádřete racionálńı lomenou funkci

f(x) =
4x6 − 2x5 + 3x3 + 2x2 − 4

x3 + 2x2 − 2x− 1

ve tvaru f(x) = S(x) +
R(x)
Q(x)

, kde S(x), R(x) a Q(x) jsou polynomy a stupeň polynomu R(x)

je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).
[
f(x) = 4x3 − 10x2 + 28x− 69 +

186x2 − 110x− 73
x3 + 2x2 − 2x− 1

.
]

Př́ıklad 1.1.9. Vyjádřete racionálńı lomenou funkci

f(x) =
x6 + 2x5 − 3x4 + x3 + 2x− 3

2x3 + x + 1

ve tvaru f(x) = S(x) +
R(x)
Q(x)

, kde S(x), R(x) a Q(x) jsou polynomy a stupeň polynomu R(x)

je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).
[
f(x) = 1

2 x3 + x2 − 7
4 x− 1

4 +
3
4 x2 + 4x− 11

4

2x3 + x + 1
.
]

Př́ıklad 1.1.10. Vyjádřete racionálńı lomenou funkci

f(x) =
4x6 − 2x5 + 3x4 − 5x3 + x2 − 2x + 5

2x3 − x2 + 2x− 1

ve tvaru f(x) = S(x) +
R(x)
Q(x)

, kde S(x), R(x) a Q(x) jsou polynomy a stupeň polynomu R(x)

je menš́ı než stupeň polynomu Q(x).
[
f(x) = 2x3 − 1

2 x− 7
4 +

1
4 x2 + x + 13

4

2x3 − x2 + 2x− 1
.
]
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1.2. Kořeny polynomu a jeho rozklad na součin kořenových činitel̊u

Komplexńı č́ıslo x0 ∈ C, pro které plat́ı P (x0) = 0, se nazývá kořen polynomu P (x).

Necht’ je P (x) polynom stupně n. Pak je x0 je jeho kořen právě tehdy, když je P (x) dělitený
polynomem x−x0. Jinými slovy x0 je kořen polynomu P (x) stupně n právě tehdy, když existuje
polynom Q(x) stupně (n− 1) takový, že

P (x) = (x− x0)Q(x) .

Pro polynomy plat́ı tzv. základńı věta algebry
Základńı věta algebry. Každý polynom P (x) stupně větš́ıho než nula má aspoň jeden kom-
plexńı kořen.

Necht’ je P (x) polynom stupně n a x1, x2, . . . , xr všechny jeho navzájem r̊uzné kořeny. Pak
existuj́ı přirozená č́ısla k1, k2, . . . , kr taková, že plat́ı

P (x) = an(x− x1)k1(x− x2)k2 . . . (x− xr)kr . (5)

Přirozená č́ısla ks v rozkladu (5) se nazývaj́ı násobnost kořene xs plynomu P (x) a plat́ı pro ně

k1 + k2 + . . . + kr = n .

Vyjádřeńı polynomu ve tvaru (5) se nazývá rozklad polynomu na součin kořenových činitel̊u.

Jestliže je P (x) reálný polynom a x0 jeho kořen násobnosti k, je také jeho komplexně sdružené
č́ıslo x0 kořen polynomu P (x) násobnosti k.
To znamená, že když je x1 = α + iβ, kde β 6= 0, kořen polynomu P (x) násobnosti k, je i
x2 = x1 = α− iβ 6= x1 kořen násobnosti k. Z toho plyne, že existuje polynom Q(x) takový, že

P (x) =
(
x− α− iβ

)k(
x− α + iβ

)k
Q(x) =

(
x2 + px + q

)k
Q(x) ,

kde kvadratický polynom

x2 + px + q = (x− α− iβ)((x− α + iβ) = (x− α)2 + β2

má komlexńı kořeny x± = α± iβ.

Z těchto úvah lze ukázat, že každý reálný polynom P (x) stupně n > 0 lze napsat ve tvaru

P (x) = an(x−x1)k1(x−x2)k2 . . . (x−xr)kr(x2 +p1x+q1)`1(x2 +p2x+q2)`2 . . . (x2 +psx+qs)`s ,

kde x1, . . . , xr jsou všechny navzájem r̊uzné reálné kořeny polynomu P (x), x2 + p1x + q1, . . . ,
x2 + psx+ qs jsou navzájem r̊uzné reálné polynomy, které nemaj́ı reálné kořeny, tj. p2

1− 4q1 < 0,
. . . , p2

s − 2qs < 0 a
k1 + k2 + . . . + kr + 2`1 + 2`2 + . . . + 2`s = n .

Př́ıklad 1.2.1.r. Najděte všechny kořeny polynomu P (x) = x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x − 2,
když v́ıte, že je tento polynom dělitelný polynomem x2−3x+2 a x = 1 je jeho kořen násobnosti
nejméně 2, a napǐste ho jako součin jeho kořenových činitel̊u v komplexńım i reálném tvaru.
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Řešeńı: Když vyděĺıme polynom P (x) polynomem Q(x) = x2 − 3x + 2, dostaneme(
x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2

)
:
(

x2 − 3x + 2
)

= x3 − 2x2 + 2x− 1

−(x5 − 3x4 + 2x3)

−2x4 + 8x3 − 11x2 + 7x− 2

−(−2x4 + 6x3 − 4x2)

2x3 − 7x2 + 7x− 2

−(2x3 − 6x2 + 4x)

−x2 + 3x− 2

−(−x2 + 3x− 2)

0

Z toho plyne, že

x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2 = (x2 − 3x + 2)(x3 − 2x2 + 2x− 1) .

Kvadratická rovnice x2−3x+2 = 0 má kořeny x1 = 1 a x2 = 2. Proto je x2−3x+2 = (x−1)(x−2)
a

x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2 = (x− 1)(x− 2)(x3 − 2x2 + 2x− 1) .

Protože x = 1 je kořen polynomu P (x) násobnosti 2, muśı být kořen polynomu x3−2x2 +2x−1.
Děleńım dostaneme

x3 − 2x2 + 2x− 1 = (x− 1)(x2 − x + 1) .

Tedy
x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2 = (x− 1)2(x− 2)(x2 − x + 1) , (6)

a protože polynom x2 − x + 1 nemá reálné kořeny, je (6) rozklad polynomu P (x) na reálné
kořenové činitele.
V oboru komplexńıch č́ısel má rovnice x2−x+1 = 0 komplexně sdružené kořeny x± = 1

2

(
1±i

√
3
)
.

Tedy rozklad polynomu P (x) na kořenové činitele v komplexńım oboru je

x5 − 5x4 + 10x3 − 11x2 + 7x− 2 = (x− 1)2(x− 2)
(
x− 1

2 −
√

3
2 i

)(
x− 1

2 +
√

3
2 i

)
.

Př́ıklad 1.2.2.r. Rozložte na reálné kořenové činitele polynom

P (x) = x6 + x5 − 2x4 + 4x3 + 11x2 − 45x− 50 ,

když znáte jeho dva komplexńı kořeny x1 = 1− 2i a x2 = −2 + i.
Řešeńı: Protože je polynom P (x) reálný, má také kořeny x1 = 1 + 2i a x2 = −2− i. Proto muśı
být dělitelný polynomem

Q(x) = (x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)(x + 2 + i)(x + 2− i) = (x2 − 2x + 5)(x2 + 4x + 5) =
= x4 + 2x3 + 2x2 + 10x + 25 .
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Když vyděĺıme polynom P (x) polynomem Q(x) dostaneme(
x6 + x5 − 2x4 + 4x3 + 11x2 − 45x− 50

)
:
(

x4 + 2x3 + 2x2 + 10x + 25
)

= x2 − x− 2

−(x6 + 2x5 + 2x4 + 10x3 + 25x2)

−x5 − 4x4 − 6x3 − 13x2 − 45x− 50

−(−x5 − 2x4 − 2x3 − 10x2 − 25x)

−2x4 − 4x3 − 4x2 − 20x− 50

−(−2x4 − 4x3 − 4x2 − 20x− 50)

0

A protože kořeny kvadratického polynomu x2−x− 2 jsou x1 = −1 a x2 = 2, je hledaný rozklad

x6 + x5 − 2x4 + 4x3 + 11x2 − 45x− 50 = (x + 1)(x− 2)(x2 − 2x + 5)(x2 + 4x + 5) .

Př́ıklad 1.2.1. Rozložte polynom P (x) = x4 − x3 − 3x2 + x + 2 na součin reálných kořenových
činitel̊u, když v́ıte, že jeho dva kořeny jsou x1 = 1 a x2 = −1. [

P (x) = (x− 1)(x + 1)2(x− 2) .
]

Př́ıklad 1.2.2. Rozložte polynom P (x) = x4 + 7x2 − 18x + 10 na součin reálných kořenových
činitel̊u, když v́ıte, že jeho kořen x1 = 1 má násobnost 2.

[
P (x) = (x− 1)2(x2 + 2x + 10) .

]
Př́ıklad 1.2.3. Rozložte polynom P (x) = x4−2x3+6x2−32x+40 na součin reálných kořenových
činitel̊u, když v́ıte, že jeho kořen x1 = 2 má násobnost 2.

[
P (x) = (x− 2)2(x2 + 2x + 10) .

]
Př́ıklad 1.2.4. Rozložte polynom P (x) = x4−4x3 +4x2 +4x−5 na součin reálných kořenových
činitel̊u, když v́ıte, že jeden jeho kořen je x1 = 2 + i.

[
P (x) = (x− 1)(x + 1)(x2 − 4x + 5) .

]
Př́ıklad 1.2.5. Rozložte polynom P (x) = x5 + 2x4 + 2x3 − 4x2 − 11x + 10 na součin reálných
kořenových činitel̊u, když v́ıte, že jeho dva kořeny jsou x1 = 1 a x2 = −1 + 2i.[

P (x) = (x− 1)2(x + 2)(x2 + 2x + 5) .
]

Př́ıklad 1.2.6. Rozložte polynom P (x) = x5 + x4 − 7x3 − 3x2 + 24x + 20 na součin reálných
kořenových činitel̊u, když v́ıte, že jeho dva kořeny jsou x1 = −2 a x2 = 2− i.[

P (x) = (x + 1)(x + 2)2(x2 − 4x + 5) .
]

Př́ıklad 1.2.7. Rozložte polynom P (x) = x6 − 9x5 + 32x4 − 50x3 + 13x2 + 55x− 50 na součin
reálných kořenových činitel̊u, když v́ıte, že jeho kořen x1 = 2− i má násobnost 2.[

P (x) = (x + 1)(x− 2)(x2 − 4x + 5)2.
]

2. Rozklad na parciálńı zlomky

Necht’ je v racionálńı funkci (1) stupeň polynomu P (x) menš́ı než stupeň polynomu Q(x), který
je normovaný a jeho rozklad na reálné kořenové činitele je

Q(x) = (x− x1)k1(x− x2)k2 . . . (x− xr)kr(x2 + p1x + q1)`1(x2 + p2x + q2)`2 . . . (x2 + psx + qs)`s .
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Pak existuj́ı reálná č́ısla Ai,j , Bi,j a Ci,j taková, že

P (x)
Q(x)

=
r∑

i=1

ki∑
j=1

Ai,j

(x− xi)j
+

s∑
i=1

`i∑
j=1

Bi,jx + Ci,j

(x2 + pix + qi)j
, (7)

neboli

P (x)
Q(x)

=
A1,1

x− x1
+

A1,2

(x− x1)2
+ . . . +

A1,k1

(x− x1)k1
+

+
A2,1

x− x2
+

A2,2

(x− x2)2
+ . . . +

A2,k2

(x− x2)k2
+

+ · · · +

+
Ar,1

x− xr
+

Ar,2

(x− xr)2
+ . . . +

Ar,kr

(x− xr)kr
+

+
B1,1x + C1,1

x2 + p1x + q1
+

B1,2x + C1,2

(x2 + p1x + q1)2
+ . . . +

B1,`1x + C1,`2

(x2 + p1x + q1)`1
+

+
B2,1x + C2,1

x2 + p2x + q2
+

B2,2x + C2,2

(x2 + p2x + q2)2
+ . . . +

B2,`2x + C2,`2

(x2 + p2x + q2)`2
+

+ · · · +

+
Bs,1x + Cs,1

x2 + psx + qs
+

Bs,2x + Cs,2

(x2 + psx + qs)2
+ . . . +

Bs,`sx + Cs,`s

(x2 + psx + qs)`s
.

Př́ıklad 2.1.r. Rozložte zlomek
3x + 4

(x− 1)(x + 2)
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Uvedený zlomek naṕı̌seme ve tvaru (7), tj.

3x + 4

(x− 1)(x + 2)
=

A

x− 1
+

B

x + 2
,

kde A a B jsou č́ısla. Když tuto rovnost vynásob́ıme nejmenš́ım společným dělitelem
(x− 1)(x + 2), dostaneme rovnost

3x + 4 = A(x + 2) + B(x− 1) = (A + B)x + 2A−B . (8)

Tyto polynomy se rovnaj́ı právě tehdy, když se rovnaji koeficienty u všech mocnim x, tj.
když plat́ı

A + B = 3 , 2A−B = 4 , tj. A = 7
3
, B = 2

3
.

Tedy plat́ı
3x + 4

(x− 1)(x + 2)
=

7
3

x− 1
+

2
3

x + 2
.

Když rovnost (8) považeme za rovnost mezi dvěmi funkcemi, můžeme postupovat také
tak, že srovnáme hodnotu těchto funkćı ve vhodných bodech. Např́ıklad v bodech x = 1,
resp. x = −2, dostaneme

7 = 3A , resp. − 2 = −3B , tj. A = 3
7
, B = 2

3
.

Př́ıklad 2.2.r. Rozložte výraz
5x− 1

x2 + x− 6
na parciálńı zlomky.
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Řešeńı. Protože x2 + x− 6 = (x− 2)(x + 3), existuj́ı podle (7) č́ısla A a B taková, že

5x− 1

x2 + x− 6
=

5x− 1

(x− 2)(x + 3)
=

A

x− 2
+

B

x + 3
.

Jestliže tuto rovnost vynásob́ıme výrazem x2 + x− 6, dostaneme rovnost

5x− 1 = A(x + 3) + B(x− 2) = (A + B)x + 3A− 2B .

Z této rovnosti dostaneme v bodech x = 2, resp. x = −3,

9 = 5A , −16 = −5B , tj. A = 9
5
, B = 16

5
,

a tedy
5x− 1

x2 + x− 6
=

9

5(x− 2)
+

16

5(x + 3)
.

Př́ıklad 2.3.r. Rozložte výraz
x + 5

6x2 + 17x + 12
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Protože kvadratická rovnice 6x2 + 17x + 12 = 0 má kořeny x1 = −3
2

a x2 = −4
3
,

je
6x2 + 17x + 12 = 6

(
x + 3

2

)(
x + 4

3

)
= (2x + 3)(3x + 4) .

Proto budou existovat č́ısla A a B taková, že

x + 5

6x2 + 17x + 12
=

x + 5

(2x + 3)(3x + 4)
=

A

2x + 3
+

B

3x + 4
.

Pokud tento výraz vynásob́ıme 6x2 + 17x + 12, dostaneme rovnost

x + 5 = A(3x + 4) + B(2x + 3) = (3A + 2B)x + 4A + 3B .

Tedy A a B muśı být řešeńı soustavy rovnic

3A + 2B = 1 , 4A + 3B = 5 , tj. A = −7 , B = 11 ,

a plat́ı
x + 5

6x2 + 17x + 12
= − 7

2x + 3
+

11

3x + 4
.

Př́ıklad 2.4.r. Rozložte výraz
x + 2

(x + 1)(x− 2)(x + 3)
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Podle (7) existuj́ı č́ısla A, B a C taková, že

x + 2

(x + 1)(x− 2)(x + 3)
=

A

x + 1
+

B

x− 2
+

C

x + 3
.

Po vynásobeńı této rovnosti výrazem (x + 1)(x− 2)(x + 3), dostaneme vztah

x + 2 = A(x− 2)(x + 3) + B(x + 1)(x + 3) + C(x + 1)(x− 2) ,
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který muśı platit pro každé x. Speciálně pro x = −1, x = 2 a x = −3 muśı být

1 = −6A , 4 = 15B , −1 = 10C , neboli A = −1
6
, B = 4

15
, C = − 1

10
.

Tedy
x + 2

(x + 1)(x− 2)(x + 3)
= − 1

6(x + 1)
+

4

15(x− 2)
− 1

10(x + 3)
.

Př́ıklad 2.5.r. Rozložte výraz
x2 + 3x + 5

(x + 1)(x− 2)2
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Podle (7) existuj́ı č́ısla A, B a C taková, že

x2 + 3x + 5

(x + 1)(x− 2)2
=

A

x + 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
.

Pokud tuto rovnost vynásob́ıme výrazem (x + 1)(x− 2)2, dostaneme rovnost

x2 + 3x + 5 = A(x− 2)2 + B(x + 1)(x− 2) + C(x + 1) =

= (A + B)x2 + (−4A−B + C)x + 4A− 2B + C ,
(9)

ze které plyne soustava rovnic

A + B = 1 , −4A−B + C = 3 , 4A− 2B + C = 5 .

Pokud do vztahu (9) dosad́ıme x = −1 a x = 2, dostaneme

3 = 9A , 15 = 3C , tj. A = 1
3
, C = 5 .

Z prvńı rovnice soustavy, tj. A + B = 1, pak plyne, že B = 2
3
. Hledaný rozklad tedy je

x2 + 3x + 5

(x + 1)(x− 2)2
=

1

3(x + 1)
+

2

3(x− 2)
+

5

(x− 2)2
.

Př́ıklad 2.6.r. Rozložte výraz
3x2 − 1

(x− 1)(x2 + 2x− 3)
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Protože x2 +2x− 3 = (x− 1)(x+3), existuj́ı podle (7) č́ısla A, B a C taková, že

3x2 − 1

(x− 1)(x2 + 2x− 3)
=

3x2 − 1

(x− 1)2(x + 3)
=

A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x + 3
.

Když tento vztah vynásob́ıme výrazem (x− 1)2(x + 3), dostaneme

3x2−1 = A(x−1)(x+3)+B(x+3)+C(x−1)2 = (A+C)x2+(2A+B−2C)x−3A+3B+C .
(10)

Z tohoto vztahu dostaneme pro x = 1 a x = −3

2 = 4B , 26 = 16C , neboli B = 1
2
, C = 13

8
.

Abychom źıskali A, srovnáme v (10) koeficient u x2. To nám dává

3 = A + C , tj. A = 3− C = 11
8

.
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Tedy
3x2 − 1

(x− 1)(x2 + 2x− 3)
=

11

8(x− 1)
+

1

2(x− 1)2
+

13

8(x + 3)
.

Př́ıklad 2.7.r. Rozložte výraz
3x4 + 4x3 − 2x + 5

(x− 1)2(x + 2)(x− 3)3
na parciálńı zlomky.

Řešeńı. Podle (7) existuj́ı č́ısla A, B, C, D, E a F taková, že

3x4 + 4x3 − 2x + 5
(x− 1)2(x + 2)(x− 3)3

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x + 2
+

D

x− 3
+

E

(x− 3)2
+

F

(x− 3)3
.

Když tuto rovnost vynásob́ıme výrazem (x− 1)2(x + 2)(x− 3)3, dostaneme

3x4 + 4x3 − 2x + 5 = A(x− 1)(x + 2)(x− 3)3 + B(x + 2)(x− 3)3 + C(x− 1)2(x− 3)3+

+D(x− 1)2(x + 2)(x− 3)2 + E(x− 1)2(x + 2)(x− 3) + F (x− 1)2(x + 2) .
(11)

Abychom źıskali neznámá č́ısle A, . . . , F , mohli bychom (11) roznásobit a srovnat koeficienty u
stejných mocnin x. Tak bychom źıskali soustavu šesti rovnic pro 6 nezámých.
Jiná možnost je dosadit do (11) vhodné hodnoty x. Pro x = 1, x = −2 a x = 3 dostaneme

10 = 12B , 25 = −9 · 125 C , 350 = 20F , tj. B = 5
6 , C = − 1

45 , F = 35
2 .

Jestliže zderivujeme rovnost (11), dostaneme

12x3 + 12x2 − 2 = A
(
(x + 2)(x− 3)3 + (x− 1)(x− 3)3 + 3(x− 1)(x + 2)(x− 3)2

)
+

+B
(
(x− 3)3 + 3(x + 2)(x− 3)2

)
+

+C
(
2(x− 1)(x− 3)3 + 3(x− 1)2(x− 3)2

)
+

+D
(
2(x− 1)(x + 2)(x− 3)2 + (x− 1)2(x− 3)2 + 2(x− 1)(x + 2)(x− 3)

)
+

+E
(
2(x− 1)(x + 2)(x− 3) + (x− 1)2(x− 3) + (x− 1)2(x + 2)

)
+

+F
(
2(x− 1)(x + 2) + (x− 1)2

)
.

Když do této rovnosti dosad́ıme x = 1 a x = 3, źıskáme vztahy

22 = −24A + 28B , 430 = 20E + 24F .

A protože známe B a F , dostaneme A = 1
18 a E = 1

2 .
Posledńı neznámý koeficient D bychom mohli źıskat např́ıklad z druhé derivace (11) v bodě
x = 3. Jednodušš́ı ale je naj́ıt pro D jednu rovnici srovnáńım koeficient̊u u jedné mocniny x v
(11). Nejjednodušš́ı je naj́ıt koeficient u nejvyšš́ı mocniny x. V našem př́ıpadě je to koeficient u
x5. To vede ke vztahu

0 = A + C + D , neboli D = − 1
30 .

Hledaný rozklad na parciálńı zlomky tedy je

3x4 + 4x3 − 2x + 5
(x− 1)2(x + 2)(x− 3)3

=
1

18(x− 1)
+

5
6(x− 1)2

− 1
45(x + 2)

−

− 1
30(x− 3)

+
2

2(x− 3)2
+

35
2(x− 3)3

.

Př́ıklad 2.8.r. Rozložte výraz
2x + 3

(x + 2)(x2 + 3x + 3)
na parciálńı zlomky.
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Řešeńı. Protože rovnice x2 + 3x + 3 = 0 nemá reálné kořeny (D = 32 − 4 · 3 = −3 < 0),
existuj́ı podle (7) č́ısla A, B a C taková, že

2x + 3

(x + 2)(x2 + 3x + 3)
=

A

x + 2
+

Bx + C

x2 + 3x + 3
.

Když tuto rovnost vynásob́ıme vztahem (x + 2)(x2 + 3x + 3) dostaneme rovnost

2x+3 = A(x2+3x+3)+Bx(x+2)+C(x+2) = (A+B)x2+(3A+2B+C)x+3A+2C , (12)

ze které plyne pro A, B a C soustava rovnic

A + B = 0 , 3A + 2B + C = 2 , 3A + 2C = 3 . (13)

Jestliže do (12) dosad́ıme x = −2, dostaneme A = −1. Z prvńı a třet́ı rovnice v (13) pak
plyne B = 1 a C = 3. Proto je

2x + 3

(x + 2)(x2 + 3x + 3)
= − 1

x + 2
+

x + 3

x2 + 3x + 3
.

Př́ıklad 2.1. Rozložte na parciálńı zlomky následuj́ıćı výrazy

a.
2x + 3

(x + 1)(2x− 5)
, b.

4x− 3

6x2 + x− 2
,

c.
1− 4x

6x2 + 7x− 3
, d.

2

20 + 3x− 2x2
.

 a.
16
7

2x− 5
−

1
7

x + 1
; b.

17
7

3x + 2
−

2
7

2x− 1
;

c. −
1
11

3x− 1
−

14
11

2x + 3
; d.

2
13

2x + 5
−

1
13

x− 4
.


Př́ıklad 2.2. Rozložte na parciálńı zlomky následuj́ıćı výrazy

a.
x2 + 4x + 4

(x + 1)(2x− 1)(x + 3)
, b.

x + 1

x3 − 2x2 + x
,

c.
x2 − 6

(2x2 − 3x− 2)(2x + 1)
, d.

4

(2x + 3)(3− x− 2x2)
.

 a.
1
14

x + 3
−

1
6

x + 1
+

25
21

2x− 1
; b.

1

x
− 1

x− 1
+

2

(x− 1)2
;

c. −
2
5

x− 2
+

33
50

2x + 1
+

23
10

(2x + 1)2
; d. −

4
25

x− 1
+

8
25

2x + 3
+

8
5

(2x + 3)2
.


Př́ıklad 2.3. Rozložte na parciálńı zlomky výrazy

a.
x3 − 2x + 4

(x− 3)(x− 2)3
, b.

3x + 5

(x + 1)(x− 1)2(x + 2)2
.
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 a.
25

x− 3
− 24

x− 2
− 18

(x− 2)2
− 8

(x− 2)3
;

b.
1
2

x + 1
−

19
54

x− 1
+

4
9

(x− 1)2
−

4
27

x + 2
+

1
9

(x + 2)2
.


Př́ıklad 2.4. Rozložte na parciálńı zlomky výraz

3x2 − 4x + 5

(x− 1)2(x2 + 2x + 2)
.[

−
6
25

x− 1
+

4
5

(x− 1)2
+

6
25

x + 73
25

x2 + 2x + 2
.
]

3. Integrace parciálńıch zlomk̊u

Při intergaci jednotlivých zlomk̊u se použ́ıvaj́ı integrály∫
dx

x− a
= ln |x− a| ,∫

dx

(x− a)n
= − 1

n− 1
1

(x− a)n−1
, n 6= 1 ,∫

xdx

x2 + 1
= 1

2 ln(x2 + 1) = ln
√

x2 + 1 ,
(
substituce y = x2 + 1

)
,∫

xdx

(x2 + 1)n
= − 1

2(n− 1)
1

(x2 + 1)n−1
, n 6= 1 ,

(
substituce y = x2 + 1

)
,∫

dx

x2 + 1
= arctg x ,∫

dx

(x2 + 1)n
=

1
2(n− 1)

x

(x2 + 1)n−1
+

2n− 3
2(n− 1)

∫
dx

(x2 + 1)n−1
, n = 2, 3, . . . .

Př́ıklad 3.1.r. Najděte integrál

∫
2x + 3

(x− 1)(x + 2)
dx.

Řešeńı. Integrovaný výraz rozlož́ıme na parciálńı zlomky, tj. naṕı̌seme jej ve tvaru

2x + 3

(x− 1)(x + 2)
=

A

x− 1
+

B

x + 2
,

kde A a B jsou reálná č́ısla. Po vynásoneńı výrazem (x− 1)(x + 2) dostaneme

2x + 3 = A(x + 2) + B(x− 1) .

Když zvoĺıme x = 1, resp. x = −2, zjist́ıme, že A = 5
3

a B = 1
3
. Tedy∫

2x + 3

(x− 1)(x + 2)
dx =

∫ (
5

3(x− 1)
+

1

3(x + 2)

)
dx = 5

3
ln |x− 1|+ 1

3
ln |x + 2| .

Př́ıklad 3.2.r. Najděte integrál

∫
x + 2

(2x + 1)(3x + 2)
dx.

Řešeńı. Integrovaný výraz rozlož́ıme na parciálńı zlomky, tj. naṕı̌seme jej ve tvaru

x + 2

(2x + 1)(3x + 2)
=

A

2x + 1
+

B

3x + 2
,
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kde A a B jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı výrazem (2x + 1)(3x + 2) zjist́ıme, že pro
všechna reálná č́ısla muśı platit

x + 2 = A(3x + 2) + B(2x + 1) , tj. 3A + 2B = 1 , 2A + B = 2 .

Protože tato soustava má řešeńı A = 3 a B = −4, je∫
x + 2

(2x + 1)(3x + 2)
dx =

∫ (
3

2x + 1
− 4

3x + 2

)
dx = 3

2
ln |2x + 1| − 4

3
ln |3x + 2| .

Př́ıklad 3.3.r. Najděte integrál

∫
x + 4

2x2 − x− 3
dx.

Řešeńı. Protože 2x2 − x− 3 = (x + 1)(2x− 3), zaṕı̌seme integrovaný výraz ve tvaru

x + 4

2x2 − x− 3
=

x + 4

(x + 1)(2x− 3)
=

A

x + 1
+

B

2x− 3
,

kde A a B jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı výrazem 2x2 − x− 3 dostaneme

x + 4 = A(2x− 3) + B(x + 1) , tj. 2A + B = 1 , −3A + B = 4 .

Tedy A = −3
5

a B = 11
5
. Tedy hledaný integrál je∫

x + 4

2x2 − x− 3
dx =

∫ (
− 3

5(x + 1)
+

11

5(2x− 3)

)
dx = −3

5
ln |x + 1|+ 11

10
ln |2x− 3| .

Př́ıklad 3.4.r. Najděte integrál

∫
x3 − 4x + 4

(x− 2)(x + 3)
dx.

Řešeńı. Protože stupeň čitatele integrovaného výrazu je větš́ı než stupeň jeho jmenova-
tele, výraz nejprve vyděĺıme. Tak dostaneme

x3 − 4x + 4

(x− 2)(x + 3)
= x− 1 +

3x− 2

(x− 2)(x + 3)
.

Posledńı výraz již můžeme rozložit na parciálńı zlomky, tj. napsat jej ve tvaru

3x− 2

(x− 2)(x + 3)
=

4

5(x− 2)
+

11

5(x + 3)
.

Tedy hledaný integrál je např́ıklad∫
x3 − 4x + 4

(x− 2)(x + 3)
dx =

∫ (
x− 1 +

4

5(x− 2)
+

11

5(x + 3)

)
dx =

= 1
2
(x− 1)2 + 4

5
ln |x− 2|+ 11

5
ln |x− 3| .

Př́ıklad 3.5.r. Najděte integrál

∫
2x2 + 5x + 7

(x− 1)(x + 2)(x− 3)
dx.

Řešeńı: Integrovaný výraz rozlož́ıme na parciálńı zlomky, tj. naṕı̌seme jej ve tvaru

2x2 + 5x + 7

(x− 1)(x + 2)(x− 3)
=

A

x− 1
+

B

x + 2
+

C

x− 3
.
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Po vynásobeńı výrazem (x− 1)(x + 2)(x− 3) źıskáme vztah

2x2 + 5x + 7 = A(x + 2)(x− 3) + B(x− 1)(x− 3) + C(x− 1)(x + 2) ,

který muśı platit pro každé x. Speciálně pro x = 1, x = −2, resp. x = 3, máme rovnosti

14 = −6A , 5 = 15B , 40 = 10C , tj. A = −7
3
, B = 1

3
, C = 4 .

Integrál tedy je∫
2x2 + 5x + 7

(x− 1)(x + 2)(x− 3)
dx =

∫ (
− 7

3(x− 1)
+

1

x + 2
+

4

x− 3

)
dx =

= −7
3

ln |x− 1|+ 1
3

ln |x + 2|+ 4 ln |x− 3|+ c .

Př́ıklad 3.6.r. Najděte integrál

∫
x2 − 3x− 3

(x− 2)2(x + 3)
dx.

Řešeńı: Integrovaný výraz rozlož́ıme na parciálńı zlomky, tj. naṕı̌seme jej ve tvaru

x2 − 3x− 3

(x− 2)2(x + 3)
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2
+

C

x + 3
,

kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı nejmenš́ım společným dělitelem, tj. výrazem
(x− 2)2(x + 3), źıskáme rovnost

x2−3x−3 = A(x−2)(x+3)+B(x+3)+C(x−2)2 = (A+C)x2+(A+B−4C)x−6A+3B+4C,

která muśı platit pro každé x. Pro x = 2, resp. x = −3, dostaneme

−5 = 5B , 15 = 25C , tj. B = −1 , C = 3
5
.

Vztah pro A lze źıskat tak, že dosad́ıme třet́ı nějakou jinou hodnotu x nebo srovnáńı
koeficient̊u u nějaké mocniny x. Např́ıklad členy u x2 dávaj́ı vztah

1 = A + C , tj. A = 2
5
.

Tedy integrál je∫
x2 − 3x− 3

(x− 2)2(x + 3)
dx =

∫ (
2

5(x− 2)
− 1

(x− 2)2
+

3

5(x + 3)

)
dx =

= 2
5

ln |x− 2|+ 1

x− 2
+ 3

5
ln |x + 3|+ c .

Př́ıklad 3.7.r. Najděte primitivńı funkci k funkci f(x) =
4x + 1

(x + 1)(2x2 − 5x + 2)
.

Řešeńı. Protože 2x2 − 5x + 2 = (x − 2)(2x − 1), je rozklad funkce f(x) na parciálńı
zlomky

f(x) =
4x + 1

(x + 1)(2x2 − 5x + 2)
=

4x + 1

(x + 1)(x− 2)(2x− 1)
=

A

x + 1
+

B

x− 2
+

C

2x− 1
,
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kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı této rovnosti výrazem (x+1)(x−2)(2x−1)
dostaneme rovnost

4x + 1 = A(x− 2)(2x− 1) + B(x + 1)(2x− 1) + C(x + 1)(x− 2) ,

která muśı platit pro každé x. Speciálně pro x = −1, x = 2 a x = 1
2

muśı být

−3 = 9A , 9 = 9B , 3 = −9
4
C , tj. A = −1

3
, B = 1 , C = −4

3
.

Proto je jedna z primitivńıch funkćı

F (x) =

∫
(4x + 1) dx

(x + 1)(2x2 − 5x + 2)
=

∫ (
− 1

3(x + 1)
+

1

x− 2
− 4

3(2x− 1)

)
dx =

= −1
3

ln |x + 1|+ ln |x− 2| − 2
3

ln |2x− 1| .

Př́ıklad 3.8.r. Najděte integrál

∫
(7− 3x) dx

(x− 2)(x2 − 5x + 6)
.

Řešeńı. Protože x2 − 5x + 6 = (x− 2)(x− 3), je rozklad integrované funkce na parciálńı
zlomky

7− 3x

(x− 2)(x2 − 5x + 6)
=

7− 3x

(x− 2)2(x− 3)
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2
+

C

x− 3
,

kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı této rovnosti výrazem (x − 2)2(x − 3)
źıskáme rovnost

7−3x = A(x−2)(x−3)+B(x−3)+C(x−2)2 = (A+C)x2+(−5A+B−4C)x+6A−2B+4C ,

která plat́ı pro všchna x. Speciálně pro x = 2 a x = 3 muśı být

1 = −B , −2 = C , tj. B = −1 , C = −2 .

Jestliže srovnáme koeficienty u x2, dostaneme vztah

A + C = 0 , tj. A = −C = 2 .

Hledaný integrál tedy je∫
(7− 3x) dx

(x− 2)(x2 − 5x + 6)
=

∫ (
2

x− 2
− 1

(x− 2)2
− 2

x− 3

)
dx =

= 2 ln |x− 2|+ 1

x− 2
− 2 ln |x− 3|+ c = 2 ln

∣∣∣∣x− 2

x− 3

∣∣∣∣ +
1

x− 2
+ c .

Př́ıklad 3.9.r. Najděte integrál

∫
(x + 3) dx

x2 + 4x + 13
.

Řešeńı. Kvadratický polynom x2 + 4x + 13 nemá reálné kořeny. Proto je nelze zapsat
jako součet dvou reálných zlomk̊u. Integrály tohoto typu se daj́ı poč́ıtat jako součet dvou
integrál̊u, z nich prvńı vede k logaritmu a druhý k arkustangens.
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Protože je derivace jmenovatele (x2 + 4x + 13)′ = 2x + 4, naṕı̌seme integrovanou funkci
ve tvaru

x + 3

x2 + 4x + 13
=

α(2x + 4) + β

x2 + 4x + 13
=

α(2x + 4)

x2 + 4x + 13
+

β

x2 + 4x + 13
,

kde α a β jsou reálná č́ısla. Je zřejmé, že pro ně muśı platit rovnosti

α(2x + 4) + β = 2αx + 4α + β = x + 3 , tj. 2α = 1 , 4α + β = 3 ,

neboli α = 1
2

a β = 1. Daný integrál tedy je∫
(x + 3) dx

x2 + 4x + 13
=

∫ 1
2
(2x + 4) dx

x2 + 4x + 13
+

∫
dx

x2 + 4x + 13
.

Protože (x2 +4x+13)′ = 2x+4 použijeme v prvńım integrálu substituci y = x2 +4x+13.
Podle prvńı věty o substituci je∫ 1

2
(2x + 4) dx

x2 + 4x + 13
=

1

2

∫
y′(x) dx

y(x)
=

1

2

∫
dy

y
= 1

2
ln |y| = ln

√
x2 + 4x + 13 .

Protože x2 + 4x + 13 > 0 pro každé x, nemuśıme psát v logaritmu absolutńı hodnotu.
Pro výpočet druhého integrálu použijeme rovnost

x2 + 4x + 13 = (x + 2)2 + 9 = 9
(

1
9
(x + 2)2 + 1

)
= 9

((
1
3
(x + 2)

)2
+ 1

)
.

Pak dostaneme∫
dx

x2 + 4x + 13
=

1

9

∫
dx(

1
3
(x + 2)

)2
+ 1

=
1

9

1
1
3

arctg
x + 2

3
=

1

3
arctg

x + 2

3
.

Celkově je tedy ∫
(x + 3) dx

x2 + 4x + 13
= ln

√
x2 + 4x + 13 + 1

3
arctg

x + 2

3
+ c .

Př́ıklad 3.10.r. Najděte integrál

∫
x3 + 3x + 2

x2 + 2x + 3
dx.

Řešeńı. Protože je stupeň čitatele větš́ı než stupeň jmenovatele, zlomek v integrálu nej-
prve vyděĺıme, tj. naṕı̌seme jej ve tvaru

x3 + 3x + 2

x2 + 2x + 3
= x− 2 +

4x + 8

x2 + 2x + 3
.

Hledaný integrál pak je∫
x3 + 3x + 2

x3 + 2x + 3
dx =

∫
(x− 2) dx +

∫
(4x + 8) dx

x2 + 2x + 3
= 1

2
(x− 2)2 +

∫
(4x + 8) dx

x2 + 2x + 3
.

Protože kvadratický polynom x2 + 2x + 3 nemá reálné kořeny a (x2 + 2x + 3)′ = 2x + 2,
naṕı̌seme zlomek v posledńım integrálu ve tvaru

4x + 8

x2 + 2x + 3
=

2(2x + 2)

x2 + 2x + 3
+

4

x2 + 2x + 3
.

16



Integrál pak je∫
x3 + 3x + 2

x3 + 2x + 3
dx = 1

2
(x− 2)2 + 2

∫
(2x + 2) dx

x2 + 2x + 3
+

∫
4 dx

x2 + 2x + 3
.

V prvńım integrálu použijeme substituci y = x2 + 2x + 3 a dostaneme∫
(2x + 2) dx

x2 + 2x + 3
=

∫
y′ dx

y
= ln y = ln(x2 + 2x + 3) .

V posledńım integrálu pak použijeme úpravu

x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 = 2
((

1√
2
(x + 1)

)2
+ 1

)
a po ńı je ∫

4 dx

x2 + 2x + 3
=

∫
2 dx(

1√
2
(x + 1)

)2
+ 1

= 2
√

2 arctg
x + 1√

2
.

Celkově pak dostaneme∫
x3 + 3x + 2

x3 + 2x + 3
dx = 1

2
(x− 2)2 + 2 ln(x2 + 2x + 3) + 2

√
2 arctg

x + 1√
2

+ c .

Př́ıklad 3.11.r. Najděte integrál

∫
(x + 3) dx

(x− 1)(x2 − 3x + 4)
.

Řešeńı. Protože kvadratický polynom x2−3x+4 nemá reálné kořeny, rozlož́ıme integro-
vaný výraz na parciálńı zlomky

x + 3

(x− 1)(x2 − 3x + 4)
=

A

x− 1
+

Bx + C

x2 − 3x + 4
,

kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Po vynásobeńı výrazem (x − 1)(x2 − 3x + 4) dostaneme
rovnost

x + 3 = A(x2 − 3x + 4) + (Bx + C)(x− 1) = (A + B)x2 + (−3A−B + C)x + (4A− C) ,

která muśı platit pro každé x. Speciálně pro x = 1 źıskáme vztah

4 = 2A , tj. A = 2 .

Vztahy pro B a C dostaneme srovnáńım koeficient̊u u stejných mocnin x. Proto např́ıklad
muśı být

A + B = 0 , 4A− C = 3 , tj. B = −A = −2 , C = 4A− 3 = 5 ,

a tedy ∫
(x + 3) dx

(x− 1)(x2 − 3x + 4)
=

∫
2 dx

x− 1
−

∫
(2x− 5) dx

x2 − 3x + 4
=

= 2 ln |x− 1| −
∫

(2x− 3) dx

x2 − 3x + 4
+

∫
2 dx

x2 − 3x + 4
.
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A protože

x2 − 3x + 4 =
(
x− 3

2

)2
+ 7

4
= 7

4

((2x− 3√
7

)2

+ 1

)
,

je ∫
(x + 3) dx

(x− 1)(x2 − 3x + 4)
= 2 ln |x− 1| − ln(x2 − 3x + 4) +

4√
7

arctg
2x− 3√

7
=

= ln
(x− 1)2

x2 − 3x + 4
+

4√
7

arctg
2x− 3√

7
+ c .

Př́ıklad 3.12.r. Najděte integrál

∫
x + 3

x4 − 1
dx.

Řešeńı. Protože x4−1 = (x2−1)(x2 +1) = (x−1)(x+1)(x2 +1), rozlož́ıme integovanou
raciálńı funkci na praciálńı zlomky

x + 3

x4 − 1
=

A

x− 1
+

B

x + 1
+

Cx + D

x2 + 1
,

kde A, B, C a D jsou reálná č́ısla. Pokud tuto rovnost vynásob́ıme výrazem x4 − 1,
dostaneme vztah

x + 3 = A(x + 1)(x2 + 1) + B(x− 1)(x2 + 1) + (Cx + D)(x2 − 1) ,

který muśı platit pro každé x. Speciálne pro x = 1 a x = −1 máme

4 = 4A , 2 = −4B , tj. A = 1 , B = −1
2
.

Č́ısla C a D lze pak naj́ıt srovnáńım koeficient̊u u některých dvou mocnin x. Nař́ıklad
členy u x3 a x0, dávaj́ı rovnosti

A + B + C = 0 , A−B −D = 3 , tj. C = −A−B = −1
2
, D = A−B − 3 = −3

2
.

Proto je daný integrál∫
x + 3

x4 − 1
dx =

∫
dx

x− 1
−

∫
dx

2(x + 1)
−

∫
x + 3

2(x2 + 1)
dx =

= ln |x− 1| − 1
2

ln |x + 1| − 1
4

ln(x2 + 1)− 3
2

arctg x + c .

Př́ıklad 3.13.r. Najděte integrál

∫
(x2 + 3x + 2) dx

(x2 + 2x + 2)(x2 − 2x + 2)
.

Řešeńı. Protože kvadratické polynomy x2 + 2x + 2 a x2 − 2x + 2 nemaj́ı reálné kořeny,
je rozklad intergované funkce na parciálńı zlomky

x2 + 3x + 2

(x2 + 2x + 2)(x2 − 2x + 2)
=

Ax + B

x2 + 2x + 2
+

Cx + D

x2 − 2x + 2
,

kde A, B, C a D jsou reálná č́ısla, která pro každé x splňuj́ı vztah

x2 + 3x + 2 = (Ax + B)(x2 − 2x + 2) + (Cx + D)(x2 + 2x + 2) =

= (A + C)x3 + (−2A + B + 2C + D)x2 + (2A− 2B + 2C + 2D)x + (2B + 2D) .
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Srovnáńı koeficient̊u u mocnin x vede k soustavě rovnic

A + C = 0 , −2A + B + 2C + D = 1 , 2A− 2B + 2C + 2D = 3 , 2B + 2D = 2 ,

která má řešeńı A = C = 0, B = −1
4

a D = 5
4
. Daný integrál tedy je∫

(x2 + 3x + 2) dx

(x2 + 2x + 2)(x2 − 2x + 2)
= −1

4

∫
dx

x2 + 2x + 2
+ 5

4

∫
dx

x2 − 2x + 2
=

= −1
4

∫
dx

(x + 1)2 + 1
+ 5

4

∫
dx

(x− 1)2 + 1
= −1

4
arctg(x + 1) + 5

4
arctg(x− 1) + c .

Př́ıklad 3.14.r. Pomoćı integrace per partes ukažte, že pro každé n = 2, 3, . . . plat́ı∫
dx

(x2 + 1)n
=

1
2(n− 1)

x

(x2 + 1)n−1
+

2n− 3
2(n− 1)

∫
dx

(x2 + 1)n−1
(14)

Řešeńı. Pro f ′(x) = 1 a g(x) =
1

(x2 + 1)n−1
, kde n ≥ 2, dostaneme integraćı per partes

∫
dx

(x2 + 1)n−1
=

x

(x2 + 1)n−1
+ 2(n− 1)

∫
x2 dx

(x2 + 1)n
=

=
x

(x2 + 1)n−1
+ 2(n− 1)

∫
x2 + 1− 1 dx

(x2 + 1)n
=

=
x

(x2 + 1)n−1
+ 2(n− 1)

∫
dx

(x2 + 1)n−1
− 2(n− 1)

∫
dx

(x2 + 1)n

Když označ́ıme

In =
∫

dx

(x2 + 1)n
, In−1 =

∫
dx

(x2 + 1)n−1
,

je posledńı rovnost

In−1 =
x

(x2 + 1)n−1
+ 2(n− 1)In−1 − 2(n− 1)In ,

neboli
In =

1
2(n− 1)

x

(x2 + 1)n−1
+

2n− 3
2(n− 1)

In−1 .

Př́ıklad 3.15.r. Najděte integrál
∫

(x2 + 2x + 3) dx

(x2 + 1)3
.

Řešeńı. Když rozlož́ıme integrovaný zlomek na parciálńı zlomky, dostaneme

x2 + 2x + 3
(x2 + 1)3

=
1

(x2 + 1)2
+

2x + 2
(x2 + 1)3

.

Hledaný integrál pak je∫
(x2 + 2x + 3) dx

(x2 + 1)3
=

∫
2xdx

(x2 + 1)3
+

∫
dx

(x2 + 1)2
+

∫
2 dx

(x2 + 1)3
.

Prvńı integrál lze naj́ıt pomoćı substituce y = x2 + 1, po které dostaneme∫
2xdx

(x2 + 1)3
=

∫
dy

y3
= − 1

2y2
= − 1

2(x2 + 1)2
.
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Když zavedeme označeńı

I3 =
∫

dx

(x2 + 1)3
, I2 =

∫
dx

(x2 + 1)2
, I1 =

∫
dx

x2 + 1
= arctg x ,

lze pro daný itegrál psát∫
(x2 + 2x + 3) dx

(x2 + 1)3
= − 1

2(x2 + 1)2
+ I2 + 2I3 .

Když použijeme (14) pro n = 3, dostaneme

I3 =
x

4(x2 + 1)2
+ 3

4 I2 ,

a tedy ∫
(x2 + 2x + 3) dx

(x2 + 1)3
= − 1

2(x2 + 1)2
+

x

2(x2 + 1)2
+ 5

2 I2 .

Pro n = 2 je vztah (14)

I2 =
x

2(x2 + 1)
+ 1

2 I1 =
x

2(x2 + 1)
+ 1

2 arctg x .

Z toho pak plyne, že∫
(x2 + 2x + 3) dx

(x2 + 1)3
= − 1

2(x2 + 1)2
+

x

2(x2 + 1)2
+

5x

4(x2 + 1)
+ 5

4 arctg x + c .

Př́ıklad 3.16.r. Najděte integrál
∫

(x + 3) dx

(x2 − 2x + 5)2
.

Řešeńı. Protože kvadratický polynom x2−2x+5 nemá reálné kořeny, a (x2−2x+5)′ = 2x−2,
budeme daný integrál hledat jako součet dvou integrál̊u∫

(x + 3) dx

(x2 − 2x + 5)2
=

∫
α(2x− 2) dx

(x2 − 2x + 5)2
+

∫
β dx

(x2 − 2x + 5)2
,

kde α a β jsou reálná č́ısla, pro která plat́ı

α(2x− 2) + β = x + 3 , tj. α = 1
2 , β = 4 ,

neboli jako ∫
(x + 3) dx

(x2 − 2x + 5)2
=

1
2

∫
(2x− 2) dx

(x2 − 2x + 5)2
+

∫
4 dx

(x2 − 2x + 5)2
.

V prvńım integrálu použijeme substituci y = x2 − 2x + 5 a dostaneme∫
(2x− 2) dx

(x2 − 2x + 5)2
=

∫
dy

y2
= −1

y
= − 1

x2 − 2x + 5
.

Abychom našli druhý integrál, napǐseme

x2 − 2x + 5 = (x− 1)2 + 4 = 4
((x− 1

2

)2
+ 1

)
.

Proto v tomto integrálu použijeme substituci

y =
x− 1

2
, tj. x = 2y + 2 , dx = 2dy ,
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a po ńı źıskáme integrál∫
4 dx

(x2 − 2x + 5)2
=

∫
8 dy(

4(y2 + 1)
)2 =

1
2

∫
dy

(y2 + 1)2
.

Když použijeme (14) pro n = 2, dostaneme∫
dy

(y2 + 1)2
=

y

2(y2 + 1)
+

1
2

∫
dy

y2 + 1
=

y

2(y2 + 1)
+ 1

2 arctg y .

A po dosazeńı za y zjist́ıme, že∫
4 dx

(x2 − 2x + 5)2
=

x− 1
2(x2 − 2x + 5)

+ 1
4 arctg

x− 1
2

.

Celkově tedy je∫
(x + 3) dx

(x2 − 2x + 5)2
= − 1

2(x2 − 2x + 5)
+

x− 1
2(x2 − 2x + 5)

+ 1
4 arctg

x− 1
2

=

=
x− 2

2(x2 − 2x + 5)
+ 1

4 arctg
x− 1

2
+ c .

Př́ıklad 3.1. Najděte integrály

a.

∫
3x2 + 2x + 1

2x + 1
dx , b.

∫
x2 + 3x + 4

(x− 1)3
dx , c.

∫
x4 + 2x3 − 6x + 5

(x + 2)2
dx .

 a. 1
4
x(3x + 1) + 3

8
ln |2x + 1|+ c ; b. − 5

x− 1
− 4

(x− 1)2
+ ln |x− 1|+ c ;

c. 1
3
x3 − x2 + 4x− 17

x + 2
− 14 ln |x + 2|+ c .


Ṕıklad 3.2. Najděte primitivńı funkce k funkćım

f1(x) =
2x− 1

(x + 2)(x− 1)
, f2(x) =

x + 4

(x + 1)(3− 2x)
, f3(x) =

(x + 1)2

(x− 1)(x + 2)
,

f4(x) =
4

2x2 + x− 3
, f5(x) =

x + 2

4 + 5x− 6x2
, f6(x) =

2x2 − 3x + 8

2x2 + 7x + 3
.


F1(x) = 5

4
ln |x + 2|+ 1

3
ln |x− 1| ; F2(x) = 3

5
ln |x + 1| − 11

10
ln |2x− 3| ;

F3(x) = x + 4
3

ln |x− 1| − 1
3

ln |x + 2| ; F4 = ln
∣∣∣x− 1

x + 3

∣∣∣;
F5(x) = 3

22
ln |2x + 1| − 10

33
ln |3x− 4| ; F6(x) = x− 7 ln |x + 3|+ 2 ln |2x + 1| .


Př́ıklad 3.3. Najděte integrály

a.

∫
(x2 + 3x + 5) dx

x(x− 1)(x− 2)
, b.

∫
(2x− 5) dx

(x− 1)(x− 2)(2x− 1)
,

c.

∫
x4 dx

(x2 − 1)(x− 2)
, d.

∫
dx

(x− 1)(x2 + 4x + 3)
,

e.

∫
x dx

(x + 3)(x2 − 3x + 2)
, f .

∫
(x + 2) dx

(x− 2)(x2 − 4x + 3)
.
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a. 5
2

ln |x| − 9 ln |x− 1|+ 15
2

ln |x− 2|+ c ;

b. 3 ln |x− 1| − 1
3

ln |x− 2| − 8
3

ln |2x− 1|+ c ;

c. 1
2
(x + 2)2 + 1

6
ln |x + 1| − 1

2
ln |x− 1|+ 16

3
ln |x− 2|+ c ;

d. 1
8

ln |x− 1| − 1
4

ln |x + 1|+ 1
8

ln |x + 3|+ c ;

e. − 1
4

ln |x− 1|+ 2
5

ln |x− 2| − 3
20

ln |x + 3|+ c ;

f . 3
2

ln |x− 1| − 4 ln |x− 2|+ 5
2

ln |x− 3|+ c .


Př́ıklad 3.4. Najděte integrály

a.

∫
(x2 + 2) dx

(x− 1)(x + 2)2
, b.

∫
(3x + 1) dx

(x + 3)(x− 1)2
,

c.

∫
x3 − 3x2 + 8x− 9

(x− 3)(x− 2)2
dx , d.

∫
(x2 + x + 1) dx

(x− 1)(x2 + x− 2)
,

e.

∫
(x2 + 4) dx

(x− 2)(x2 − 6x + 8)
, f .

∫
(2x + 3) dx

(x2 − 1)2
.



a. 1
3

ln |x− 1|+ 2
3

ln |x + 2|+ 2

x + 2
+ c ;

b. 1
2

ln
∣∣∣x− 1

x + 3

∣∣∣− 1

x− 1
+ c ,

c. x + 15 ln |x− 3| − 11 ln |x− 2|+ 3

x− 2
+ c ;

d. 1
3

ln |x + 2|+ 2
3

ln |x− 1| − 1

x− 1
+ c ;

e. 5 ln |x− 4| − 4 ln |x− 2|+ 4

x− 2
+ c ;

f . 3
4

ln
∣∣∣x + 1

x− 1

∣∣∣− 5

4(x− 1)
− 1

4(x + 1)
+ c .


Př́ıklad 3.5. Najděte primitivńı funkce k funkćım

f1(x) =
2x + 3

x2 + 4x + 13
, f2(x) =

2− 3x

x2 − 3x + 3
, f3(x) =

x2 − 4x + 7

x2 + 4x + 7
,

f4(x) =
1

2x2 + 2x + 1
, f5(x) =

4− 5x

5x2 − 4x + 1
, f6(x) =

(x + 1)2(x− 3)

x2 − 2x + 3
.



F1(x)− ln
√

x2 + 4x + 13− 1
3

arctg x+2
3

;

F2(x) = −3
2

ln(x2 − 3x + 3)− 5
2
√

3
arctg 2x−3√

3
;

F3(x) = x− 4 ln(x2 + 4x + 7) + 16√
3

arctg x+2√
3

;

F4(x) = arctg(2x + 1) ;

F5(x) = − ln
√

5x2 − 4x + 1 + 2 arctg(5x− 2) ;

F6(x) = 1
2
(x + 1)2 − 3 ln(x2 − 2x + 3)− 6

√
2 arctg x−1√

2
.
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Př́ıklad 3.6. Najděte integrály

a.

∫
(x2 + 1) dx

(x− 1)(x2 − 4x + 5)
, b.

∫
(x2 + x + 4) dx

(x + 2)(x2 − 2x + 4)
,

c.

∫
(2x2 + x + 5) dx

x(x− 1)(x2 − 2x + 5)
.


a. ln |x− 1|+ 4 arctg(x− 2) + c ;

b. 1
2

ln |x + 2|+ 1
4

ln(x2 − 2x + 4) +
√

3
2

arctg x−1√
3

+ c ;

c. − ln |x|+ 2 ln |x− 1| − ln
√

x2 − 2x + 5 + 1
2

arctg x−1
2

+ c .


Př́ıklad 3.7. Najděte integrály

a.

∫
(x− 2) dx

(x2 − 8x + 25)2
, b.

∫
(2x + 1) dx

(x2 + 2x + 10)3
, c.

∫
(x− 1) dx

(x3 − 1)2
.


a.

2x− 17

18(x2 − 8x + 25)
+

1

27
arctg

x− 4

3
+ c ;

b. − x + 19

36(x2 + 2x + 10)2
− x + 1

216(x2 + 2x + 10)
− 1

648
arctg

x + 1

3
+ c ;

c. 1
9

ln |x− 1| − 1
18

ln(x2 + x + 1)− x

3(x2 + x + 1)
− 1√

3
arctg

2x + 1√
3

+ c .
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