
Některé často použ́ıvané substituce

Uvedeme některé substituce, které převáděj́ı integrály určitého typu na integrály z racio-
nálńıch funkćı, ale mohou být výhodné i při výpočtu jiných neurčitých integrál̊u. Budeme
předpokládat, že funkce R(x) je racionálńı funkce proměnné x a funkce R(x, y) racionálńı
funkce proměnných x a y, tj.

R(x, y) =
P (x, y)

Q(x, y)
,

kde P (x, y) a Q(x, y) jsou polynomy dvou proměnných x a y, tj.

P (x, y) =
n1∑
i=0

n2∑
k=0

ai,kx
iyk , Q(x, y) =

m1∑
i=0

m2∑
k=0

ai,kx
iyk .

1. Integrály typu
∫

R(ex) dx

Integrály tohoto typu převedeme na integrál racionálńı funkce substitućı

y = ex =⇒ dy = ex dx = y dx =⇒ dx =
dy

y
.

Př́ıklad 1.1.r. Najděte integrál

∫
ex dx

(ex + 1)3
.

Řešeńı. Po substituci y = ex dostaneme∫
ex dx

(ex + 1)3
=

∫
dy

(1 + y)3
= − 1

2(1 + y)2
= − 1

2(1 + ex)2
+ c .

Př́ıklad 1.2.r. Najděte integrál

∫
dx

cosh x
.

Řešeńı. Protože cosh x = 1
2
(ex + e−x), máme naj́ıt integrál∫

dx

cosh x
=

∫
2 dx

ex + e−x
=

∫
2ex dx

e2x + 1
.

Po substituci y = ex dostaneme∫
dx

cosh x
=

∫
2 dy

y2 + 1
= 2 arctg y = 2 arctg ex + c .

Př́ıklad 1.3.r. Najděte integrál

∫
3− ex

2e2x + 3ex − 2
dx.

Řešeńı. Po substituci y = ex dostaneme integrál∫
3− ex

2e2x + 3ex − 2
dx =

∫
(3− y) dy

y(2y2 + 3y − 2)
=

∫
(3− y) dy

y(y + 2)(2y − 1)
.

Posledńı integrál najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

(3− y) dy

y(y + 2)(2y − 1)
=

A

y
+

B

y + 2
+

C

2y − 1
,
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kde A, B a C jsou reálná č́ısla. Pro každé y pro ně plat́ı rovnost

3− y = A(y + 2)(2y − 1) + By(2y − 1) + Cy(y + 2) .

Speciálné pro y = 0, y = −2 a y = 1
2

dostaneme

3 = −2A , 5 = 10B , 5
2

= 5
4
C , tj. A = −3

2
, B = 1

2
, C = 2 .

Protože y = ex > 0, je∫
3− ex

2e2x + 3ex − 2
dx =

∫ (
− 3

2y
+

1

2(y + 2)
+

2

2y − 1

)
dy =

= −3
2
ln y + 1

2
ln(y + 2) + ln |2y − 1| = −3

2
x + 1

2
ln(ex + 2) + ln |2ex − 1|+ c .

Př́ıklad 1.4.r. Najděte integrál

∫
4 dx

e2x + 2ex + 4
.

Řešeńı. Po substituci y = ex dostaneme integrál∫
4 dx

e2x + 2ex + 4
=

∫
4 dy

y(y2 + 2y + 4)
.

Protože kvadratický ploynom y2 +2y +4 nemá reálné kořeny, je jeho rozklad na parciálńı
zlomky

4

y(y2 + 2y + 4)
=

A

y
+

By + C

y2 + 2y + 4
,

kde A, B a C jsou reálná č́ısla, pro která plat́ı

4 = A(y2 + 2y + 4) + (By + C)y = (A + B)y2 + (2A + C)y + 4A ,

neboli A = 1, B = −1 a C = −2. Tedy∫
4 dy

y(y2 + 2y + 4)
=

∫
dy

y
−

∫
(y + 2) dy

y2 + 2y + 4
= ln y −

∫
(y + 2) dy

y2 + 2y + 4
.

Protože (y2 + 2y + 4)′ = 2y + 2 a y2 + 2y + 4 = (y + 1)2 + 3, je posledńı integrál∫
(y + 2) dy

y2 + 2y + 4
= 1

2

∫
(2y + 2) dy

y2 + 2y + 4
+

∫
dy

(y + 1)2 + 3
= 1

2
ln(y2 + 2y + 4) + 1√

3
arctg y+1√

3
.

Když přejdeme opět k proměnné x, dostaneme∫
4 dx

e2x + 2ex + 4
= x− ln

√
e2x + 2ex + 4− 1√

3
arctg

ex + 1√
3

+ c .

Př́ıklad 1.5.r. Najděte integrál

∫
dx

1 + ex/2 + ex/3 + ex/6
.

Řešeńı. Integrovaná funkce neńı racionálńı funkce proměnné x, ale je to racionálńı funkce
proměnné ex/6. Proto uděláme substituci

y = ex/6 =⇒ dy = 1
6
ex/6 dx = 1

6
y dx =⇒ dx =

6 dy

y
.
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Po této substituci dostaneme integrál

dx

1 + ex/2 + ex/3 + ex/6
=

∫
6 dy

y(1 + y3 + y2 + y)
=

∫
6 dy

y(y + 1)(y2 + 1)
,

který spoč́ıtáme rozkladem na parciálńı zlomky. Protože kvadratický polynom y2+1 nemá
reálné kořeny, má tento rozklad tvar

6

y(y + 1)(y2 + 1)
=

A

y
+

B

y + 1
+

Cy + D

y2 + 1
.

Z toho plyne, že pro každé y muśı platit

6 = A(y + 1)(y2 + 1) + By(y2 + 1) + (Cy + D)y(y + 1) =

= (A + B + C)y3 + (A + C + D)y2 + (A + B + D)y + A .

Pro y = 0 a y = −1 źıskáme A = 6 a B = −3 a ostatńıch rovnic pak plyne C = D = −3.
Proto je ∫

6 dy

y(y + 1)(y2 + 1)
=

∫ (
6

y
− 3

y + 1
− 3y + 3

y2 + 1

)
dy =

= 6 ln y − 3 ln(y + 1)− 3
2

ln(y2 + 1)− 3 arctg y .

Po dosazeni za y = ex/6 pak dostaneme∫
dx

1 + ex/2 + ex/3 + ex/6
= x− 3 ln

((
ex/6 + 1

)√
ex/3 + 1

)
− 3 arctg ex/6 + c .

Př́ıklad 1.6.r. Najděte integrál

∫
dx√

ex − 1
.

Řešeńı. V integrálu bychom mohli použ́ıt substituci y = ex a po ńı źıskat integrál∫
dx√

ex − 1
=

∫
dy

y
√

y − 1
,

který lze zjednodušit např́ıklad substitućı y − 1 = z2.
Jiná možnost je napsat ∫

dx√
ex − 1

=

∫
e−x/2√
1− e−x

a použ́ıt substituci

y = e−x/2 =⇒ dy = −1
2
e−x/2 dx = −1

2
y dx =⇒ e−x/2 dx = −2 dy ,

po které dostaneme∫
dx√

ex − 1
=

∫
e−x/2√
1− e−x

= −2

∫
dy√

1− y2
= 2 arccos y = 2 arccos e−x/2 + c .

Př́ıklad 1.1. Najděte integrály

a.

∫
3e2x − 2ex

e2x − 3ex + 2
dx , b.

∫
3ex − 2

e2x − 3ex + 2
dx , c.

∫
dx

sinh x
.
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a. 4 ln |ex − 2| − ln |ex − 1|+ c ;

b. 2 ln |ex − 2| − ln |ex − 1| − x + c ;

c. ln
∣∣∣ex − 1

ex + 1

∣∣∣ + c.


Př́ıklad 1.2. Najděte integrály

a.

∫
e2x + 2ex

e2x + 4ex + 9
dx , b.

∫
dx

cosh x− 1
, c.

∫
dx

2 cosh x− 1
.

[
a. ln

√
e2x + 2ex + 9 + c ; b.

−2

ex − 1
+ c ; c. 2√

3
arctg 2ex−1√

3
+ c .

]
Př́ıklad 1.3. Najděte integrály

a.

∫
e2x + 3ex

e2x + 2x + 5
dx , b.

∫
dx

e2x + 1
, c.

∫
ex + 4

e2x − 2ex + 4
dx .

[
a. ln

√
e2x + 2ex + 5 + arctg ex+1

2
+ c ; b. − ln

√
e−2x + 1 + c ;

c. x + ln
√

e2x − 2ex + 4 + 2√
3

arctg ex−1√
3

+ c .

]

Př́ıklad 1.4. Najděte integrál

∫
1 +

√
ex(

1 + 4
√

ex
)2 dx.

[
x +

8

ex/4 + 1
+ c .

]

2. Integrály typu
∫

R(ln x) dx
x

Integrály tohoto typu převedeme na integrál racionálńı funkce substitućı

y = ln x =⇒ dy =
dx

x
.

Př́ıklad 2.1.r. Najděte integrál

∫
(ln x− 4) dx

x(3 + ln x− 2 ln2 x)
.

Řešeńı. Substituce y = ln x vede k integrálu racionálńı funkce∫
(ln x− 4) dx

x(3 + ln x− 2 ln2 x)
=

∫
(y − 4) dy

3 + y − 2y2
=

∫
(y − 4) dy

(y + 1)(3− 2y)
,

který najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

y − 4

(y + 1)(3− 2y)
=

A

y + 1
+

B

3− 2y
, tj. y − 4 = A(3− 2y) + B(y + 1) .

Z toho plyne A = B = −1. Tedy daný integrál je∫
(ln x− 4) dx

x(3 + ln x− 2 ln2 x)
=

∫ (
− 1

y + 1
− 1

3− 2y

)
dy =

= − ln |y|+ 1
2

ln |3− 2y| = − ln
∣∣ln x

∣∣ + 1
2

ln
∣∣3− 2 ln x

∣∣ + c .
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Př́ıklad 2.2.r. Najděte integrál

∫
(ln2 x− 3 ln x + 4) dx

x(ln x− 1)(ln2 x− 4 ln x + 3)
.

Řešeńı. Po substituci y = ln x dostaneme integrál∫
(ln2 x− 3 ln x + 4) dx

x(ln x− 1)(ln2 x− 4 ln x + 3)
=

∫
(y2 − 3y + 4) dy

(y − 1)(y2 − 4y + 3)
=

∫
y2 − 3y + 4

(y − 1)2(y − 3)
dy .

Tento integrál najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

y2 − 3y + 4

(y − 1)2(y − 3)
=

A

y − 1
+

B

(y − 1)2
+

C

y − 3
,

kde A, B a C jsou reálná č́ısla, pro která plat́ı

y2 − 3y + 4 = A(y − 1)(y − 3) + B(y − 3) + C(y − 1)2 =

= (A + C)y2 + (−4A + B − 2C)y + (3A− 3B + C) .

Pro y = 1 a y = 3 dostaneme B = −1 a C = 1. Z rovnice A + C = 1 zjist́ıme, že A = 0 a
tedy ∫

(y2 − 3y + 4) dy

(y − 1)(y2 − 4y + 3)
=

∫ (
− 1

(y − 1)2
+

1

y − 3

)
dy =

1

y − 1
+ ln |y − 3| .

Konečně po dosazeńı y = ln x zjist́ıme, že∫
(ln2 x− 3 ln x + 4) dx

x(ln x− 1)(ln2 x− 4 ln x + 3)
=

1

ln x− 1
+ ln

∣∣ln x− 3
∣∣ + c .

Př́ıklad 2.3.r. Najděte integrál

∫
(ln x− 2) dx

x(ln2 x− 3 ln x + 7)
.

Řešeńı. Substituce y = ln x vede k integrálu∫
(ln x− 2) dx

x(ln2 x− 3 ln x + 7)
=

∫
y − 2

y2 − 3y + 7
.

Protože kvadratický polynom y2− 3y + 7 nemá reálné kořeny a (y2− 3y + 7)′ = 2y− 3, je∫
y − 2

y2 − 3y + 7
= 1

2

∫
(2y − 3) dy

y2 − 3y + 7
− 1

2

∫
dy

y2 − 3y + 7
=

= ln
√

y2 − 3y + 7− 1
2

∫
dy

(y − 3
2
)2 + 19

4

= ln
√

y2 − 3y + 7− 1√
19

arctg
2y − 3√

19
.

Když se vrát́ıme k proměnné x dostaneme∫
(ln x− 2) dx

x(ln2 x− 3 ln x + 7)
= ln

√
ln2 x− 3 ln x + 7− 1√

19
arctg

2 ln x− 3√
19

+ c .
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Př́ıklad 2.1. Najděte integrály

a.

∫
(ln x + 4) dx

x(3 + 7 ln x− 6 ln2 x)
, b.

∫
2 ln3 x + 3 ln2 x− 4 ln x− 5

x(2 ln2 x− 7 ln x + 6)
dx ,

c.

∫
(6 + 4 ln x− ln2 x) dx

x(ln x + 2)(ln2 x + ln x− 2)
, d.

∫
(3− 2 ln x) dx

x(1 + 2 ln x + 2 ln2 x)
.


a. 1

3
ln |3 ln x + 1| − 1

2
ln |2 ln x− 3|+ c ;

b. 1
2
(ln x + 5)2 + 15 ln | ln x− 2| − 5

2
ln |2 ln x− 3|+ c ;

c. ln | ln x− 1| − 2 ln | ln x + 2| − 2

ln x + 2
+ c ;

d. − ln
√

2 ln2 x + 2 ln x + 1 + 4 arctg(2 ln x + 1) + c .



3. Integrály typu
∫

R(sin x, cos x) dx

Jestliže je R(x, y) racionálńı funkce dvou proměnných, vede substituce y = tg 1
2
x na

integrál racionálńı funkce. Ovšem integrály, které dostaneme po takové substituci jsou
většinou poměrně složité. Proto se ve speciálńıch př́ıpadech použ́ıvaj́ı jiné substituce.

Jestliže plat́ı rovnost

R(− sin x, cos x) = −R(sin x, cos x) resp. R(sin x,− cos x) = −R(sin x, cos x) , (1)

vede na integrál racionálńı funkce substituce

y = cos x , resp. y = sin x .

Poznámka. Pokud je funkce R(sinx, cos x) lichá v proměnné sinx, má tvar

R(sinx, cos x) = S(sin2 x, cos x) sinx = S(1− cos2 x, cos x) sinx = R̂(cos x) sinx ,

kde R̂(x) je racionálńı funkce. Proto vede substituce y = cos x, tj. dy = − sinxdx, k integrálu∫
R(sinx, cos x) dx =

∫
R̂(cos x) sinxdx = −

∫
R̂(cos x)(− sinxdx) = −

∫
R̂(y) dy .

Z podobných d̊uvod̊u vede integrál pro funkci R(sinx, cos x), která je lichá v cos x po substituci
y = sin t k integrálu z racionálńı funkce.

Př́ıklad 3.1.r. Naděte integrál

∫
dx

sin x
.

Řešeńı. Protože je funkce R(sin x, cos x) =
1

sin x
lichá v proměnné sin x, můžeme použ́ıt

substituci

y = cos x =⇒ dy = − sin x dx =⇒ dx = − dy

sin x
=⇒ dx

sin x
= − dy

sin2 x
=

dy

y2 − 1
.
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Tedy∫
dx

sin x
=

∫
dy

(y − 1)(y + 1)
= 1

2

∫ (
1

y − 1
− 1

y + 1

)
dy = 1

2

(
ln |y − 1| − ln |y + 1|

)
=

= ln

√∣∣∣1− y

1 + y

∣∣∣ = ln

√∣∣∣1− cos x

1 + cos x

∣∣∣ = ln
∣∣∣tg 1

2
x
∣∣∣ + c .

Př́ıklad 3.2.r. Najděte integrál

∫
dx

(2 + sin x) cos x
.

Řešeńı. Protože je funkce R(sin x, cos x) =
1

(2− sin x) cos x
lichá v cos x, použijeme

substituci y = sin x. Pak je

dy = cos x dx =⇒ dx =
dy

cos x
=⇒ dx

(2 + sin x) cos x
=

dy

(2 + y) cos2 x
=

dy

(2 + y)(1− y2)
,

a tedy ∫
dx

(2 + sin x) cos x
=

∫
dy

(2 + y)(1− y2)
=

∫
dy

(2 + y)(1− y)(1 + y)
.

Posledńı integrál najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

1

(2 + y)(1− y)(1 + y)
=

A

2 + y
+

B

1− y
+

C

1 + y
,

neboli
A(1− y)(1 + y) + B(2 + y)(1 + y) + C(2 + y)(1− y) = 1 .

Pro y = −2, y = 1 a y = −1 pak dostaneme A = −1
3
, B = 1

6
a C = 1

2
. Protože

|y| = | sin x| < 1, můžeme v logaritmech vynechat absoulutńı hodnoty a dostaneme∫
dy

(2 + y)(1− y)(1 + y)
=

∫ (
− 1

3(2 + y)
+

1

6(1− y)
+

1

2(1 + y)

)
dy =

= −1
3

ln(2 + y)− 1
6

ln(1− y) + 1
2

ln(1 + y) .

Pokud se vrát́ıme k proměnné x, vid́ıme, že∫
dx

(2 + sin x) cos x
= −1

3
ln(2 + sin x)− 1

6
ln(1− sin x) + 1

2
ln(1 + sin x) + c .

Když pro funkci R(sin x, cos x) plat́ı rovnost

R(− sin x,− cos x) = R(sin x, cos x) (2)

vede k integrálu z racionálńı funkce substituce y = tg x.
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Poznámka. Pokud racionálńı funkce R(sinx, cos x) splňuje vztah (2) lze ji vyjádřit jako racionálńı
funkci proměnných

cos2 x =
cos2 x

cos2 x + sin2 x
=

1
1 + tg2 x

,

cos x sinx = cos2 x tg x =
tg x

1 + tg2 x
,

sin2 x = cos2 x tg2 x =
tg2 x

1 + tg2 x
,

tj. jako racionálńı funkci proměnné tg x. A protože pro y = tg x, je

dy =
dx

cos2 x
=⇒ dx = cos2 xdy =

dy

1 + y2
,

vede substituce y = tg x k integrálu racionálńı funkce v proměnné y.

Př́ıklad 3.3.r. Najděte integrál

∫
dx

sin2 x + 3 sin x cos x + 4 cos2 x
.

Řešeńı. Integrovaná funkce R(sin x, cos x) má vlastnost (2). Proto použijeme substituci
y = tg x. Tato substituce je vidět také z toho, že integrál lze napsat jako∫

dx

sin2 x + 3 sin x cos x + 4 cos2 x
=

∫
1

tg2 x + 3 tg x + 4

dx

cos2 x
=

∫
d(tg x)

tg2 x + 3 tg x + 4
.

Po této substituci dostaneme∫
dx

sin2 x + 3 sin x cos x + 4 cos2 x
=

∫
dy

y2 + 3y + 4
.

Protože kvadratický polynom y2 +3y +4 nemá reálné kořeny a y2 +3y +4 =
(
y + 3

2

)2
+ 7

4
,

je posledńı integrál ∫
dy

y2 + 3y + 4
=

2√
7

arctg
2y + 3√

7
.

A když se vrát́ıme k proměnné x, dostaneme∫
dx

sin2 x + 3 sin x cos x + 4 cos2 x
=

2√
7

arctg
2 tg x + 3√

7
+ c .

Př́ıklad 3.4.r. Najděte integrál

∫
sin2 x dx

sin2 x− 3 sin x cos x + 2 cos2 x
.

Řešeńı. Integrovaná funkce má vlastnost (2). Proto použijeme substituci y = tg x. Pak
je

cos2 x =
1

1 + y2
, sin x cos x =

y

1 + y2
, sin2 x =

y2

1 + y2
, dx =

dy

1 + y2

a po dosazeńı dostaneme∫
sin2 x dx

sin2 x− 3 sin x cos x + 2 cos2 x
=

∫
y2 dy

(y2 − 3y + 2)(1 + y2)
=

∫
y2 dy

(y − 1)(y − 2)(1 + y2)
.
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Posledńı integrál najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

y2

(y − 1)(y − 2)(1 + y2)
=

A

y − 1
+

B

y − 2
+

Cy + D

y2 + 1
,

T́ım źıskáme rovnost

A(y − 2)(y2 + 1) + B(y − 1)(y2 + 1) + (Cy + D)(y − 1)(y − 2) = y2 ,

která muśı platit pro každé y. Speciálně pro y = 1 a y = 2 dostaneme A = −1
2

a B = 4
5
.

Členy u y3 a absolutńı člen, tj. u y0, dávaj́ı rovnice

A + B + C = 0 , −2A−B + 2D = 0 , tj. C = − 3
10

, D = − 1
10

.

Z toho dostaneme∫
y2 dy

(y − 1)(y − 2)(1 + y2)
=

∫ (
−

1
2

y − 1
+

4
5

y − 2
−

3
10

y

y2 + 1
−

1
10

y2 + 1

)
dy =

= −1
2

ln |y − 1|+ 4
5

ln |y − 2| − 3
10

ln
√

y2 + 1− 1
10

arctg y .

Konečně po dosazeńı y = tg x máme∫
sin2 x dx

sin2 x− 3 sin x cos x + 2 cos2 x
=

= −1
2

ln | tg x− 1|+ 4
5

ln | tg x− 2| − 3
10

ln
√

tg2 x + 1− 1
10

arctg(tg x) =

= −1
2

ln | sin x− cos x|+ 4
5

ln | sin x− 2 cos x| − 1
10

x + c .

Nemá-li funkce R(sin x, cos x) ani jednu z vlastnost́ı (1) a (2), vede na integrál racionálńı
funkce substituce y = tg 1

2
x. Pak je

cos x =
cos2 1

2
x− sin2 1

2
x

cos2 1
2
x + sin2 1

2
x

=
1− tg2 1

2
x

1 + tg2 1
2
x

=
1− y2

1 + y2
,

sin x =
2 sin 1

2
x cos 1

2
x

cos2 1
2
x + sin2 1

2
x

=
2 tg 1

2
x

1 + tg2 1
2
x

=
2y

1 + y2
,

dy =
dx

2 cos2 1
2
x

=⇒ dx =
2 cos2 1

2
x dy

cos2 1
2
x + sin2 1

2
x

=
2 dy

1 + tg2 1
2
x

=
2 dy

1 + y2
.

Poznámka. Pokud označ́ıme x = 2t, je

R(sinx, cos x) = R(2 sin t cos t, cos2 t− sin2 t) = R̂(sin t, cos t) = R̂(− sin t,− cos t) .

Tedy funkce R̂(sin t, cos t) má vlastnost (2) a integrál lze převést na integrál racionálńı funkce
substitućı y = tg t = tg 1

2x.

Př́ıklad 3.5.r Najděte integrál

∫
dx

2 + cos x
.
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Řešeńı. Protože funkce R(sin x, cos x) =
1

2 + cos x
nemá ani jednu z vlastnost́ı (1) a (2),

použijeme substituci y = tg 1
2
x. Pomoćı výše uvedených vztah̊u dostaneme∫

dx

2 + cos x
=

∫
2 dy

y2 + 3
=

2√
3

arctg
y√
3

=
2√
3

arctg

(
tg 1

2
x

√
3

)
+ c .

Př́ıklad 3.1. Najděte integrály

a.

∫
(2 cos x + 5) sin x

1 + cos x + sin2 x
dx , b.

∫
dx

(4 + 5 tg2 x) cos x
,

c.

∫
cos x dx

cos 2x
, d.

∫
cos x · tg 2x dx .

 a. 3 ln(2− cos x)− ln(1 + cos x) + c ; b. 1
2

arctg sin x
2

+ c ;

c. 1
2
√

2
ln

∣∣∣1 +
√

2 sin x

1−
√

2 sin x

∣∣∣ + c ; d. − cos x + 1
2
√

2
ln

∣∣∣1 +
√

2 cos x

1−
√

2 cos x

∣∣∣ + c .


Př́ıklad 3.2. Najděte intergály

a.

∫
3 sin x− cos x

sin x + 3 cos x
dx , b.

∫
3 sin x− cos x

sin x + cos x
dx ,

c.

∫
tg4 x dx , d.

∫
cotg4 x dx .

[
a. − ln | sin x + 3 cos x|+ 3 ; b. x− 2 ln | sin x + cos x|+ c ;

c. x− tg x + 1
3

tg3 x + c ; d. x + cotg x− 1
3

cotg3 x + c .

]
Př́ıklad 3.3. Najděte integrály

a.

∫
dx

2 sin x− cos x + 5
, b.

∫
sin x dx

2 + sin x + 2 cos x
.

[
a. 1√

5
arctg

3 tg x
2

+ 1
√

5
+ c ; b. 1

5
x− 4

5
ln

∣∣sin x
2

+ 2 cos x
2

∣∣ + c .
]

4. Integrály typu
∫

R
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx, kde ad− bc 6= 0

Pro integrály tohoto typu vede na integrál racionálńı funkce substituce

y =
n

√
ax + b

cx + r
, tj. yn =

ax + b

cx + d
, neboli x =

dyn − b

a− cyn
.

Př́ıklad 4.1.r. Najděte integrál

∫
2x +

√
2x− 1√

(2x− 1)3 − x
dx.
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Řešeńı. Když uděláme subtituci

y =
√

2x− 1 , tj. y2 = 2x− 1 =⇒ x = 1
2
(y2 + 1) =⇒ dx = y dy ,

dostaneme integrál racionálńı funkce∫
2x +

√
2x− 1√

(2x− 1)3 − x
dx =

∫
y2 + 1 + y

y3 − 1
2
(y2 + 1)

y dy =

∫
2y3 + 2y2 + 2y

2y3 − y2 − 1
dy .

Protože je stupeň čitatele stejný jako stupeň jmenovatele, zlomek nejprve vyděĺıme a
dostaneme∫

2y3 + 2y2 + 2y

2y3 − y2 − 1
dy =

∫ (
1 +

3y2 + 2y + 1

2y3 − y2 − 1

)
dy = y +

∫
3y2 + 2y + 1

(y − 1)(2y2 + y + 1)
dy .

Posledńı integrál najdeme pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

3y2 + 2y + 1

(y − 1)(2y2 + y + 1)
=

A

y − 1
+

By + C

2y2 + y + 1

neboli

3y2 +2y +1 = A(2y2 + y +1)+ (By +C)(y− 1) = (2A+B)y2 +(A−B +C)y +(A−C) .

Pro y = 1 dostaneme A = 3
2

a z rovnic 2A + B = 3 a A−C = 1 pak plyne B = 0, C = 1
2
.

Tedy ∫
3y2 + 2y + 1

(y − 1)(2y2 + y + 1)
dy =

∫ ( 3
2

y − 1
+

1
2

2y2 + y + 1

)
dy =

= 3
2

ln |y − 1|+ 1
2

∫
dy

2y2 + y + 1
.

A protože

2y2 + y + 1 = 2
(
y + 1

4

)2
+ 7

8
= 7

8

(
16
7

(
y + 1

4

)2
+ 1

)
= 7

8

((4y + 1√
7

)2

+ 1

)
,

je ∫
dy

2y2 + y + 1
=

8

7

√
7

4
arctg

4y + 1√
7

=
2√
7

arctg
4y + 1√

7
.

Tedy ∫
2y3 + 2y2 + 2y

2y3 − y2 − 1
dy = y +

3

2
ln |y − 1|+ 1√

7
arctg

4y + 1√
7

a p̊uvodńı integrál je∫
2x +

√
2x− 1√

(2x− 1)3 − x
dx =

√
2x− 1 +

3

2
ln

∣∣√2x− 1− 1
∣∣ +

1√
7

arctg
4
√

2x− 1 + 1√
7

+ c .

Př́ıklad 4.2.r. Najděte integrál

∫
dx√

x + 1− 3
√

x + 1
.
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Řešeńı. Tento integrál je racionálńı funkce proměnné 6
√

x + 1. Proto uděláme substituci

y = 6
√

x + 1 , tj. y6 = x + 1 =⇒ dx = 6y5 dy .

Po ńı dostaneme ∫
dx√

x + 1− 3
√

x + 1
=

∫
6y5 dy

y3 − y2
= 6

∫
y3 dy

y − 1
.

A protože
y3

y − 1
= y2 + y + 1 +

1

y − 1
,

je

6

∫
y3 dy

y − 1
= 6

∫ (
y2 + y + 1 +

1

y − 1

)
dy = 2y3 + 3y2 + 6y + 6 ln |y − 1| .

A když se vrát́ıme k proměnné x, dostaneme∫
dx√

x + 1− 3
√

x + 1
= 2

√
x + 1 + 3 3

√
x + 1 + 6 6

√
x + 1 + 6 ln

∣∣ 6
√

x + 1− 1
∣∣ + c .

Př́ıklad 4.3.r. Najděte integrál

∫ √
x + 1−

√
x− 1√

x + 1 +
√

x− 1
dx.

Řešeńı. Poku integrál naṕı̌seme ve tvaru

∫ √
x + 1−

√
x− 1√

x + 1 +
√

x− 1
dx =

∫ 1−
√

x−1
x+1

1 +
√

x−1
x+1

dx ,

je zřejmé, že bude výhodná substituce

y =

√
x− 1

x + 1
, neboli y2 =

x− 1

x + 1
, tj. x =

1 + y2

1− y2
=⇒ dx =

4y dy

(1− y2)2
.

Po ńı dostaneme∫ √
x + 1−

√
x− 1√

x + 1 +
√

x− 1
dx =

∫
1− y

1 + y

4y dy

(1− y2)2
=

∫
4y dy

(1− y)(1 + y)3
.

Posledńı integrál lze naj́ıt pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky

4y

(1− y)(1 + y)3
=

A

1− y
+

B

1 + y
+

C

(1 + y)2
+

D

(1 + y)3
,

kde A, B, C a D jsou reálná č́ısla, neboli

4y = A(1 + y)3 + B(1− y)(1 + y)2 + C(1− y)(1 + y) + D(1− y) =

= (A−B)y3 + (3A−B − C)y2 + (3A + B −D)y + (A + B + C + D) .
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Pro y = ±1 dostaneme A = 1
2

a D = −2. Rovnice A− B = 0 a A + B + C + D = 0 pak
dávaj́ı B = 1

2
a C = 1. Tedy∫

4y dy

(1− 1)(1 + y)3
=

∫ ( 1
2

1− y
+

1
2

1 + y
+

1

(1 + y)2
− 2

(1 + y)3

)
dy =

= −1
2
ln |1− y|+ 1

2
ln |1 + y| − 1

1 + y
+

1

(1 + y)2
= 1

2
ln

∣∣∣1 + y

1− y

∣∣∣− y

(1 + y)2

a po dosazeńı za y dostaneme∫ √
x + 1−

√
x− 1√

x + 1 +
√

x− 1
dx =

1

2
ln

∣∣∣∣√x + 1 +
√

x− 1√
x + 1−

√
x− 1

∣∣∣∣− √
x2 − 1(√

x + 1 +
√

x− 1
)2 + c .

Př́ıklad 4.1. Najděte integrály

a.

∫
(x + 4) 3

√
x− 8 dx , b.

∫
dx

1 +
√

x− 1
, c.

∫
dx(

1 + 4
√

x
)3√

x
,

d.

∫
4
√

x + 1

x
dx , e.

∫
3
√

2 + x dx

x + 3
√

2 + x
, f .

∫
1−

√
x + 1

1 + 3
√

x + 1
dx .



a. 3
7
(x + 13)(x− 8)4/3 + c ;

b. 2
√

x− 1− 2 ln
(
1 +

√
x− 1

)
+ c ;

c.
−4

1 + 4
√

x
+

2(
1 + 4

√
x
)2 + c ;

d. 4 4
√

x + 1 + ln
∣∣∣ 4
√

x + 1− 1
4
√

x + 1 + 1

∣∣∣− 2 arctg 4
√

x + 1 + c ;

e. 3 3
√

x + 2 + 9
8
ln

∣∣ 3
√

x + 2− 1
∣∣− 3

8
ln

∣∣x + 3
√

x + 2
∣∣− 33

4
√

7
arctg 2 3√x+2+1√

7
+ c ;

f . − 6
7
(x + 1)7/6 + 6

5
(x + 1)5/6 + 3

2
(x + 1)2/3 − 2(x + 1)1/2 − 3(x + 1)1/3+

+6(x + 1)1/6 + 3 ln
∣∣(x + 1)1/3 + 1

∣∣− 6 arctg(x + 1)1/6 + c .


5. Integrály typu

∫
R(x,

√
ax2 + bx + c

)
dx

Integrály tohoto typu lze vždy převést na integraci racionálńı pomoćı tzv. Eulerových substitućı.

Má-li kvadratický polynom ax2 + bx + c dva reálné kořeny x1 < x2 je ax2 + bx + c = a(x −
x1)(x− x2).
Proto pro x ∈ (x1, x2) je a < 0 a plat́ı

√
ax2 + bx + c =

√
(−a)(x− x1)(x2 − x) =

√
−a (x− x1)

√
x2 − x

x− x1

a lze použ́ıt substituci

y =
√

x2 − x

x− x1
.
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Naopak pro x ∈ (−∞, x1) ∪ (x2,+∞) je a > 0 a√
ax2 + bx + c =

√
a(x− x1)(x− x2) =

√
a (x− x1)

√
x− x2

x− x1
.

Proto lze použ́ıt substituci

y =
√

x− x2

x− x1
.

Tyto substituce jsou vlastně speciálńım př́ıpadem substitućı z části 4.

Pokud je a > 0, lze použ́ıt substituci√
ax2 + bx + c = y −

√
a x .

Pak je totiž

ax2 + bx + c = y2 − 2
√

a yx + ax2 =⇒ x =
y2 − c

2
√

a y + b
,

√
ax2 + bx + c = y −

√
a x = y −

√
a

y2 − c

2
√

a y + b
=
√

a y2 + by + c
√

a

2
√

a y + b
.

Pokud je c > 0 lze použ́ıt substituci√
ax2 + bx + c = xy −

√
c .

Pak totiž je

ax2 + bx + c = x2y2 − 2
√

c xy + c =⇒ x =
2
√

c y + b

y2 − a
,

√
ax2 + bx + c =

2
√

c y + b

y2 − a
y −

√
c =

√
c y2 + by + a

√
c

y2 − a
.

Př́ıklad 5.1.r. Najděte integrál
∫

dx

2x + 1 +
√

x2 + x + 1
.

Řešeńı. Zavedeme novou proměnnou y vztahem√
x2 + x + 1 = y − x =⇒ x2 + x + 1 = y2 − 2xy + x2 =⇒ x =

y2 − 1
2y + 1

.

Pak je

dx =
2(y2 + y + 1)

(2y + 1)2
dy , 2x + 1 +

√
x2 + x + 1 = y + x + 1 = y +

y2 − 1
2y + 1

+ 1 =
3y(y + 1)
2y + 1

a po substituci dostaneme integrál∫
dx

2x + 1 +
√

x2 + x + 1
=

∫
2y + 1

3y(y + 1)
2(y2 + y + 1)

(2y + 1)2
dy = 2

3

∫
(y2 + y + 1) dy

y(y + 1)(2y + 1)
,

který můžeme spoč́ıtat pomoćı rozkladu na parciálńı zlomky. To nám dává

(y2 + y + 1) dy

y(y + 1)(2y + 1)
=

A

y
+

B

y + 1
+

C

2y + 1
,
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neboli

y2 +y +1 = A(y +1)(2y +1)+By(2y +1)+Cy(y +1) = (2A+2B +C)y2 +(3A+B +C)y +A .

Pro y = 0 a y = −1 dostaneme A = B = 1 a např́ıklad z rovnice 2A+2B+C = 1 plyne C = −3.
A tedy ∫

(y2 + y + 1) dy

y(y + 1)(2y + 1)
= ln |y|+ ln |y + 1| − 3

2 ln |2y + 1|

a po dosazeńı za y = x +
√

x2 + x + 1 dostaneme∫
dx

2x + 1 +
√

x2 + x + 1
=

= 2
3 ln

∣∣∣x +
√

x2 + x + 1
∣∣∣ + 2

3 ln
∣∣∣x + 1 +

√
x2 + x + 1

∣∣∣− ln
∣∣∣2x + 1 + 2

√
x2 + x + 1

∣∣∣ + c .

Eulerovy substituce jsou univerzálńı substituce stejně jako substituce y = tg 1
2x v př́ıpadě go-

noimetrických funkćı a často vedou k integrál̊um z poměrně složitých racionálńıch funkćı. Proto
bývá mnohdy jednodušš́ı nejprve převest kvadratický výraz pod odmocninou pomoćı lineárńı
substituce na kanonický tvar, tj. jeden z výraz̊u x2 + 1, x2 − 1 nebo 1 − x2, a pak se zbavit
odmocniny pomoćı goniometrických nebo hyperbolických funkćı.

Př́ıklad 5.2.r. Najděte integrál
∫

dx

(x2 + x + 1)
√

x2 + x− 1
.

Řešeńı. Protože je výraz pod odmocninou roven

x2 + x− 1 =
(
x + 1

2

)2 − 5
4 ,

zavedeme nejprve proměnnou y vztahem x + 1
2 =

√
5

2 y. Pak je

x = 1
2

(√
5 y − 1

)
, dx =

√
5

2 dy , x2 + x + 1 = 1
4 (5y2 + 3)

a dostaneme integrál ∫
dx

(x2 + x + 1)
√

x2 + x− 1
=

∫
4 dy

(5y2 + 3)
√

y2 − 1
.

Abychom se zbavili odmocniny, můžeme použ́ıt např́ıklad substituci

y =
1

cos t
=⇒

√
y2 − 1 =

sin t

cos t
, dy =

sin t

cos2 t
dt .

Pak dostaneme integrál ∫
4 dy

(5y2 + 3)
√

y2 − 1
=

∫
4 cos t dt

5 + 3 cos2 t
,

který nemuśıme řešit univerzálńı substitućı z = tg 1
2 t (to by vedlo k jedné z Eulerových substi-

tućı), ale substitućı z = sin t. Po ńı dostaneme∫
4 cos t dt

5 + 3 cos2 t
=

∫
4 dz

8− 3z2
=

∫ (
1

4 +
√

6 z
+

1
4−

√
6 z

)
dz =

1√
6

ln
4 +

√
6 z

4−
√

6 z
.
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Při zpětném dosazeńı použijeme toho, že

z = sin t =
√

1− cos2 t =
√

1− 1
y2

=

√
y2 − 1
y

, y =
2x + 1√

5
, z =

2
√

x2 + x− 1
2x + 1

,

a tedy ∫
dx

(x2 + x + 1)
√

x2 + x− 1
=

1√
6

ln
4x + 2 +

√
6(x2 + x− 1)

4x + 2−
√

6(x2 + x− 1)
+ c .
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