
Množiny č́ısel

Axiom matematické indukce: Necht’ je U ⊂ N taková, že 1 ∈ U . Jestliže z vlastnosti n ∈ U
plyne (n + 1) ∈ U , pak U = N.

Definice. Ř́ıkáme, že množina M ⊂ R je shora omezená, jestliže existuje K ∈ R takové, že
pro každé x ∈ M plat́ı nerovnost x ≤ K
Řı́káme, že množina M ⊂ R je zdola omezená, jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé
x ∈ M plat́ı nerovnost x ≥ K.
Množina M ⊂ R, která je omezená shora i zdola, se nazývá omezená.

Definice. Necht’ M ⊂ R. Č́ıslo S, resp. s, pro které plat́ı
1. Pro každé x ∈ M je x ≤ S, resp. x ≥ s
2. Pro každé S ′ < S, resp. s′ > s, existuje x ∈ M

takové, že x > S ′, resp. x < s′

se nazývá supremum, resp. infimum, množiny M .

Definice. Necht’ ε > 0. Okoĺım bodu a ∈ R (přesněji otevřeným ε–novým okoĺım) Uε(a) ⊂ R
nazveme množinu všech bod̊u x ∈ R, jejichž vzdálenost od bodu a je menš́ı než ε, tj.

Uε(a) =
{
x ∈ R ; |x− a| < ε

}
.

Definice. Prstencovým okoĺım bodu a ∈ R se nazývá množina Pε(a) = Uε(a) \ {a}, tj.

Pε(a) =
{
x ∈ R ; 0 < |x− a| < ε

}
.

Definice. Bod a se nazývá vnitřńı bod množiny M ⊂ R, jestliže existuje okoĺı Uε(a) ⊂ M .
Bod a se nazývá vněǰśım bodem množiny M ⊂ R, jestliže existuje okoĺı Uε(a) takové, že
Uε(a) ∪M = ∅.
Bod a se nazývá hraničńım bodem množiny M právě tehdy, když má každé jeho okoĺı Uε(a)
neprázdný pr̊unik jak s množinou M tak jej́ım doplňkem MC = R \M .

Definice. Množina M ⊂ R se nazývá otevřená právě tehdy, když je každý jej́ı bod jej́ım
vnitřńım bodem.

Definice. Množina M se nazývá uzavřená právě tehdy, když je jej́ı doplněk MC = R \ M
otevřená množina.

Definice. Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny M se nazývá vnitřek množiny M a znač́ı se
M◦.

Definice. Uzávěrem množiny M nazýváme doplněk ke vnitřku doplňku množiny M a znač́ıme
jej M , tj. M = R \ (

R \M
)◦

.

Definice. Hranićı množiny M nazýváme množinu všech jejich hraničńıch bod̊u a znač́ıme ji
∂M .

Definice. Bod x se nazývá hromadným bodem množiny M právě tehdy, když pro každé jeho
prstencové okoĺı Pε(x) je M ∩ Pε(x) 6= ∅.
Definice. Bod x ∈ M se nazývá izolovaný bod množiny M právě tehdy, když existuje prsten-
cové okoĺı Pε(x) takové, že M ∩ Pε(x) = ∅.
Definice. Uzavřená a omezená množina M ⊂ R se nazývá kompaktńı.
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Posloupnosti v R

Definice. Posloupnost́ı nazýváme zobrazeńı N do R.

”Definice”. Necht’ jsou dány množiny X a Y . Jestliže každému x ∈ X je přǐrazeno právě jedno
y ∈ Y , ř́ıkáme, že je dáno zobrazeńı množiny X do množiny Y .
Zobrazeńı lze také definovat jako podmnožinu f ⊂ X × Y , ve které je každá množina

Yx =
{
x ∈ X ; (x, y) ∈ f

}

jednobodová.

Definice. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
je shora omezená, resp. zdola omezená, resp. omezená,

jestliže existuje K ∈ R takové, že pro každé n ∈ N plat́ı nerovnost an ≤ K, resp. an ≥ K, resp.∣∣an

∣∣ ≤ K.

Definice. Posloupnost
(
an

)
se nazývá rostoućı, resp. klesaj́ıćı, resp. neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı,

jestliže pro každé n ∈ N plat́ı nerovnost an+1 > an, resp. an+1 < an, resp. an+1 ≥ an, resp.
an+1 ≤ an. Takové posloupnosti nazýváme monotonńı a posloupnosti rostoućı a klesaj́ıćı ryze
monotonńı.

Definice. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
a rostoućı posloupnost přirozených č́ısel

(
kn

)
, tj.

kn ∈ N a kn+1 > kn. Pak posloupnost
(
bn

)
, pro jej́ıž členy plat́ı bn = akn nazveme vybranou

posloupnost́ı z posloupnosti
(
an

)
.

Definice. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
má limitu a ∈ R (vlastńı limitu), jestliže ke každému

ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé přirozené n > n0 plat́ı nerovnost
∣∣an−a

∣∣ < ε. Výrok
posloupnost

(
an

)
má limitu a zapisujeme jako lim

n→∞
an = a.

Definice. Řekneme, že posloupnost
(
an

)
má nevlastńı limitu +∞, resp.−∞, jestliže ke každému

K ∈ R existuje n0 takové, že pro všechna přirozená č́ısla n > n0 je an > K, resp. an < K.

Definice. Jestliže posloupnost
(
an

)
má vlastńı limitu, nazýváme ji konvergentńı. Jestliže po-

sloupnost
(
an

)
má nevlastńı limitu nebo limitu nemá, nazýváme ji divergentńı.

Definice. Jestliže posloupnost
(
an

)
splňuje Cauchy–Bolzanovu podmı́nku: Ke každému ε > 0

existuj n0 takové, že pro každá m, n, m > n0 a n > n0, plat́ı
∣∣am − an

∣∣ < ε, se nazývá
cauchyovská.

Definice. Bod a ∈ R∗ se nazývá hromadným bodem posloupnosti
(
an

)
právě tehdy, když

existuje vybraná posloupnost
(
bn

)
taková, že a = lim

n→∞
bn.

Definice. Necht’ je M množina všech hromadných bod̊u posloupnosti
(
an

)
. Č́ıslo S = sup M ,

resp. s = inf M se nazývá limes superior, resp. limes inferior, posloupnosti
(
an

)
a znač́ı se

lim sup
n→∞

an nebo lim
n→∞

an, resp. lim inf
n→∞

an nebo lim
n→∞

an.
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Č́ıselné řady

Definice. Necht’ je dána posloupnost
(
an

)
. Posloupnost

(
sn

)
, kde sn =

n∑
k=1

ak, se nazývá

posloupnost částečných součt̊u posloupnosti
(
an

)
.

Jestliže existuje lim
n→∞

sn = s, pak s nazveme součtem řady
∞∑

n=1

an. Jestliže je posloupnost sn

konvergentńı, tj. existuje lim
n→∞

sn = s ∈ R, nazýváme řadu
∞∑

n=1

an konvergentńı.

Je-li posloupnost
(
sn

)
divergentńı nazýváme řadu

∞∑
n=1

an divergentńı.

Je-li lim
n→∞

sn = ±∞, ř́ıkáme, že řada
∞∑

n=1

an diverguje k ±∞.

Definice. Jestliže je konvergentńı řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣, nazývá se řada
∞∑

n=1

an absolutně konvergentńı.

Je-li řada
∞∑

n=1

an konvergentńı a řada
∞∑

n=1

∣∣an

∣∣ divergentńı, nazývá se řada
∞∑

n=1

an neabsolutně

konvergentńı.

Věta. Jestliže existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n > n0 plat́ı nerovnost 0 ≤ an ≤ bn,

pak z konvergence řady
∞∑

n=1

bn plyne konvergence řady
∞∑

n=1

an a z divergence řady
∞∑

n=1

an plyne

divergence řady
∞∑

n=1

bn.

Věta. Necht’ jsou
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn řady s nezápornými členy. Pak plat́ı:

1) Jestliže existuje konečná limita lim
n→∞

an

bn

= K ∈ R, pak z konvergence řady
∞∑

n=1

bn plyne

konvergence řady
∞∑

n=1

an.

2) Jestliže existuje (konečná nebo nekonečná) nenulová limita lim
n→∞

an

bn

= k > 0, pak z diver-

gence řady
∞∑

n=1

an plyne divergence řady
∞∑

n=1

bn.

3) Jestliže existuje konečná nenulová limita lim
n→∞

an

bn

, pak řady
∞∑

n=1

an a
∞∑

n=1

bn současně konver-

guj́ı nebo diverguj́ı.

Věta. (odmocninové kritérium)

Jestliže existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je n
√

an ≤ q < 1, pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Jestliže pro každé n0 ∈ N existuje n > n0 takové, že n
√

an ≥ 1, pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.
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Věta. (limitńı odmocninové kritérium)

Necht’ an ≥ 0 a lim sup
n→∞

an = q. Je-li q < 1 řada
∞∑

n=1

an konverguje a je-li q > 1 řada
∞∑

n=1

an

diverguje.

Věta. (pod́ılové kritérium) Necht’ je an > 0.

Necht’ existuje n0 takové, že pro každé n > n0 je 0 ≤ an+1

an

≤ q < 1. Pak řada
∞∑

n=1

an konverguje.

Necht’ existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je
an+1

an

≥ 1. Pak řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta. (limitńı pod́ılové kritérium)

Necht’ an > 0. A existuje lim
n→∞

an+1

an

= q. Je-li q < 1, řada
∞∑

n=1

an konverguje a je-li q > 1 řada

∞∑
n=1

an diverguje.

Věta. (Rabeho kritérium)

Necht’ an > 0 a existuje lim
n→∞

n

(
an

an+1

− 1

)
= s. Je-li s > 1, řada

∞∑
n=1

an konverguje, a je-li

s < 1 řada
∞∑

n=1

an diverguje.

Věta. (Leibnizovo kritérium pro alternuj́ıćı řady)

Necht’ an ≥ 0 je monotonńı posloupnost, pro kterou plat́ı lim
n→∞

an = 0. Pak je řada
∞∑

n=0

(−1)nan

konvergentńı.

Věta. Necht’ jsou částečné součty un =
n∑

k=1

bk omezené, posloupnost
(
an

)
je monotonńı a

lim
n→∞

an = 0. Pak řada
∞∑

n=1

anbn konverguje.

Věta. Necht’ řada
∞∑

n=1

bn konverguje a posloupnost
(
an

)
je monotonńı a omezená. Pak řada

∞∑
n=1

anbn konverguje.
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Základńı vlastnosti funkćı

Definice. Necht’ X a Y jsou podmnožiny R. Reálnou funkćı jedné reálné proměnné nazýváme
zobrazeńı f : X → Y .
Množina X se nazývá definičńı obor zobrazeńı f a budeme jej značit Df .

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → Y . Pak množinu Gf =
{
(x, y) ∈ X × Y ; x ∈ X , y =

f(x)
}

nazýváme graf funkce y = f(x).

Definice. Necht’ je f : X → Y funkce. Pro každou množinu A ⊂ X se množina

f(A) =
{
y ∈ Y ; ∃x ∈ A , y = f(x)

}

nazývá obraz množiny A.
Množina Hf = f(X) se nazývá obor hodnot funkce f .

Definice. Necht’ je F : X → Y funkce a B ⊂ Y . Množina

F (−1)(B) =
{
x ∈ X ; f(x) ∈ B

}

se nazývá vzor množiny B.

Definice. Necht’ jsou f : X → Y a g : Y → Z funkce. Funkce h : X → Z definovaná předpisem
h(x) = g

(
f(x)

)
se nazývá složená funkce. Tuto funkci h budeme značit g ◦ f .

Definice. Necht’ je f : X → Y funkce.
Jestliže z rovnosti f

(
x1

)
= f

(
x2

)
plyne rovnost x1 = x2, nazývá se funkce f prostá.

Je-li Hf = Y ř́ıkáme, že funkce f je na množinu Y .
Je-li funkce f zároveň prosta a na množinu Y , nazývá se vzájemně jednoznačná.

Definice. Necht’ je f : X → Y . Funkce g : Y → X, pro kterou je g ◦ f = idX a f ◦ g = idY , se
nazývá inverzńı funkce k funkce f a budeme ji značit g = f (−1).

Definice. Necht’ je f : X → Y a A ⊂ X. Funkci g : A → Y definovanou předpisem g(a) = f(a)
pro každé a ∈ A nazýváme zúžeńım funkce f na množinu A a znač́ıme f|A.

Definice. Necht’ je f : X → Y .
Existuje-li K ∈ R takové, že pro každé x ∈ X je f(x) ≤ K, nazývá se funkce f shora omezená.
Existuje-li k ∈ R takové, že pro každé x ∈ X je f(x) ≥ k, nazývá se funkce f zdola omezená.
Je-li funkce f omezená shora i zdola, nazývá se omezená.

Definice. Necht’ je f : x → Y a M ⊂ X. Funkce f se nazývá shora omezená, resp. zdola
omezená, resp. omezená, na množině M , je-li funkce f|M shora omezená, resp. zdola omezená,
resp. omezená.

Definice. Necht’ je f : X → Y .
Řekneme, že je funkce f rostoućı, plat́ı-li pro každé x1, x2 ∈ X, x1 < x2 nerovnost f(x1) <
f(x2).
Řekneme, že je funkce f klesaj́ıćı, plat́ı-li pro každé x1, x2 ∈ X, x1 < x2 nerovnost f(x1) >
f(x2).
Řekneme, že je funkce f neklesaj́ıćı, plat́ı-li pro každé x1, x2 ∈ X, x1 < x2 nerovnost f(x1) ≤
f(x2).
Řekneme, že je funkce f nerostoućı, plat́ı-li pro každé x1, x2 ∈ X, x1 < x2 nerovnost f(x1) ≥
f(x2).
Funkce neklesaj́ıćı nebo nerostoućı se nazývaj́ı monotonńı a funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı se
nazývaj́ı ryze monotonńı.
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Definice. Necht’ je f : X → Y a M ⊂ X. ř́ıkáme, že funkce f je rostoućı, resp. klesaj́ıćı, resp.
neklesaj́ıćı, resp. nerostoućı, na množině M , je-li rostoućı, resp. klesaj́ıćı, resp. neklesaj́ıćı, resp.
nerostoućı, jej́ı zúžeńı f|M .
Funkce f se nazývá monotonńı, resp. ryze monotonńı, na množině M , je-li monotonńı, resp.
ryze monotonńı, funkce f|M .

Definice. Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě x0 ∈ X maximum, resp. minimum,
jestliže pro každé x ∈ X je f(x0) ≥ f(x), resp. f(x0) ≤ f(x).
Maxima a minima funkce se nazývaj́ı extrémy.

Definice. Necht’ je I ⊂ R interval. Funkce f : I → Y se nazývá konvexńı, resp. konkávńı,
jestliže pro každé tři body x1, x2, x3 ∈ I, pro která je x1 < x2 < x3, je y-ová souřadnice bodu,
který lež́ı na př́ımce procházej́ıćı body

[
x1; f(x1)

]
a

[
x3; f(x3)

]
a jehož x-ová souřadnice je x2

větš́ı, resp. menš́ı, než f(x2).

Definice. Necht’ pro každé x ∈ X je −x ∈ X. Funkce f : X → Y se nazývá sudá, resp. lichá,
jestliže f(−x) = f(x), resp. f(−x) = −f(x).

Definice. Necht’ je L > 0 a pro každé x ∈ X je x ± L ∈ X. Funkce f : X → Y se nazývá
periodická s periodou L, jestliže pro každé x ∈ X plat́ı f(x± L) = f(x).

Definice. Necht’ k ∈ R, f1 : X1 → R, f2 : X2 → R, X = X1 ∩X2 a X =
{
x ∈ X2 ; f2(x) = 0

}
.

Pak
kf1 : X1 → R je definována předpisem

(
kf1

)
(x) = kf1(x) pro každé x ∈ X1;

f1 + f2 : X → R je definována předpisem
(
f1 + f2

)
(x) = f1(x) + f2(x) pro každé x ∈ X;

f1 · f2 : X → R je definována předpisem
(
f1 · f2

)
(x) = f1(x) · f2(x) pro každé x ∈ X;

f1

f2

: X \X0 → R je definována předpisem

(
f1

f2

)
(x) =

f1(x)

f2(x)
pro každé x ∈ X \X0.
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Limita a spojitost funkce

Definice. (vlastńı limita ve vlastńım bodě)
Necht’ je dána funkce f : X → Y a necht’ je a ∈ R hromadný bod množiny X. Řekneme, že
funkce f(x) má v bodě a limitu A ∈ R, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro
každé x ∈ X, pro které je 0 < |x− a| < δ, plat́ı nerovnost

∣∣f(x)− A
∣∣ < ε.

Tento výrok zapisujeme jako lim
x→a

f(X) = A.

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → Y a bod a, který je hromadná bod množiny X = Df .
Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a ∈ R∗ limitu A ∈ R∗ právě tehdy, když ke každému okoĺı
U(A) bodu A existuje prstencové okoĺı P (a) takové, že pro každé x ∈ P (a)∩X je f(x) ∈ U(A).
Je-li a ∈ R a A ∈ R mluv́ıme o vlastńı limitě ve vlastńım bodě; je-li a ∈ R a A = ±∞, mluv́ıme
o nevlastńı limitě ve vlastńım bodě; je-li a = ±∞ a A ∈ R mluv́ıme o vlastńı limitě v nevlastńım
bodě; je-li a = ±∞ a A±∞ mluv́ıme o nevlastńı limitě v nevlastńım bodě.

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → Y , množina M ⊂ X a bod a, který je hromadným
bodem množiny M . Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a limitu A vzhledem k množině M ,
jestliže pro každé okoĺı U(A) bodu A existuje prstencové okoĺı P (a) bodu a takové, že pro každé
x ∈ P (a) ∩M je f(x) ∈ U(A). Toto tvrzeńı zapisujeme lim

x → a
x ∈ M

f(x) = A.

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → Y a bod a ∈ R. Necht’ je a hromadný bod množiny
Xa− =

{
x ∈ X ; x < a

}
= X ∩ (−∞, a), resp. Xa+ =

{
x ∈ X ; x > a

}
= X ∩ (a, +∞).

Řekneme, že má funkce f(x) v bodě a limitu zleva, resp. limitu zprava, rovnou A, jestliže ke
každému okoĺı Uε(A) bodu A existuje δ > 0 takové, že pro všechna x ∈ X, 0 < a− x < δ, resp.
0 < x− a, je f(x) ∈ U(a).
Toto tvrzeńı ṕı̌seme zkráceně jako lim

x→a−
f(x) = A, resp. lim

x→a+
f(x) = A.

Definice. Necht’ je f : X → Y a bod a ∈ X. Řekneme, že funkce f(x) je spojitá v bodě a právě
tehdy, když ke každému okoĺı Uε

(
f(a)

)
existuje okoĺı Uδ(a) takové, že pro každé x ∈ X ∩Uδ(a)

je f(x) ∈ Uε(a).

Definice. Funkce f : X → Y se nazývá spojitá na množině M ⊂ X právě tehdy, je-li spojitá
v každém bodě x ∈ M .
Funkce spojitá na množině X = Df se nazývá spojitá.
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Diferencovatelné funkce

Definice. Necht’ je f : X → Y a bod a je vnitřńı bod množiny X. Existuje-li A ∈ R takové, že

lim
h→0

f(a + h)− f(a)− Ah

h
= 0 ,

řekneme, že je funkce f(x) diferencovatelná v bodě a a lineárńı funkce df(a; h) = Ah proměnné
h se nazývá diferenciál funkce f(x) v bodě a.

Definice. Necht’ je f : X → Y a bod a je vnitřńı bod množiny X. Existuje-li konečná limita

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h)− f(a)

h
,

nazýváme ji derivaćı (vlastńı derivaćı) funkce f(x) v bodě a.

Definice. Necht’ je f : X → Y . Jestliže existuje konečná limita

f ′+(a) = lim
h→0+

f(a + h)− f(a)

h
,

resp.

f ′−(a) = lim
h→0−

f(a + h)− f(a)

h
,

nazýváme ji derivace zprava, resp. derivace zleva funkce f(x) v bodě a.

Definice. Funkce f : X → Y se nazývá diferencovatelná na množině M ⊂ X, je-li diferencov-
atelná v každém bodě množiny M .

Věta. (Rolleova věta o středńı hodnotě)
Necht’ je f : X → Y je funkce spojitá na uzavřeném omezeném intervalu 〈a, b〉 ⊂ X, a < b,
která má v každém bodě otevřeného intervalu (a, b) derivaci, a necht’ plat́ı f(a) = f(b). Pak
existuje alespoň jeden bod ξ ∈ (a, b) takový, že f ′(ξ) = 0.

Věta. (Lagrangeova věta o středńı hodnotě)
Necht’ je f : X → Y funkce spojitá na uzavřeném omezeném intervalu 〈a, b〉 ⊂ X, a < b, a je
diferencovatelná v otevřeném intervalu (a, b). Pak existuje aspoň jeden bod ξ ∈ (a, b) takový,
že f(b)− f(a) = f ′(ξ) · (b− a).

Věta. (Cauchyova věta o středńı hodnotě)
Necht’ jsou funkce f : X → R a g : X → R spojité na uzavřeném omezeném intervalu 〈a, b〉 ⊂ X,
a < b, diferencovatelné na otevřeném intervalu (a, b) a pro každé x ∈ (a, b) je g′(x) 6= 0. Pak

existuje bod ξ ∈ (a, b) takový, že
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Definice. Řekneme, že funkce f : X → Y má v bodě a ∈ X lokálńı maximum, resp. lokálńı
minimum, právě tehdy, když existuje okoĺı U(a) bodu a takové, že po každé x ∈ X ∩ U(a) je
f(x) ≤ f(a), resp. f(x) ≥ f(a).
Jestliže nahrad́ıme neostré nerovnosti ostrými, mluv́ıme o ostrém lokálńım maximu, resp. o
ostrém lokálńım minimu.
Lokálńı maxima a minima nazýváme lokálńı extrémy a ostrá lokálńı maxima a minima ostré
lokálńı extrémy funkce f(x).
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Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u

Definice. Necht’ má funkce f : X → Y v okoĺı bodu a ∈ X derivaci f ′(x). Existuje-li

lim
h→0

f ′(a + h)− f ′(a)

h
=

(
f ′

)′
(a) =

d2f

dx2
(a) = f ′′(a) ,

nazýváme ji druhou derivaćı funkce f(x) v bodě a.
Má-li funkce f(x) v okoĺı bodu a ∈ X (n− 1)–ńı derivaci f (n−1)(x), a existuje konečná limita

lim
h→0

f (n−1)(a + h)− f (n−1)(a)

h
=

d

dx

(
f (n−1)

)
(a) =

dnf

dxn
(a) = f (n)(a) ,

nazýváme tuto limitu n–tou derivaćı funkce f(x) v bodě a.
Má-li funkce f(x) v bodě a ∈ X n–tou derivaci f (n)(a), pak nazýváme funkci dnf(a; h) =
f (n)(a)hn proměnné h ∈ R diferenciálem n–tého řádu funkce f(x) v bodě a.

Definice. Má-li funkce f : X → Y v každém bodě množiny X derivaci n–tého řádu, nazveme
funkci f (n) : X → R, která přǐrazuje každému x ∈ X hodnotu n–té derivace funkce f(x) v
tomto bodě n–tou derivaćı funkce f(x) na množině X.

Definice. Řekneme, že funkce f : M → R je tř́ıdy Cn(M), jestliže má na množině M spojité
derivace n–tého řádu.
Řekneme, že funkce f : X → R je tř́ıdy C∞(M), jestliže má na M spojité derivace všech řád̊u.

Definice. Necht’ má funkce f(x) v bodě a derivace až do řádu n včetně. Polynom

Tn(x; a) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n =

n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

nazýváme Taylorovým polynomem funkce f(x) se středem v bodě a.
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Použit́ı diferenciálńıho počtu

Definice.
Je-li a ∈ R a lim

x→a+
f(x) = ±∞ nebo lim

x→a−
f(x) = ±∞, nazývá se př́ımka x = a svislou

asymptotou grafu funkce y = f(x).
Jestliže existuj́ı reálná k a q taková, že lim

x→±∞
(
f(x)− kx− q

)
= 0, nazývá se př́ımka y = kx + q

asymptotou (vodorovnou pro k = 0 a šikmou pro k 6= 0) grafy funkce y = f(x) v bodě ±∞.

Definice. Necht’ jsou dány dvě funkce f : X → R a g : X → R a bod a ∈ X. Jestliže
f(a) = g(a), f ′(a) = g′(a), f ′′(a) = g′′(a), . . . , f (n)(a) = g(n)(a), ř́ıkáme, že křivky y = f(x) a
y = g(x) maj́ı v bodě a dotyk řádu n.

Definice. Př́ımka, která má s křivkou Γ v jej́ım bodě M0 dotyk prvńıho řádu, se nazývá tečna
ke křivce Γ v bodě M0.

Definice. Kružnice, která má s rovinnou křivkou Γ v jej́ım bodě M0 dotyk druhého řádu, se
nazývá oskulačńı kružnice ke křivce Γ v bodě M0.

Poloměr R oskulačńı kružnice se nazývá poloměr křivosti, jeho převrácená hodnota k =
1

R
se

nazývá křivost a střed S oskulačńı kružnice nazýváme střed křivosti.

Definice.
Množina všech střed̊u křivosti rovinné křivky Γ se nazývá evoluta křivky Γ.
Křivka Γ, jej́ıž evoluta je křivka Γ̂, se nazývá evolventa křivky Γ̂.

Definice. Necht’ je Γα, kde α ∈ A, je systém rovinných křivek. Obálkou (obalovou křivkou)
systému křivek Γα, α ∈ A, nazýváme křivku, která má dotyk prvńıho řádu s každou křivkou
ze systému Γα a která má v každém svém bodě dotyk prvńıho řádu aspoň s jednou křivkou ze
sytému Γα.
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Neurčitý integrál

Definice. Necht’ je dána funkce f : X → Y . Každou funkci F : X → R, pro kterou pro každé
x ∈ X plat́ı F ′(x) = f(x), nazýváme primitivńı funkćı k funkci f(x).

Definice. Necht’ je f : X → Y . Neurčitým integrálem funkce f(x) nazveme tř́ıdu všech funkćı[
F (x)

]
takovou, že pro každé x ∈ X je F ′(x) = f(x).

Věta. (integrace per partes)
Necht’ jsou f : X → R a g : X → R diferencovatelné funkce a necht’ existuje

∫
f(x)g′(x) dx.

Pak existuje také
∫

f ′(x)g(x) dx a plat́ı rovnost
∫

f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)− ∫
f(x)g′(x) dx.

Věta. (prvńı věta o substituci)
Necht’ je f : X → R, F (x) =

∫
f(x) dx a ϕ : T → X je diferencovatelná funkce. Pak plat́ı∫

f
(
ϕ(t)

) · ϕ′(t) dt = F
(
ϕ(t)

)
.

Věta. (druhá věta o substituci)
Necht’ je T ⊂ R interval, ϕ : T → X je prostá diferencovatelná funkce na množinu X a
pro každé t ∈ T je ϕ′(t) 6= 0.Existuje-li

∫
f
(
ϕ(t)

) · ϕ′(t) dt = Ψ(t), pak existuje
∫

f(x) dx =(
Ψ ◦ ϕ−1

)
(x) = Ψ

(
ϕ−1(x)

)
.
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Riemann̊uv integrál

Definice. Necht’ je I = 〈a, b〉 omezený interval v R. Děleńım intervalu nazveme každou
konečnou posloupnost bod̊u a0 = a ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an = b.

Definice. Necht’ je funkce f(x) omezená v intervalu 〈a, b〉. Pro každé děleńı D intervalu 〈a, b〉
označme mi = inf

x∈〈ai−1,ai〉
f(x) a Mi = sup

x∈〈ai−1,ai〉
f(x). Č́ıslo sD =

n∑
i=1

mi

(
ai − ai−1

)
, resp. SD =

n∑
i=1

Mi

(
ai−ai−1

)
, nazýváme dolńı, resp. horńı, Riemann̊uv součet funkce f(x) př́ıslušný k děleńı

D.

Definice. Č́ıslo s = sup
D

sD, resp. S = inf
D

SD se nazývá, dolńı, resp. horńı, Riemann̊uv integrál

funkce f(x) od bodu a do bodu b.

Definice. Jestliže plat́ı s = S, kde s je dolńı a S horńı Riemann̊uv integrál funkce f(x) od
bodu a do bodu b, nazýváme toto č́ıslo Riemann̊uv integrál funkce f(x) od bodu a do bodu b

a znač́ıme jej

∫ b

a

f(x) dx.

Existuje-li Riemann̊uv integrál funkce f(x) od bodu a do bodu b, ř́ıkáme, že je funkce f(x)
integrovatelná na intervalu 〈a, b〉.
Definice. Necht’ je M ⊂ R omezená množina a f : M → R. Necht’ je I = 〈a, b〉 omezený,
uzavřený interval takový, že M ⊂ I. Riemannovým integrálem funkce f(x) přes množinu M

rozumı́me integrál

∫

M

f(x) dx =

∫ b

a

f̃(x) dx, kde f̃(x) = f(x) pro x ∈ M a f̃(x) = 0 pro

x ∈ I \M .

Věta. (prvńı věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu)
Necht’ jsou f(x) a g(x) integrovatelné funkce na intervalu 〈a, b〉, g(x) ≥ 0 a k ≤ f(x) ≤ K. Pak
plat́ı nerovnost

k

∫ b

a

g(x) dx ≤∈b
a f(x)g(x) dx ≤ K

∫ b

a

g(x) dx .

Je-li nav́ıc f(x) na intervalu 〈a, b〉 spojitá, existuje ξ ∈ (a, b) takové, že

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx .

Věta. (druhá věta o středńı hodnotě integrálńıho počtu)
Necht’ je funkce f(x) spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 a g(x) je na tomto intervalu monotonńı
spojitě diferencovatelná funkce. Pak existuje bod ξ ∈ (a, b) takový, že

∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(b)

∫ b

ξ

g(x) dx + g(a)

∫ ξ

a

g(x) dx .
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Nevlastńı Riemann̊uv integrál

Definice. Necht’ je funkce f(x) definována na intervalu 〈a, b〉. Je-li F (x) primitivńı funkce k
funkci f(x) na intervalu 〈a, b〉, nazýváme č́ıslo F (b) − F (a) Newtonovým určitým integrálem
funkce f(x) od bodu a do bodu b.

Definice. Necht’ a < b a pro každé y ∈ (a, b) existuje Riemann̊uv integrál

∫ y

a

f(x) dx. Jestliže

existuje vlastńı limita lim
y→b−

∫ y

a

f(x) dx, nazveme ji nevlastńım (nebo zobecněným) Rieman-

novým integrálem funkce f(x) od bodu a do bodu b.

Definice. Jestliže existuj́ı nevlastńı Riemannovy integrály

∫ b

a

f(x) dx a

∫ b

a

∣∣f(x)
∣∣ dx, nazýváme

integrál

∫ b

a

f(x) dx absolutně konvergentńı.

Jestliže integrál

∫ b

a

f(x) dx konverguje a integrál

∫ b

a

∣∣f(x)
∣∣ dx diverguje, ř́ıkáme, že integrál

∫ b

a

f(x) dx je neabsolutně konvergentńı.
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Posloupnosti funkćı a mocninné řady

Definice. Posloupnost funkćı je zobrazeńı množiny N do množiny funkćı definovaných na jisté
množině M ⊂ R.

Definice. Jestliže pro každé ε > 0 a pro každé x ∈ M existuje n0 ∈ N takové, že pro každé
n > n0 plat́ı nerovnost

∣∣f(x) − fn(x)
∣∣ < ε, ř́ıkáme, že posloupnost funkćı

(
fn(x)

)
konverguje

bodově k funkci f(x) nebo že funkce f(x) je bodová limita posloupnosti funkćı
(
fn(x)

)
.

Definice. Jestliže pro každé ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé x ∈ M a pro každé
n > n0 plat́ı nerovnost

∣∣f(x) − fn(x)
∣∣ < ε, ř́ıkáme, že posloupnost funkćı

(
fn(x)

)
konver-

guje stejnoměrně k funkci f(x) nebo že funkce f(x) je stejnoměrná limita posloupnosti funkćı(
fn(x)

)
.

Definice. Necht’ je
(
fn(x)

)
posloupnost funkćı definovaných na množině M ⊂ R. Pro každé

x ∈ M označme sn(x) =
n∑

k=0

fk(x), tzv. n–tý částečný součet. Množinu všech x ∈ M , pro která

existuje konečná bodová limita lim
n→∞

sn(x) = s(x) nazveme oborem konvergence řady
∞∑

n=0

fn(x)

a č́ıslo s(x) součtem řady funkćı
∞∑

n=0

fn(x).

Jestliže posloupnost sn(x) konverguje na množině X stejnoměrně, ř́ıkáme, že řada
∞∑

n=0

fn(x) je

stejnoměrně konvergentńı.

Definice. Mocninnou řadou nazýváme řadu funkćı tvaru
∞∑

n=0

cn(x− a)n, kde cn a a jsou reálné

konstanty.

Definice. Č́ıslo a ∈ R se nazývá střed mocninné řady
∞∑

n=0

cn(x− a)n.

Č́ıslo R ∈ R∗ takové, že pro všechna x ∈ R, |x − a| < R, řada
∞∑

n=0

cn(x − a)n konverguje a

pro všechna x ∈ R, |x − a| > R řada
∞∑

n=0

cn(x − a)n diverguje se nazývá poloměr konvergence

mocninné řady
∞∑

n=0

cn(x− a)n.
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